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AVERTISSEMENT. 


I^  troisième  voltime  de  la  Théorie  analjtique  du 
Système  du  monde  devait  paraître  au  commence- 
ment de  cette  annëe.  Des  difficultés  typographiques 
résultant  du  grand  nombre  de  formules  qu'il  con- 
tient et  du  format  que  j'ai  adopté,  ont  retardé  jus- 
qu'à ce  jour  sa  publication.  Il  me  parait  donc  juste 
de  préyeuir  que  quelques  parties  de  ce  livre,  qui 
étaient  entièrement  neuves  lorsque  l'ouvrage  fat 
composé j  ont  pu,  par  ce  retard  indépendant  de 
ma  volonté,  se  troaver  déjà  développées  dans  des 
Mémoires  particuliers,  lors  de  son  apparition.  Tel- 
le est,  par  exemple ,  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires,  la  méthode  qui  donne  les  coefficiens. du 
développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice 
par  le  moyen  des  quadratures.  M.  Poisson  n'avait  fait 
qu'indiquer  cette  méthode ,  je  l'ai  présentée  ici  avec 
assez  d'étendue  pour  ne  plus  exiger  que  des  subs- 
titutions numériques  j  à  peine  alors  l'avait-on  re- 
marquée, et  aujourd'hui  elle  adéjà  reçu  d'importantes 
applications. 

J'avais  espéré  aussi  que  ce  volume  comprendrait 
à  la  fois  la  théorie  des  perturbations  planétaires  et 
celle  des  marées;  mais  la  place  que  la  première  a  oc- 


Eiiiizedbv  Google 


TJ  AVERTISSEMENT. 

cupée,  les  développenieas  qu'elle  a  demandés,  les 
exemples  numériques  que  j'ai  cm  nécessaire  de  don- 
ner, ne  m'ont  plus  laissé  t'espace  que  la  seconde  exi- 
geait. Je  serai  donc  obligé  de  reporter  cette  théorie 
dans  le  quatrième  volume,  qui  contiendra  en  outre 
celles  de  la  Tiune  et  des  Satellites.  Ce  volume  ne  se 
fera  pas  attendre  ,  et  j'aurai  rempli  l'engagement  que 
j'ai  pris  de  passer  en  revue  dans  cet  ouvrage  tes  prin- 
cipales parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

Dans  un  supplément  an  second  livre,  qui  paraî- 
tra en  même  temps  que  le  troisième  volume,  j'ai 
réparé  quelques  omissions  qui  m'ont  été  indiquées 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires. 

Ai-je  besoin  de  rappeler  ici  ce  que  j'ai  dit  dans 
l'Introduction  de  cet  ouvrage  sur  le  but  que  je  me 
suis  proposé  en  te  composant?  Je  n'ai  voulu  ni  refaire 
la  Mécanique  céleste,  rà  simplement  la  commenter. 
La  première  entreprise  m'eût  paru  trop  ambitieuse, 
la  seconde  trop  modeste.  J'ai  voulu  rassembler ,  dans 
un  même  livre,  les  travaux  faits  par  les  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  pour  perfectionner  la  théorie 
du  système  du  monde,  et  qui  se  trouvent  répandus 
dans  des  Mémoires  épars.  Laplace ,  comme  tous  les 
génies  créateurs,  avait  en  général  préféré  ses  mé- 
thodes à  celles  qu'auraient  pu  lui  fournir  ses  devan- 
ciers et  ses  contemporains;  moi,  dont  la  seule  ambi- 
tion était  de  composer  un  ouvrage  utile,  j'ai  toujours 
préféré  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plusgcnérale,  et. 
lot^ue  j'ai  introduitquelques  formules  nouvelles,  c'est 
que  leurs  avantages  étaient  bien  démontrés.  Toutes  les 
fois  que   les  cas  l'ont  exigé,  j'ai    appliqué  à  des 
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exemp/es  partictJiers  les  théories  générales ,  pour  en 
rendre  l'ÏQteUigence  plus  facile.  SouTCot^  en  traitant 
le  même  sujet  que  l'illustre  auteur  de  la  Mécanique 
céleste  j  il  m'a  fallu  marcher  sur  ses  pas.  Mais  j^ai 
mieux  aimé  m'exposer  à  tous  les  désavantages  de 
cette  position,  que  de  chercher  un  ordre  d'idées  moins 
logique  et  moins  rationnel.  Enfin ,  j'ai  presque  tou- 
jours adopté  les  mêmes  notations  que  notre  grand 
géomètre.  Cette  uniformité  dans  les  notations  est 
un  moyen  de  :^ciliter  beaucoup  l'étude  des  applica- 
tions de  l'analyse  aux  sciences  naturelles  :  une  langue 
écrite  doit  donner  d'autant  moins  de  peine  à  com- 
prendre, que  ses  caractères  sont  moins  nomîireux 
et  mieux  arrêtés  ,  et  je  ne  connais  rien  qui  prouve 
pins  la  stérilité  de  l'imagination,  que  cette  manie 
trop  fr^nente  d'inventer  àes  signes  nouveaux  pour 
rendre  desjdées  communes.  Les  jeunes  géomètres 
qui  liront  mon  ouvrage  ne  seront  pas  dispensés 
pour  cela  d'étudier  la  Mécanique  céleste;  mais  je 
crois  que  je  leur  aurai  &cilité  cette  tâche,  et  slk 
trouvent  que  j'ai  fait,  sous  ce  rapport ,  un  travail  utile, 
j'aurai  atteint  le  seul  but  que  je  m'étais  proposé. 

J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ces  détails,  parœ 
que  quelques  personnes,  pour  la  plaptart  étran- 
gères à  la  science ,  quoique  ce  ne  soît  pas  celles 
qui  en  parlent  le  moins,  m'ont  para  n'avoir  pas 
bien  jugé  mon  intention  ;  mais  je  dois  dire  en  même 
temps  que  j'ai  eu  la  satisfaction  de  voir  qu'au  con- 
traire les  hommes  qui  connaissent  bien  l'état  actuel 
de  l'astronomie  théorique  m'ont  compris ,  et  c'est  à 
leurs  encouragemens  que  j'ai  dû  le  courage  de  pousser 
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jusqu'au  bout  cette  difficile  entreprise.  On  me  per~ 
mettra  d'en  citer  ici  ^  pour  preuve ,  la  lettre  suivante , 
qni  m'a  été  adressée  par  un  illustre  géomètre,  dont 
la  perte  récente  afflige  encore  la  science.  Je  prie 
qu'on  veuille  bien  ne  la  considérer  que  comme  une 
approbation  donnée  à  mon  ouvrage  sous  le  rapport 
de  son  utilité,  et  qu'on  me  rende  la  justice  de  croire 
que  je  ssis  mieux  que  personne  ce  qu'elle  peut  avoir 
de  trop  flatteur  pour  ma  vanité. 
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Paru,  ce  4  Navemhre  1839- 


(MooVibieAiK)  f 

t^ai  ■tvça  Cexi^n^Miire  Ofie  -uoud  ava^  ùcath 
iMHi/L  m,  ae/r^^"  eus  ifo^v  tÊeoûe  auafutu|u« 
du,  GVyjtàwe  3it  cMOwCba-^  ea  nMeveaa  ^ejuaa/ 
a»  -voa  e£uc^  Mtf  ùttte  nuiUere  di  e^fee  e^  m 
^^^u^,  na  Âea/^  atte  'voaà  nitro  eeeui^coifA. 
a  nomzettr  Âtiiftru-  ^  aewofU;  ùT  eor^^nera 
A^tn«r?i«^  Cf^tnton  ttvan^aeuàe  au  ^  ort/- 
â^Éfz  coftca^    e£s   imj  éeuané,   Âar-  ut,  Aise»  aut- 

Âeurei*JeT?ie9f/  -t^Gioiu.  ^    ^^ctt/iie  bottée   anére 

eff^ortan^  eut  ayd£e*ne  eue  ntottde.  C/oire  au- 
vr^ae,  tj4&onéi6ar,  ùi/  t^n-  ^'emcer  Aaa  f^tef 
&■  en/  fy'Sé  UHiavte  t^  fentfyv  Auta  acc^eiM- 
^  reen&^cnAf  ^'^ofu/^  conientuit  aam  ta 
G^OwxuMM»  ceuéte;  /■  omM'mu»v  atie  v«t4àJerai& 
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eU  *<€^.ot^,   eof  i^  data  a^  'nom^  e^  cettof 

Âùi^   Oe.    entrée-    .      ©  ^W  ^aUtr-e^tnefi/    n 
ce^^UcaéùOft   ow   Ctyhfta^ds    a  /a,  . 
aue^  Ud  es/  ei&acn^  sccueàiti^nân/. 

Ufrtofié  /•%!/  ^ém-auoé  avec  ^auebit- at  cÀoft- 


te. 


*  On  doit  ta  rappeler  qu'il  eiiiUit  plni  qu«  de  la  froideur  entra 
I^sniiiRi  et  LàTlici,  el  cerlaincment  c'est  pluldl  l'homme  qui  parle  ici  que 
le  géomètre.  Sani  doute  an  peut  éclaircir  aiijounl'bui  quelques-  unei  des 
partie)  de  la  lUccaniijuB  céleile ,  maig  c'est  en  protealant  de  son  res- 
pect et  de  soD  admiration  pour  ce  monument  élerâ  auipciencea  matbétna- 
tiipie*  et  istroDomiques. 
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tricilà  et  de*  inclinaiioDi.  Euneo  de*  ca*  où  eta  inégalité  denen- 
noii  coniidrrable*  pai  le»  lappofta  qai  exiMent  entn  Ica  moyan*  mon- 

'««"'■ "'î* 

Dénloppemaot  puticuliai'  da*  in^alil^  d^ptndaDlei  de*  enbca  et  A^ 
prodail*  de  troii  diinea*ioDj  de*  ezecnlrieité*  et  dea  iadinaiwHu.  Lu 
aenlei  is^ilii  de  cet  tx^t  qai  pai«*eai  derenir  eennblca,  eoDi  cdla 
^i  acquièrent  de  tiè*  petiu  dinaenr*  par  llnt^gintion.  Fome  de*  lemei 
^i  Ita  proUoiaeBt.  IMreloppCBienl  dei  ai4iiiai  inégalité*  par  la  varia- 
tioD  de*  conitiDte*  arbitraire*.  Accord  de*  deai  méthode*,  n"  35  et  3C 

Examen  de*  cai  oii  Ton  doit  préfbar  ane  mâboda  i  raotre, ...     n*  3^ 

Application  k  la  tUori*  de  Jnpiler  et  de  Satome,  de*  fonnale*  ftiei- 
deniaa.  D^eloppement  da*  ip^liiij*  da  traintoie  ordr*  da  ce*  deoz 
planète* &••  38  j  B«qn'à  4t 

Le*  inÉKalilé*  dn  S"»  oidre,  depcndanleade  l'aignincnt  de  la  grand*  iné- 
pUt^,  «ont  a«iiaîblea  dau  la  théorie  de  Jupiter  et  da  Satorue.  For< 
ntJei  qni    ta   di£leimin*Dt «<■  ji 

JiWgiUié  da  troiaiime  oïdie,  qui  devient  iamible  d«na  la  ibéoiia  d*  Mercure 
UoubUparla  Terre „>  jj 

InegaltUdaduqoilnii  ordre,  qui derienlienaîbledani la  ibèaite data  Terre 
troobKr  pu  V4iiiu>* n*44 
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CHAPITRE  IV.  InégatUét  déptndaittei  du  carré  da  Jorcet  per- 
tuHMtriiMt page   igi 

La  inégalilÀ  lea  plas  uniiblM  àe  cet  oîdie ,  ràolliot  de  llnflumcc  que  Ici 
in^lilA  à  longue  période  ont  tnr  let  tnrmca  Aépenâuu  àa  txTri  de* 
mmiu*.  Li  mifhode  la  ploa  limple  pont  le>  Oiutm'mtr  ett  celle  de  ta  ti- 
rialioo  dei  coniUDle*  irbitnirei.  Formiilei  de*  varialionlile  cbacnn  do 
^meui  de  l'oibiLe  elliptique,  ea  ayanl  égard  au  carre' de  la  force  percnr- 

bairice n«  46  ei47 

ExaneD  àtt  cai  oii  le*  inégaliiea  du  aecciiid  ordre  peuTcnt  derenir  •eniible*. 
Letin^aKlétda  mojea  moiiTenmii  lontleiplai  coniidérihlea  par  le*  pe- 
titadiTUennija'elleaacqtiiirenL «"{S 

Applicuion  de*  fonDok*  précéilenie*  Il  la  théorie  de  Jupiter  et  ite  Saturne. 
Wt«nninaiioa de* iDégaliiéi  dnieconi)  ordre,  ({ai  dépendent da  double  de 
l'argamenl  ^e  la  gtaltje  inégalité.  Lei  Tariiiioa*  du  grand  axe ,  de  l'eieen- 
tricit^,  du  {i^rih^lie,  de  rindiaiiaon  et  de*  ntondi ,  introduiacnl  de* 
tarme*  (emblahln  dans  l'eipreiaioa  du  moyen  monTemenl  ;  nini*  ce* 
terne*  le  déiniiieiitd'enz-Diéine*,  en  aorte  qa'il  n'en  rriulte  ancune  inë- 
galit^  h  longne  période  qat  pniue  derenir  coniidérable;  ce  qui  eai  con- 
forme an  ih(!orime  *ur  l 'invariabilité  d«  grandi  aie*  et  de*  mojena  moU' 
(amena,  dânonlrë  ti»  60,  liTralI n"  ^g.  Sa  elSi 

Variatiafi>de*ezc«ittricit^ietde*peribélica  de'pendanle*  docirréde  la  force 
perlarbotrke,  et  relatiiea  an  doaU*  de  l'ai^meiit  de  la  grande  iné< 
(talith n"  5o 

Inégalilétqne  le*  nriationi  prëcMentei  introdniacnt  dan*  l'expreulon  de  la 
lODgitode  naie  <le  Jupilei  et  de  Satnrne n"  53 

Vimtioa*  de*  iacliDaiBona  elde*  nmod*,  dépendante*  da  carre  deamai*». 
La  partie  DOa  pModiqàe  de  cuiarialion*,  c'eit-k-di  te  celle  qai  *■  rapporte 
aux  inégalilà  KCnlairea,  at  la  aeule  qui  pniaae  acqo^rir  one  valeur  aeo- 
*iWa n"  54 

Éqnabon  de  condition  k  laquelle  doivent  aatiiraire  le*  tariaùoni  précédeotet  ; 
eonacquence*  qut  en  réanltenl  relativement  h  la  alabililc  du  ayiitme  plané- 
taire, en  tjÊoU  même  égard  aDcarrcdei  force*  peiinrbitnoe* n"  55 

Coniideniion*  *ur  le*  condition*  d'où  dépend  la  atabîlilé  du  (yitème  solaire 
relativement  ans  excentricité*  et  aoi  inclinaiaoni  de*  orbe*  planétair.  v"  56 

Examen  dea  inégalité*  du  premier  ordre,  qni  penvent,  par  leur  combinaiaon, 
prodnire,  dan*  l'expreulon  dea  loogilndea  vraiei  deJopiter  etSatarue  ,  de* 
inégaliléadniecond  ordre  affectée*  de  l'argoment  delà  grande  inégalité.  n°57 

Exproaioa*  analytiquca  de*  inégalitéa  pcécédeaist  le*  plu*  aenaible*. 
noiSB,  5g,  Sa,  6t,  atfii 

Eeltûon  gtainit  qui  txi*(c  entre  le*  ptitie*  dépendante*  do  cart^  de  (a  force 
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natiuliicnce,  do*  in^Iité»  carnipDadanm  de  denz  pluiiUi  KiDiniMi k 
lenriclion  léiHproqiK.  Celle  rElation  e*l  iDnlogac  à  celle  qai  lis  antre  elt» 

lam^lilrà  eoircipoiidanlci  du  premier  ordre a"  63 

Ivialilci  de  U  kingilade  de  l'cpoqoe  dépendimle  da  carr^  de*  força  perlnr- 

iairico.elrelBliie  t  lagmods  inégalii^de  Japileretde  Saiurna..      n"  64 

fie>  deux  griodci  in^Iité*  de  Jupiter  eL  de  Salunie ,  doiveat  •'njODtet  >ni 

Um^tndi*  iDOyeunea  dani  I»  eipreations  da  rayon  lacienr  etdeUlougi- 

Maoï^re  d'atoic  égard  aux  cbaageimeiu  qn'éproaTeiil  k«  coefficMU  dea  11»- 
galità  pbDe'uim  par  l'cSét  Het  Tiriatioiu  a^Dlaùct  de*  démena  ellip' 

CHAPITRE  V.  J}ei  penurbatiom  dont  la  mounamtni  d«$  plaaiut  et 
dcM  comilei,  dueià  ta  rétUtance  d'un  mUleairit  rare page  371 

Eipreiaioni  des  racialioiu  diffiÉrenticllea  da  éléoMiu  da  rorbiw«llipliqae, 
en  rappoaanl  la  réaUcance  du  fluide  proportioanelle  aa  carré  de  la  Tiioia 
dont  I*  plantle  cil  animée < n**  67,  68  el  6ç) 

L'eKt  de  cette  téaiitanca  eit  de  dimiDDer  pn^reatiiemeni  le  grand  axe  et 
l'excentricité  de  l'orbite  ,  tandii  que  le  péribélle,  l'époque, l'indÎTiaiiDa, 
•tifl  ikONKl  ne  MiDt  aLHDÎetti*  qa'ï  daiaiiatiani  périodique*.  Lu  réaUtance 
dn  milicanc  cliange  donc  k  U  longoe  ai  la  poulion  du  plan  de  l'orbite, 
ni  celle  da  périhélie}  mai*  elle  dimiiiDe  leiuiblemenl  la  dnr^  de  la  léra- 
lotion. , n"  7« 

Kcamcn  parlicalier  dn  caa  oit  la  orbita  aoat  irii  eicentriqua,  Gototne  cdla 
ilu  comtia.  Int^aiioD  da  formidei  diKraitiella  dan*  diTer*a  anppo- 
s'iioni  iDr  la  loi  de  deniilc  dn  fluide  éthéré n"  71 

4ppliotîoiu  de  ta  théorie  piécédenlc  li  la  comète  à  courte  période 
de  rSig n"  71 

Application  dei  ntJmei  tsrmnla  i  ta  détermina tioii  dea  inégalicei  dn  mon- 
rement  da  phnèwa  et  da  compte*,  prodnitei  par  l'action  do  la  Inmièie 
jolaîre ,  «oit  qu'on  la  regarde  comiae  due  aux  Tibrationi  d'un  flnide  éla»- 
tîqne,  aoil  qn'oa  la  conaidire  comme  nne  émanation  dn  Soleil.  Équation 
tébalaire  qui  en  réiolie  dan*  le  mojen  moUTemeni no  73 

La  dûuiDnlioD  de  Jainaïae  dn  Soleil  dani  le  ajatèmc  del'émiiaion  ,  produit 
no*  «ecoude  éqtution  lêcnlaiie  dan*  la  mouiemeaa  mof  en*  du  pbntte* 
etdea  coiniiei.  Ponr  la  'J'eiie,  cette  é^ation  eitk  celle  qui  réaolle  du  cboc 
de  la  Innùba ,  dana  le  rapport  de—  1  io,ooo)3lij.  L'impnliinn  da  la  lu- 
mitre  eat  inaenaible  snr  le  monTcmenl  de  la  Terre ,  et  elle  nlntlne  pa*  d'un 
fiurt  de  leconde  isr  réqnation  lécalain  da  la  Laite.  Uréaulia  encore  de 
cette  théorie,  qne  depiii*  deux  mills  anab)  maïae  du  Soleil  n'a  pat  épronié 


ea  d'alt^ratit 


7* 


Itec)ieri:l>ederiiqnilioD  aécnlaira  qui  réanlte,  daai  le*  mouremeua  plané- 
taire*  de  la  traiumiinon  incceaaiTe  de  U  peiaatcnr,  en  la  regardant 
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l'dhide  l'impoUioa  d'un  tipulc.  En  compaiani  l'équation lécnlairsda  la 
LuMdna  i  l'impiiliiDii  de  U Imniira , b  c«licqoi  rànite  delà  Uannsitaion 
de  la  pcuntRir,  od  irooTC  qu'il  fact  anppOMr  aD  flnida  gravitiqna  une 
rimwaii  moini  eenl  millioiu  dafoia  plo*  grande  qnaealle  ds  la  lamièn. 
Oa  peut  donc  inppoaer,  comme  on  le  fait  ordinairemeat,  celle  liuatc 
ÏDGnie,  et  regaider  la  iraBimiuioii  de  la  graTité  comme  iiutaBUo^.  L'ô- 
qattion  (oculaire  de  la  Tene,  due  1  la  mteie  caute ,  n'e'tiDl qu'an  sinime 
emiron  de  celle  de  la  Liuie ,  oa  peai  la  regarder  comme  abaalumentÏDMD- 
lible.— Ideniii^  de  l'action  de  la  peaaatear  eat  tooi  le*  corpi  cëletlea,  Con- 
wUntion*  lai  ce  eajet n*  7S 

CHAPITRE  VI.  Perturbatiom  Je*  ntoucameni  det  ptanèta ,  duet  à  ta 
non  tphérieiti  du  Soleil page  3oS 

Dëreloppement  de  la  foDclionperlacbaliice,  eDajanl^gard  ïl'elllpiicit^  da 
Soleil.  Expreuiona  de*  TarialioDi  diffijrentitlln  de*  élëmea*  ellipltqnei  qui 
■a  nbolleal.  L'iafloence  de  la  Ggore  da  Soleil  inirodnit  de*  teimta  croia- 
lanl  comme  le  tempi  dan*  lealongitndeide  IVpoqns  et  da  périhélie,  Undia 
^M  l'emeentridl^  n'eat  aainjetUc,  en  rertn  de  ce*  mfme*  coase*,  qu'à  de* 
in^alit^  périodiqnea n°  76 

Recfaerchadei  ia^galit<!i  (^calairee  qaî  earéaallcnt  danil'eipmiioneliipiiqae 
da  rayon  Tectenr,  de  1*  loogilnde  et  de  la  ladtade.  Ce*  intfgiilitci  lont 
doutant  plai  leDitblei  qne  la  plantie  eit  pla*  Toiiinsdu  SoleiJ.  Le  ealeol 
montre  qu'elle*  lont  inieaiible*  pour  Mercnre ,  et  t  ploa  forte  raiion  par 
coa*^neiil  pont  le*  aatrea  pJanitei n*  77 

L'ellipticil^  dn  Soleil  ne  donae  donc  lien  k  ancnae  in^galiK!  iifcnlatre  appré- 
ciable dani  le*  moa*emeai  plan^taim.  Le*  formule*  pr^cedenlci  penvent 
a'appliçaer  k  la  determiuation  de*  iD^galitàlanaîre*,  rànltaule*  de  haon 
■phétidl^  de  la  Tem a** 78^79 

CHAPITRE  VII.  De  l'action  de*  étoilet  *ur  le  tytUme  plané- 
taUx page  317 

ExpreuioB  d*  la  fonctioa  petturbalrice,  en  regardant  la  dtiunce  de*  étoile* 
an  SoMI  comme  extrêmement  grande,  et  IcnrpoiitioD  comme  inranable 
pendant  un  grand  nombre  de  liiele*.  Variaiiona  lécnlaire*  qui  en  ràultent 
dana  l'expreaiioa  de  l'exeeniricil^  et  dan*  1*  po*itioD  dn  périhélie.,     n"  60 

OétenninBUon  de*  inégalité*  *écnlaire*  que  ce*  rariat'ron*  introdniaent  daoi 
Feiptewloo  iln  rajon  *eeleiir,  et  de  la  longilnde  Traie n*8i 

flecheicbe  de*  inégalité*  correlpondantei  dn  monremcnt  en  latitude.  Elle* 
■ont  beatieonp  plu*  cMiuidérahle*  que  celle*  dn  monvemMit  en  looginde. 
Lacalcnl  montre  qu^l  faudrait  mppoaeraaz  étoile» nne  nuoiecentfoHpln* 
grand*  que  celle  du  Soleil,  poui  qne  l'inégalité  du  moanment  enlaiiiada 
de  la  Terra  due  li  leni  inflnence'pAt  l'cleTCt  t  to*  daa*  un  milli(H>  d'ao- 
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néa.  On  peut  Jonc  reganler  lent  aclion  sur  le  ijilème  planÉlaire  comme 
afanfamenl  inieniiblc,  tl  uiiabUitè  n'en  peut  élte  Biterce no  81 

CHAPITRE  \UI./négalUétdu  mouvement  det  ptanèta ,  produites  pnr 
l'action  âet  latellittt  et  deMComttei puge  3i- 

he»  ÏD^liléiqn]  rcialtcacde  raciinn  Ait  aitellilet,  ilam  tcsraoïimncni  de> 
phnèio,  sont  Luate*  périodique!,  et  la  pciiieue  de  lenn  maues  compaiée* 
i  celln  dci  plinitn  principales,  rend  ces  inéplitds  tiès  pcn  coniîde'nblea. 
Ellea  Hini  inanuibici  dam  lei  mOQTemeiu  de  Jiipiler,  ei  il  eit  probaMe 
qn'ilea  en  de  même  pour  Silnme  et  Uranns n°  83 

L'action  dea  comptes  ixa  Irsplaniies  uI_loul-i-fsit  imemible.  Ainii  l'actinn 
de  la  comité  de  1770,  celle  qui  a  Je  plai  approche'  de  la  Terre,  n'a  pai 
allérc  rie  ti'.g  bdnréede  l'annc'e  lidéralej  elle  a  traierae  le  (jatime  cnlier 
det  utellilet  de  Japiler  asiu  j  canier  ancniie  pertnriMiion.  On  en  doit  con' 
clnre  qne  Icunauea  deicomitci  connaes  jniqa'ici  lonE  irnp  pctiieg  poxr 
aTOir  ancDQe  inHnence  appréciable  lai  lea  mna*enicns  eL  la  ■tabîllti:  du 
if  iiène  pUnetaiie ,  ou  mrl'exactîtDde  dea  tihlei  atlroDomiqaei. .     n*  84 

CHAPlTïlfllX.  Du  plan  invariable  liu  ly^ttimt  du  monda. . .    page  33o 

Esafneii  iMnirean  def  fônuaf»  qoi  te  dïterminenl,  tendant  1  proofer  : 
i>.  qu'on  a  i  deuein,  et  arec  con nainance  de  Mnie,  nej^igê  jniqn'ici  d'a- 
Toir  égardani  airea  introdniies  par  lea  raooteraent.de  rotation  d«  pla- 
■itea,  1*.  Qne  la  parlie  de  ces  aiiej ,  qni  dépend  de  la  non  iphéiicile'  dn 
Soleil  e[  des  plantiei,  la  senle  qni  pniue  altérer,  dans  lea  (ïèeles  faton, 
la  poaliion  dn  plan  inTariable,  eil  abtolamentinaeniible.  L'aclioD  deaia- 
lellîle*  nepent  j  produire  non  plni  aucune  ahération  appréciable.  L'ac- 
tion deiétoilet  poorrait  aenJe,  i  la  longue,  en  changer  ta  pciition;  miiilef 
eflVtadiu  ï  eene  caniene  ae  manifeiteronl  qne  dam  nn  grand  nombre  de 
■iïdea.  Béfleiioni  généralei  iur  lei  objectiont  âevéc»  contre  l'eiactilnde 
decetic  théorie n«  86  et  85 

CHAPITRE  X.  Mane,  et  élémara  det  orbite,  dei  pla  nèlei. . .     page  Sjo 

Valniinaniériqneidïi  maiiea  dei  plan^lei.  ConiidératioDi  tnr  lei  nojeni 

qu'on  a  «nplo jéi  pour  lea  déierminer n*  87 

Tableaa  dcaélémeiu'eUipti^TKadea  planta. ...  i n*  SH 

Valean  nomériqaea  dea  principale*  qnantiléa  qni  «ntienl  dan*  l'eipteHÎOR 
dn  déreloftpiineiil  en  lérie  de  la  faiKtion  pmnibatrice n°  Sg 
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CHAPITRE  XL  EipniMtiont  numérique»  dei  variation»  tindaire»  âa 
éUmeni  cltiptitiuei  de»  orblUi  planétaire» p^e  377 

IMldappeaiait  da  ce*  inïgaliUi  «a  Wrin  ordonnée*  ptr  npperi  «a 
tcmpt. n»>  J)0  •!  Qi 

Ctical  nDiilAiqacd«fDrmDlc(qiiidi>iuual,ionifbrDMGma,Ietin^aliUi 
«^colaitc*  de  rezccDirkilé,  dp  {xiribâie,  de  l'indîni^Min  cl  in  wand.  Le* 
coDiiiiioiu  nfceiuira  ppar  U  uiUIil^  du  ijntmt  p|«WtWTf ,  ^pOMee* 
nf"  65  «I  69  du  liTM  q,  MOI  iiMipliei  nJiia»«nçin  u  tjft^Dt^  dw  fv^ 
idantw*  principtlea .■     »»  ©a 

Olcul  da  U  TariuioD  H)caU)[c  de  l'^poqaa  diql  U  th^û  d*  ^pUcc  M  de 
S^lnriK.  CetM  Mrialioqril  imeniible  ponr  (ef  ■nlrcipliiittu. . .      n"  b3 

CHAPITRE  XII.  DélwmiaaliQn  de  q^flflllet  contta^et  t/iU  entrant 
dan»  le»  expretmnt  d»  raro»  vecteur,  et  du  DtoiH-ameat  ta  tonfftnie 
et  en  latitude  de»  ptanite» P»ge  4o5 

Théoriet  partieulAreê  des  tept  pLuiètet  principales . 

CHAPITRE  XIU-  ïTWori*  lia  JKeroure. fV    4«9 

Racbuche  de  U  Vitaiu  qu'une  in^litc  dn  1*300  Tcctevrdnit  auebdcf  pant 
prodoMnne  Mcoade  d'alUiuioDinr  U  lonçiiude  geopewiiiil**  da  M«cim. 
Vatfan  D«iii4riqun  do  inçgslit^  Kiuiblei  de  l/t  longi^iid*  el  do  lopin 
(ccMBr.  La!a£g«lii««d(iIalitiuide*onCiiu<iuiblM Bf  9! 

CHAPITAXXIV.  7*«>/w  lie  ^if*"* p«f«  4"» 

Rcfbtrdie  dc  U.  lîmiM  iu«{D'h  laqaelk  on  doù  pojrter  ('•pprofiqition  4<ff* 
leaalcaldciiD(igKUtê*da  njon  icclçnr.  Valconiniui^iqqcad^m^gfdità 
■cncibla  de  h  loDgiiqde  e(4Br«jofl  Tecifur-  —  De|ermuw(iond'wrw«-- 
ga^t«  à  longue  période  da  moaiemen  en  tonititude  d^pondji^lf  dfli  ojft- 
qnitme*  pnuHncei  de*  eicentriciLdi ,  et  prodnila  par  l'aclioa  de  la  Terre. 
—  InéguUlàde  U  latiindci  elle*  ràollenlde  l'acdon  ^  U  TenCi  Mut 
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THÉORIE  ANALYTIQUE 

BU 

SYSTÈME  DU  MONDE. 

LIVRE  SIXIÈME. 

Théorie  dès  Mouvemerts  planétaires. 

\jZ  âétermiaatîon  des  inégalités  auxquelles  peuvent 
être  soumis  les  mouvemcDS  des  corps  célestes,  soit  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles,  soit  par  l'action 
de  toute  cause  étrangère  aux  forces  principales  qui 
les  animent,  est  sans  contredit  l'objet  le  plus  impor- 
tant de  la  théorie  du  système  do  monde.  Nous  avons 
donné  dans  le  second  livre  les  inégalités  indépen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance  : 
ce  sont  en  effet ,  en  général ,  les  plus  considérables , 
et  celles  par  conséquent  auxquelles  il  importe  prin- 
cipalement d'avoir  égard.  Cependant  il  peut  arriver 
que  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un  ordre  plus 
élevé,  et  même  parmi  celles  qui  sont  de  l'ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  il  s'en  trouve  que 
Tome  IU.  i 
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quelque  circonstance  particulière  rende  sensibles ,  et 
auxquelles  il  soit  par  cette  raison  indispensable  d'avoir 
égard.  On  ne  doit  donc  regarder  les  résultats  auxquels 
nous  sonmies  parvenu  dans  le  livre  II  que  commç  une 
préiiAierè  3^pr<Htiniatidb  dfes  mduvËraens  ^ilâoétiines, 
et  elle  ne  suffirait  pas  aux  besoins  de  l'Astronomie, 
dans  l'état  de  perfection  où  cette  science  est  aajour^ 
d'haï  parvenue.  Noos  allons  par  conséquent  revenir 
sur  cet  important  objet,  et  noas  donnerons  dans  ce 
livre  l'expression  iknalytique  des  principales  inégalités 
planétaires  provenant  des  diverses  causes  qui  troublent 
les  Riouvemens  elliptiques  des  planètes  autour  du  so- 
leil, de  manière  que  ces  formules  étant  réduites  en 
nombres,  les  tables  qui  en  résulteront  puissent  at- 
teindre à  toute  l'exactitode  qu'exige  la  précision  des 
observations  modernes. 
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CHÀPITRfe  PREMIER. 


Développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série 
ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisotts  des  orbites  Jusqu'aux  termes  dépendons 
de  la  septième  puissance  de  ces  élémens, 

1 .  Nons  avons  dooné  daosle  d°  8i  du  second  livre, 
l'expression  de  la  foactioD  perturbatrice  R  développée 
JQsqu^aux  termes  de  l'ordre  du  carré  des  excentricités 
ÎDclusivenieot  ;  mais  on  est  obligé  de  porter  plos  loin 
ce  développement  à  mesure  qu'on  veut  atteindre  À 
un  plus  haut  degré  d'approximation  dans  la  théorie 
des  raouvemens  planétaires.  Nous  allons  donc  nous 
occuper  d'abord  de  cette  pénible  opération. 

Considérons  l'action  réciproque  de  deux  planètes 
m  et  m'  ea  (nduvement  autour  du  soleil.  En  désignant 
par  R  la  fonction  qtti  exprime  cette  action,  on  a, 
n*  4^  f^*^  second  livre 

jTj  y,  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  m  re- 
latives à  trois  axes  fixes  passant  par  le  centre  du  so- 
leil, rson  rayon  vecteur  dans  son  orbite^  et  x',y,  /, 
r'  exprimant  les  mêmes  quantités  relatives  k  m'.  Si 
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Ton  nomme  p  la  distance  des  deux  planètes  entre 

elles,  en  sorte  qu'oa  ait 


f=,/(a:'_a:j'H-er'-j)'H-(z'-z)S 
la  valear  précédente  pourra  s'écrire  ainsi  : 

Sous  cette  forme  on  voit  que  R  ne  dépend  que  de  la 
distance  des  diflerens  corps  du  système  entre  eux  et 
à  Vorigine  des  coordonnées ,  et  que  cette  fonction  est 
totalement  indépendante  des  axes  auxquels  on  rap- 
porte les  niouvemens  de  ces  corps. 

Cela  posé,  pour  plus  de  simplicité,  prenons  pour 
plan  des^^  un  plan  passant  par  la  commune  inter- 
section des  orbites  de  m  et  de  m',  et  pour  axe  des  x 
celte  intersection  même.  Si  l'on  nomme  v  l'angle  que 
le  rayon  r  forme  avec  cette  droite,  t^ l'angle  formé 
par  cette  même  droite  et  par  /,  f  et  9'  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  m  et  de  m'  sur  le  plan  fixe , 
on  aura 
xs=r  co&v,j'^=r6inv  cos<p,  z  =  r  sin  f  sia  i|>, 
x'^r'cos/,  ys=Hsmt^cmp',   aisr'sinc'sîiiç'. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  qu'on  nomme  y 
l'inclinaison  matuelle  des  deux  orbites,  et  qu'on  ob^ 
serve  que  ip'  —  9^>  eo  faisant,  pour  abréger, 

ï  _  cos  >  =  a  sin*  j  )- :=  ;  A' 
V=— /T*  sin  p  8int^=în'[cos[f  4- »*')""«<»  C»^—*')]/ 
en  sorte  que  X  représente  le  double  du  sinus  de  la 
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iiH»tie  de  l'angle  qne  forment  entre  eax  les  plans  des 
orbiles  des  deux  planètes  »  on  trouvera 

R  =  m'[  ,  /  ; 

pï i*  isj. 

fonction  qui  ne  dépend  plue  que  de  l'incliDaison  mu- 
tuelle des  orbites  et  de  la  position  respective  de  m  et 
de  w!  par  rapport  à  la  ligne  des  notuds. 

Soit  n  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite 
de  it£t  comptée  snr  l'orbite  de  m  à  partir  d'une  ori- 
gine fixe;  pour  rapporter  à  la  même  origine  les  angles 

V  et  i^,  qae  nous  avons  snpposés  cnroptés  snr  les  plans 
des  orlntes  respectives  des  deux  planètes,  à  partir  de 
leur  commune  intersection,  il  suffira  de  substituer 

V  —  net  t^  —  n  à  la  place  de  v  et  de  /dans  les  ex- 
pressioos  précédentes.  L'angle  ^  représentera  alors  la 
distance  de  la  planète  m'  à  son  nœud,  comptée  sur 
l'orbite  de  m'  et  augmentée  de  la  longitude  de  ce 
nceud,  comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m,  de  la 
même  origine  que  l'angle  v. 

La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  V  de- 
viendra ainsi 

V  =  i  rK  [cos  (w  +  v'  —  alT)  —  cos  (v'—  c)]; 

et  c'est  cette  valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'ex- 
pression précédente  de  R,  qui  n'éprouvera  pas  d'autre 
altération. 
Cette  expression  conservera  la  même  forme,  quel 
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qi)ç  spit  le  pl^q  pasç^t  P^r  h  c«qtr^  dii  solbi) ,  auquel 
on  rapporte  le  mouTeïpeQt  depd«ux  planâtes,  ponnru 
qu'on  exprime  les  coordonnées  x,  /j  z,  x',  etc.,  rela- 
tives à  ce  plan,  en  foDCtïoD  des  coordonnées  polaires 
de  m  et  de  m'  ;  elle  a  donc  toute  la  généralité  dont 
elle  est  susceptn)]e. 

3-  Il  nous  sera  nécessaire  dans  ce  qui  va  suivre  d'in- 
traduioe  dans  la  fonetion  H  les  variables  qui  déter- 
miaent  la  position  du  plan  mobile  dé  l'orbite  de  m 
par  rapport  k  un  plan  fixe  quelconqi^e,  qt^ntit^ 
qp'çlJe  ne  renferme  qu'implicitement,  sous  la  forme 
précédente.  Ponr  cela,  nomihohs  p  et  fi  les  inclinai- 
sons respectives,  et  fl  et  II'  les  longitudes  des  nœiûlB 
d«s  orbites  de  qi  et  de  m'.  Sur  ce  neuvcau  plan ,  on 
abra 

C08  y  =  cos  (ft  cos  f'  -f-  sii^  ^  sin  <g'  cos  (n'—-  II). 

En  substituant  donc  dans  R  à  la  place  de 

X*  =  3  (i  —  cos  >)  sa  valeur,  cette  quantité  se 
trouvera  exprimée  en  fonction  des  angles  ip,  f',  n 
et  n*,  relatif  à  un  plan  fix«  quelconque  passant  par 
le  -centre  du  soleil. 

Si  Ton  rapporte,  cmnme  nous  l'avons  feît  d°  86, 
livre  H,  le  mouvement  de  m  au  plan  de  son  orbite 
prinùtive,  l'inclinaison  (p  et  l'angle  n' — FI  seront  de 
l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  l'on  pourra  né- 
gliger leur  Cjirné  quand  on  fiera  alwtraction  des  quap- 
tîlés  du  second  ordre  p^r  rapport  à  oe$  f<nves.  f)a 
nommant  donc  y  ce  que  devient  y  relativement  à  un 
tfiippG  qmkonqne  compté  de  l'instant  qq'on  a  choisi 
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ppur  ^tfiqtie,  fin4vn(9'=>»  et  par  c<M»aé<]wnt,  : 
cos  7  =:  cos  ^  +  sin  9  sio  y.' 

U  Ëuidra  donc  dans  Teiptiesaion  de  H  snbstitner 
3(1— co6^— sin9siD>)  à  la  pUbeds  A*^;  en  tfoàiinani 
R  là  fonction  résultante,  on  aura  ainsi  : 


«="'t 


rcoa(/— 0       1,,  V  *       .     ^    .        V-i 
—  ■       ;;        -^S^'fltlrwqgsin^tpsj 

Oif  pçat  obscf^er  d'aïUeura  qne  s^,  pour  pl^n  fixe 
des  jr  j*,  pn  prend  un  plan  passant  par  l'intersection 
commune  des  deux  orbites,  et  ayant ,  relativement  k 
chacune  d'elles ,  la  même  inclinaison  que  le  plan  de 
l'orbite  primitive  de  m,  on  aura  : 

x=rcoê{v—it),    j'^riin(p— n)cOif.  z=ra\a(v — n)nnf, 
X's=r'to»(i''—n),    y=r'8iii(/— n)co8y,    »'=r'sin(i'' — n)àay. 

Si  l'on  substitue  ces  valenrs  dans  l'expression  (1)  ' 
de  R,  et  qu'on  néglige  le  carré  de  sin  ^,  quantité  du 
second  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices, 
on  retrouvera  l'expression  précédente,  et  cette  ex- 
pressioQ,.  ^'ailleurs,  d'après xe  qu'on  a  vu,  est  indé- 
pendante de  la  supposition  que  le  plan  fixe  passe  par 
1^  commune  intersection  des  orbites  de  m  et  de  m'. 

pQ  conçoit  n[iaintenaot  que  si ,  dans  les  deux  fonc- 
ticHU  R  et  R ,  le»  variables  r,  r',  v,  t^,  et  la  constante 
n,  avaiontles  mènies  valeurs,  en  sorte  que  U  valeujr 
de  la  fonction  A  fût  la  seule  altérée  en  passant  de  l'une 
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à  l'autre,  on  déduirait  itnmédiatemeot  l'expression 
dn  développement  de  ^de  celui  de  R,  en  substituant 
dans  ce  lieruier  A*-— 3  sïn  yJ'p  à  la  place  de  X*;  mais, 
par  l'effet  dn  déplacement  de  la  commune  intersection 
des  orbites,  les  quantités  v,  v'  et  tt  ont  des  valeurs 
différentes  dans  les  deux  fonctions.  Commençons 
donc  par  déterminer  les  accroissemens  que  subissent 
ces  angles  lorsqu'on  passe  de  R  à  R. 

Pour  cela  considérons  le  triangle  sphérîque  com- 
pns  entre  le  plan  de  l'orbite  primitive  de  m,  celui  de 
son  orbite  mobile,  et  le  plan  de  l'orbite  de  m'. 
Les  trois  angles  de  ce  triangle  seront^,  y  et  i8o° — y 
et,  en  nommant  «Tn  le  côté  opposé  à  l'angle  y ,  par 
1^  règles  de  la  trigonométrie  sphérique,  on  aura,  à 
très  peu  près 

"V^      et       J n  H-  ""**" 

sioy  sin  y 

pour  les  deux  autres  côtés  respectivement  opposés 
aux  angles  y  et  p. 

Maintenant,  f  —  n,  compté  sur  le  plan  fixe,  est 
l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec  la  ligne  des  nœuds 
de  l'orbite  de  m',  sur  l'orbite  primitive  de  m.  Si  l'on 
projette  sur  ce  dernier  plan  le  nœud  de  l'orbîte  de 
m'  sur  le  plan  mobile  de  l'orbite  de  m,  l'angle  compris 
entre  m  et  ce  même  nœud  sera  égal  à  l'angle  f  —  fT, 
moins  le  mouvement  de  la  ligne  des  nœuds  pendant 
le  temps  *,  compté  sur  l'orbite  de  m'  et  projeté  sur 
le  plan  fixe,  c'est-à-dire  que  cet  angle  sera  égal,  à 
li-ès  peu  près,  à 


ElilizedBv  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  9 

—       tine^n 
f  —  n r^--  cos  y. 

D'ailleors,  la  longitude  de  l'intersectioD  de  l'orbite 
de  nt'  avec  l'orbite  mobile  de  m  ^  comptée  de  la  même 
origine  que  les  angles  i>,  /  et  II,  est  II  -f-  — .-  ^— . 

L'angle  v,  ou  la  distance  angulaire  de  m  à  la  droite 
fixe,  d'où  les  angles  sont  comptés,  devient  donc, 
relativement  à  l'orbite  mobile. 

Et  en  désignant  par  v^T^,  n,  ce  que  deviennent  tes 
quantités  v^  v  et  H,  relativement  à  la  fonction  R ,  on 


V Il  =♦» n (1  —  COS  >)  —r^ —   ■   ; 

*  "      MB  y  sm  y 


Cest-à-dire  qn'en  passant  de  la  fonction  R  à  la  fonction 
R,  l'angle ccroltrade — (i — coej')^^^-^ — ,  etl'angle  II, 
qai  désigne  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  m' 
sur  l'orbite  mobile  de  m^  de  "?  --,  ^nétantle mou- 
vement pendant  le  temps  t  du  nœad  de  l'orbite  mo- 
Inle  de  m  sur  le  plan  6xej  enfin  la  fonction  X  recevra 

l'accroissement -—  /f.  En   négligeant  donc  le 

qirre  de  S^  et  de  STy  on  aura 
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,      ^  ÛD  f     dK  ^  BÏn  y   if  Et 

'       a\ay   '   dit  X,        dx' 

A  b  t^ace  de  ^'n  et  de  J^,  <fui  détecmînent  le»  va- 
riatîoiK  de  l'prbite  mQbile  de  m  relativement  au  plan 
fixe  de  son  orbite  primitive ,  on  peut  introduire  dans 
TexpressioD  précédente  les  quantités  pet  g,  que  l'on 
considère  ordinairement  dans  les  formules  du  mou- 
vement troublé ,  et  qui  sont  des  fonctions  données  de 
ces  mêmes  quantités  ^  et  tTip.  En  effet  si^  comme 
dans  le  n*  4^  da  second  livre ,  on  &it 

^BB  JP.  abif  sia  n,      g  =  J".  an  9  cos  II, 

en  effectuant  la  dîfférentïation  et  en  supposant^  pour 
plus  de  simplicité,  n  ^  o  dans  les  résultats,  ce  qui 
retient  à  piendre^  comme  nous  le  ferons  dans  la 
suite,  rintenectioQ  commune  des  deux  orbites  pour 
l'origine  d'où  les  angles  sont  comptés,  on  aura 

P  =  sin^^Tn,       q  =:  (f^, 
et  par  conséquent  : 

D  D  .  t         dK     ,       p     dR 

R  =,  R  _  /,  tang  s  >,   ^  +  ^  5JJ 

Cette  valeor  est  celle  qu'i^  &udra  substituer  dans 
lasformulesdea  n*^  44  ^^  4^  <lu  second  livre,  qui  détôr* 
minent  les  variations  ilifTérentielles  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  de  m  autour  du  soleil  troublé 
par  l'action  de  m\  et  l'on  voit  qu'il  sera  facile  de  dé- 
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duïre  par  la  dîff^ntiatiçn  d&  différens  tenues  de  R 
les  fermes  coirespobdaDs  de  R,  ce  qni  dispensera 
d'efièctner  le  dévelpppeiQentdecettedenaiève  fonction. 
5.  Cela  posé,  si  l'oQ  développe  l'e^pi^ssion  de  R 
par  rapport  aox  puissances  ascendantes  de  ^,  on 
aura  : 
n        „>  r ^     .  fr'cwCf'— t-n 

-h  n/Xi  A*V' !— ï 

*  4  [^  +  ,/•  _  arr'  «{8  (v'  —  v)}= 

-t-m'.i.||x*V» 1 ; 

H-  ™'.i.||jA'V^ .-^i-, —, 


série  dont  la  loi  est  évidente.  Les  inclinaisons  des 
orbites  des  principaleB  p^anètefi  l'uïie  dur  l'autre  étant 
de  très  petites  quantités ,  on  n'a  point  cqpside'ré  jt^ 
qu'ici  dan^  lenre  perturbations  les  inégalités  Répon- 
dantes des  puissance  des  ioclinaisoDs  sapérieur«s  à 
la  quatrième,  et  l'on  verra  en  e^l  çUns  la  suite,  qifç 
ces  inégalités  doiveot  être  toi^t-à-iait  io^nsiUes.  ?fpus 
nous  boruprons  donc  désqpnais  «  considérer  les  frois 
premiers  termes  de  la  pr^édente  sérje. 

Far    les    formules    du    mc^ieraent    elliptique , 
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^-=. +V-(.-|e'+Ae»)cos(n«+.-«) 

—  =c*co94Cn/+< —  «) 

—  i^e»cos  5  (»«+•— »)  +  etc., 

"*"  (î '' ~  îî  "')'''' ^  ("'■*'' ~  "' 

-f-  —g-  e*sin4(R<  +  <  —  ») 

+  ^  «•  »'n  5  (  n(  +  e  —  »  )  H-  etc. 

Les  angles  nt  +  t  et  eo  étant  supposés  comptes  de 
la  même  origine  que  l'angle  v,  les  valears  donneront 
celles  de  —:  et  de  f  '  en  marquant  d'un  accent  les  let- 
tres n,  e,  a  et  01. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  cette  quantité 
deviendra  fonction  des  longitudes  moyennes  nt-^^^ 
n'f +  s'  des  deux  planètes,  des  longitudes  des  pérî- 
hélies,  des  demi-grands  axes,  de-s  excentiicités  et 
de  l'inclinaison  mutuelle  des  orbites,  et  l'on  ponrra 
la  développer  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
proportionnels  k  nt -i' s  et  n't  -\-  e',  d'après  les  prin- 
cipes établis  a."  46  du  second  livre. 
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Pour  cela,  on  supposera  d'abord  les  orbites  circu- 
laires, ce  qui  donnera  r=a,  r'^tJ,  v=znt-\-tf 
t^  =  «*<  -4-  e*,  et  par  conséquent , 


([o'»+fl«—Ma'co«(n'l— «(+«'— ■)]•  i 


[ii''+a'—M«'«:(»{ii'(— «(+•'— •)]' 

En  nommant  V  ce  que  devient  V  dans  la  même 
hypothèse,  c'est-ànlire  en  supposant  : 
V=iao'[co»(ii't+7U-4-i'— i— an)— coa(/^/— m+.'— ,)]. 

On  donnera  ensuite  à  a»  a\  nt  +  t,  n't  «f- 1',  des 
accroissemens  au,  du,  v  et  v^,  qui  comprendront  les 
termes  des  valeurs  de  r,  i^,  v  et  ^,  qu'on  a  d'abord 
négligés;  en  sorte  qu'on  aara: 

et  if  sert  fecile  de  développer  R  en  série  convei^ente    ' 
par-rapport  aux  puissances  ascendantes  de  e,  e'  et  ^. 

En  effet ,  faiscms  comme  dans  le  n"  48  do  second 
livre. 

[rt'  +  fl**  —  a^M*  C09  (n't  —7U  +  ^  —  <}]"• 

—  ^  COB  (n't  —  ni  4.  i'  —  b) 

=  i2A«cosifn'<  — «(  +  «'— () 
[a*  +  a'*  —  2(w'  cos  {n't  —  nt-\-^  —  ()]"  » 

—  ^ŒjlBt''cosi(n'*— /«  +  «'— «).    . 
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Sôppotobs  da  ploB  j 

[a«  +  a'»  _  aao' cos  (n'ï  —  nï  +  6' —  «  )]*  ' 
un  i  2  O^  cos  t  (n'ï  —  n(  +  €' —  e). 

La  carattéristique  X  devant  s'étendre  à  toutes  les 
valeurs  en'lières  de  i  positives  ou  négatives  y  com- 
pris zéro ,  en  observant  qu'on  a  généralement  : 

sin  (/(  +  n  2  A»  cos  i  («7  —  Tïi -h  «' —  e  ) 

=:  2  A«  sio  [(  {n'e  _  „É  4-  c'  _()+//  +  /  ] 
cos  (/(  +  /  )  2  A«  coB  i  (n'«  —  n(  +  i'  —  e  ) 

=  2  AO*  ces  [i  (n'ï  —  ni  -h  e'  —  i)  +//  +  /] 
sm  (ft  -^  t)  S/^-^'A«8in  /  In't  —  nt+t'  —  s) 

==  — £i«*'A«C0s[itn'f— n(4-*'— «H-JÎ+0. 
ft-^l  étant  un  angle  et  ^  on  nombre  entier  quel- 
conques ,  et  de  métne  pour  les  fonctions 

2B«cos»(n''  — «*+''— 0 
et  sp'*cosi(n'i  —  nt  -He'  — e). 

'  La  inaction  R',  en  substituant  pour  V  sa  valeur, 
et  en  faisant,  pour  abréger,  n't — «/  +  «'  —  e  =  a 
devîeadia 

+  ^x.ï.rao'B<'-0-îfc'B'fl'.(Cl')  +  C<'— ))1"«(U+afi(-M<-an) 
+  ^tL4B.o'.Ï.C<'-')  COI  (i.  +  4»(  +  4t  -  (n). 

On  pourra,  dans  cette  foi^mule,  supposer,  quel  que 
soit  I, 
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Far  cette  nouvelle  DOtaliOQ>  les  quantités  Â'^, 
Af,  A^;  seront  tontes  trois  des  fooctious  homogènes 

de  a  et  a'  de  la  dimension  —  i ,  ce  qui  donnera  h 
la  fois  plus  de  régularité  et  de  simplicité  aux  for- 
mules, ^us  ne  faisofn  toiftefoit  qu'indiquer  cette 
notation  à  ceux  qui  Toudraîent  s'occuper  du  ^évelffpr 
pement  de  la  fooctîoa  fl ,  et  nous  contiuneron^à  oqq:- 
sidérer  les  quantités  B^*^  et  C^'^  pour  conserver  l'ana- 
logie des  foriuoles  suirantès  avec  celles  du  Si^cond 
livre. 

Cela  posé  ,  on  pourra  regarder  £  A^*^  cos  ia, 
comme  une  fonctioQ  donnée  des  trois  quantités 
a,  (^  et  tt,  que  nous  supposerons  variables.  Or, 
si  Ton  nomme  z  une  pareille  fonction,  et  que  les 
variables  devenant  simultanément  a-t-au,a'-i~  a'i^, 
et-i-  t^, —  v^,  on  désigne  par  ?,,+,+,  le  coefficient  du 
produit  a'a''  li'u''  {y^ —  v'^,  dans  le  développement 
de  la  foDCtion  résultante  ,  on  sait  qu'on  aura  généi'a- 
lement  : 


tii"  da''  da^ 
^.^■t-..  =   {,.î.3...n,)   (,.2.3.../,)  (1.2.3...;/)' 

On  déterminera  par  cette  formule  les  coefS- 
ciens  des  différens  termes  du  développement  de  la 
foottion  2  éS^  cos  ia.  ;  en  retnpUçàilt  ensnite  u  \  i£, 
t>,  et  t^ffpar  leuirs  valeurs,  on  développera  les  pro- 
duits soceesfiifs  i^u!'(  c', —  v^y  en  séries  ordonnées 
par  rapport  anx  excentricités  des  orbites  et  prolon- 
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gées  jusqu'aux  puissances  de  ces  quantités  auxquelles 
on  voudra  avoir  égard.  Quand  ces  séries  seront  for- 
mées, il  sera  facile  d'obtenir  par  ane  simple  substi- 
tutioD  le  terme  de  R  dépendant  d'un  argument  donné 
et  d'uD  ordre  déterminé  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  évidemment 
aux  quantités  S  B^'  ces  in ,  Z  D*}  cos  iei,  e%  peut  s'é- 
tendre aux  quantités  SB^cosfùt  -f-  3nt  +  at  —  ail), 
IC»  cos  f  (■«  +  4nt  +  4*  —  4n);  il  suffira  de  regar- 
der ces  deux  dernières  comme  contenant  les  varia- 
bles a,  a',  a,  etnt-i-€,et  de  les  développer  comme 
les  précédentes  par  la  formule  de  Taylor  étendue  k 
quatre  variables. 

On  pourra  donc ,  dans  tous  les  cas ,  former,  d'après 
les  principes  précédens ,  le  développement  de  la  fonc- 
tion R ,  étendu  jusqu'à  tel  ordre  de  termes  qu'on 
voudra  considérer^  et  l'on  n'éprouvera  en  général 
d'autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  lon- 
gueur des  calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus 
h  mesure  qu'on  a  égard  à  des  puissances  plus  élevées 
des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

4.  Conûdérons  le  terme  le  plus  général  de  ce  dé-     ' 
veloppement^  que  nous  supposerons  de  cette  forme  : 
m'k  cos  {Cn't  —  int-^  ftf  —  U  — J''a' — fa — 3/"U). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  angles  a,  »', 
et  n,  ne  peuvent  être  introduits  dans  l'expression  de  R 
que  par  la  substitution  des  valeurs  dé  r,  r*,  f,  {/  et  V. 
Or,  par  tes  formules  du  mcntvement  elliptique,  on 
voit  qne  l'angle  ne  + 1  sous  les  signes  sinus  ou  cosi- 
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iras  est  toujours  accompagné  de  Tanglë  —  a  dans  les 
expressions  de  r  et  de  v,  de  même  l'angle  n't  «f*  c'  est 
toajoars  accompagné  de  l'angle  —  a*;  enfin  dans  la 
ïalear  de  V  l'angle  7i'<  ■+-  b(  ■+■  c*  +  «  sera  toujours 
accompagné  de  l'angle  —  aFI.  Cela  posé ,  le  terme 
qui  précède  peut  s'écrire  ainsi  :  * 

m'ftcos  [(/'-/'-/')  (n'i+i')-(/4/+/")  („H-0 
+/'  (»''  +  e'—  «»')  +/(«'  +  É  —  «) 
+/•  ("'*  H-  n(  H-  e'  H-  e  —  ^n)]. 

Les  trois  derniers  angles  qui  entrent  sous  le  signe 
codnus  appartiennent  aux  termes  périodiques  des  va- 
leurs de  r,  r',  f,  1^  et  V.  Or,  si  les  orbites  étaient  cir- 
culaires et  dans  le  même  plan ,  le  coefficient  de  n't 
serait  égal  à  celui  de  nt,  puisque  l'angle  n't — nt-^i' — e 
et  ses  multiples  serait  le  seul  dont  le  cosinus  entrerait 
dans  la  raleor  de  R ,  en  sorte  que  le  coefficient  de  n't 
ne  peut  surpasser  celui  de  nt  ou  en  être  surpassé  que 
par  l'introduction  des  termes  dépendans  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  11  suit  de  là  qu'on  aura 
généralement  entre  les  quantités  i\  i'f/iff/"t  la  i%- 
lalîoa  suivante  : 

?—/'—/'=»+/+/"'  ou.  bien  i*—!—/— /— 2/'=o, 
I,  Cf/f  /',  /",  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou 
oégatiÊ  quel^nques. 

Quant  an  degré  d'élévation  du  coefficient  k,  nous 
remarquerons  que  les  valeurs  elliptiques  de  r,  c,  /,  v*, 
sont  telles,  que  les  coelEciens  des  sinus  ou  cosinus  de 
chaque  multiple  de  l'anomalie  moyenne  nt+e  —  » 
forme  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 

TOHB   I.  3 
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l'excentricité  e ,  et  daos  laquelle  les  exposaos  vont  en 
croissant  successivemeat  de  deux  unités  à  partir  du 
premier  terme ,  qui  a  pour  exposant  le  nombre  même 
qui  multiplie  l'angle  nt-^iOM  l'angle  <».  11  en  «st  de 
même  des  valeurs  de  r^  et  -/  relatÎTemeot  à  l'excen- 
tricité  e'  et  à  Tangle  a'.  Observons  encore  que  la 
quantité  Y  étant  toujours  multipliée  par  X',  le 
coefficient  de  n  dans  le  terme  dépendant  de  l'angle 
v-\-i/ — an,  on  de  ses  multiples,  sera  égal  à  l'ex- 
posant' de  la  puissance  de  X  dont  ce  terme  est  af- 
fecté. Il  suit  de  là  que  dans  les  termes  indépen- 
dans  des  inclibaisons  la  somme  des  coefficiens  des 
an^es  »  et  m',  pris  avec  le  signe  + ,  sera  la  limite 
inférieure  de  la  puissance  des  excentricités  à  laquelle 
s'élève  le  terme  que  l'on  considère  dans  le  dévelop- 
pement de  R,  et  que  dans  la  partie  dépendante  à 
la  fois  des  excentricités  et  -des  iac]inaison&  la  somme 
des  multiples  des  angles  a,  a'  et  TI,  pris  positive- 
ment, indiquera  l'ordre  le  moins  élevé  des  termes 
du  développement  de  R  qui  d^>endent  d'an  argu- 
ment détermioé. 

Ainsi  le  coefficient  k  sera  de  l'ordre  jf +y-f-  a/* 
ou  i' — j",  d'après  la  relation  C — i — f — f — 2j"=Qt 
et  ce  coefficient  se  composera  d'une  ^érie  dont  le  pre- 
mier terme  aura  la  forme  A^e'-''A^>  les  nombres  y, 
/'t  f»  étant  pris  avec  le  sigue  + ,  «t  A  étant  une 
quantité  indépendante  des  excentricités  et  des  iodi- 
naisons;  le  deuxième  terme  de  cette  série-  serait  de 
l'ordre  i'  —  t  -^  a ,  le  troisième  de  l'ordre  t* — i + 4  » 
et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  le  facteur  ctunrnan 
tftl^X*^  ôté,  tous  les  termes  de  la  série  k  ne  renfer- 
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iDeroatque  dfs  puissances  paires  de  e,  é'  et  /.  Ea  ne 
considérant  donc  pannî  les  termes  qui  dépendent  de 
l'angle  i'n't  —  int  que  ceax  qui  sont  de  l'ordre  le 
moins  élevé,  le  terme  général  de  R  sera  de  la 
ibnne 

AeV-''^^  cos  {i'n't  —  int  —fa'  —fa  —  a/V) . 

Les  nombres  f,  f,  f,  sont  supposés  positifs  ;  si  l'un 
d'eux,  f  par  exemple,  était  négatif,  le  terme  précé- 
dent serait  de  l'ordre  V  —  i  +  a/"»^*  somme  des  nom- 
bres f,  f  et  a/",  pris  avec  leurs  signes ,  devant  tou- 
jours étre-égale  à  i'-w  i. 

Les  considérations  pi«cédentes  sont  surtout  utiles 
lorsqu'on  vent  déterminer  à  priori  les  termes  du  d^ 
veloppement  de  R  qui  dépendent  d*un  argument 
donné.  On  voit  que  si  parmi  ces  tenues  le  moins 
élevé  est  de  l'ordre  l,  le  même  firgument  ne  se  re- 
produira plus  que  parmi  les  terme*  de  Tordre  l-^a^ 
ou  de  l'ordre  l-{-^,  etc.;  de  sorte  que  si  /  est  un 
nombre  pair,  tons  les  termes  seront  d'ordre  pair,  et 
ils  seront  d'ordre  impair  dans  le  cas  contraire.  Ce 
résultat  provient  non-seulement  de  la  forme  des  var 
leurs  de  r,  /,  c,  t/,  mais  encore  de  ce  que  la 
fonction  R  doit  é^  indépendante  de  l'origine  des 
Jongilndes. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  l'on  prc^KMait  de  déter- 
miner les  termes  de  R  relatifs  à  l'argument  5n't — an2, 
oa  voit  que  les  moins  élevés  parmi  ces  termes  se- 
raient de  Tordre  5  —  a  ou  du  troisième  ordre ,  les 
suivans  du  cinquième,  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on 
considère  seulement  les  termes  du  troisième  ordre, 
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on  aura  _/^+y*-(-3/^'=ïoj  les  noxahres  f,  /',  f, 
étant  supposés  positifs,  on  pourra  former  six  combi- 
naisons difierentes,  selon  que  deux  ou  un  senl  d'en- 
tre eux  seront  supposés  nuls,  et  les  autres  successive- 
ment égaux  à  I,  3  on  5,  f"  excepté,,  qui  ne  peut 
être  que  nul  ou  égal  à'  i .  Les  termes  dont  il  s'agit 
seront  donc  compris  dans  l'une  des  formes  sui- 
vantes : 

M^e*    cos  (5n't  —  ani  +  S**  —  a«  —  5«), 
M^'Ve'  cos  i^r!t  —  a/iï  +  5^  —  3<  —  ao»  —  a'), 
M*'W'  cos  (5n'(  —  3n(  +  5*'  —  2«  —  a  —  3«')» 
RP'V»    cos  (5n'«  _  an*  -H  5*'  —  as  — 3»'), 
M**>cA'  cos  (5n'f  —  an/  -(-  5*'  —  a»  —  »  —  aO), 
BPVx'cos  {5n'/  —  a/ïi  H-  5<'  —  a<  —  »' — ail). 

Quant  aux  quantités  M^*',  IVP*',  etc. ,  il  sera  &dle 
de  les  déterminer  d'après  ce  qui  a  été  dit  a'  5. 

On  a  souvent  besoin,  dans  ta  théorie  des  pertur- 
bations planétaires,  d'avoir  les  différences  de  R, 
soit  par  rapport  à  r,  soit  par  rapport  à  v ,  soit  enfîa 
par  rapport  à  la  latitude  s.  Four  les  obtenir,  j'observe 
que  la  valeur  elliptique  de  r  pent  se  mettre  sous  la 
forme  r  =  a  (  i  H-  u) ,  en  désignant  par  u  une  fonc- 
tion dépendante  de  rexcentiîcîté  e,  mais  indépen- 
dante de  a.  On  tire  de  là  -r-  =  i  -4-  u:  et  comme  r 
da  '       ' 

est  la  seule  des  variables  r,  v,  /,  t^,  qui  renferme  a, 
on  aura 


dK 


</R  ,      ,      .        dR.   r 
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Qaan t  à  la  différeatielle  partielle  ^,  on  a  t>==n^^£-f-c^ 

ea  désignant  par  c,  une  suite  de  sinus  de  l'anomalie 
yraie  712+' — o  et  de  ses  multiples.  La  partie  pério- 
dique du  rayon  vecteur  est  composée  d'une  suite  de 
cosinus  semblables  ;  on  aura  donc  la  différence  de  R 
par  rapport  à  f ,  en  différentiant  la  valeur  de  cette 
fonction  par  rapport  à  l'angle  t,  ea  tant  qu'il  n'est 
pas  aax>mpagné  de  Tangle  a> ,  c'est-à-dire  qu'on 
aura 

dK  dR 

pourrn  qu'en  prenant  cette  dernière  différence 
on  ait  soin  de  considérer  comme  constans  les  an- 
gles c  —  »  qui  sont  introduits  dans  R ,  soit  par  le 
rajon  vecteur  r,  soit  par  la  partie  périodique  de  la 
longitude  v,  et  qui ,  par  cette  raison,  ne  doivent 
pas  varier;  c'est-à-dire  qu'on  aura  généralement, 

en  faisant  tout  varier  et  observant  que  =j:  =  x  » 

dR dR.    .   «ffl 

di>         rtdt     '    dl»  ' 

Enfin ,  pour  avoir  la  différence  de  la  fonction  que 
nOQS  avons  désignée  par  R,  par  rapport  à  s,  j'observe 
que  s  étant  la  latitude  de  m  an-dessus  dn  plan  auquel 
on  rapporte  son  mouvement,  si  l'on  nomme  9  l'in- 
(Jinaison  de  l'orbite  sur  ce   plan   6xe,  on  aura 
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j=sm9sm(f  —  n),  et  par  conséquent 

on  oR  /  ■-i\ 

^  =  j5-sm(,.-n). 

En  désignant  d'ailleurs  par^nnclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  m%  on  a»  n**  a» 

cos  3*  =  cbs  (p  ces  fp'  +  sin  ip  sin  (p'  cos  (n'  —  II). 

Si  l'on  différentie  cette  expression  par  rapport  à  ^  et 
h  (Pf  que  dans  la  difiërentielle  on  fasse  ^ssoi,  ^'=  y 
etn'zstl,  ce  qui  suppose  que  l'oa  prend,  comme 
nous  le  faisons  ^  pour  plan  fixe  le  plan  de  l'orbite  pri- 
mitire  de  m>  on  aura  dy:= —  dip,  et  par  consé- 
quent, 


dt  sin  (y  —  n)  "  dy' 

Si  m  était  en  mouvement  sur  le  plan  même  de  l'or- 
bite de  m%  on  aurait  s:=àay  sin (v -> n),  et  par 
oooséqaent,      - 

M  .       rfR 

^-  =  -sinj.^. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  A  :^asin|^, 
ce  qui  donne  dA  =  cos  {  ydy ,  et  par  suite 
M sin^   dK 

'  dl   A         dX" 

Les  valeurs  de  j- ,  3- .  -3- ,  formeront  ainsi  des  sé- 
dr'  dv  ^   as* 

ries  composées  de  termes  semblables  à  ceux  du  dé- 
veloppement de  R  dont  ils  dérivent. 
Enfin  I  au  moyen  de  l'équation 
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lorsqae  le  développement  de  la  fonction  R  sera  ef- 
fectué, on  pourra  en  déduire,  par  de  simples  ditTé- 
rentiations ,  la  valeur  de  la  fonction  R,  qui  est  celle 
qu'il  £>adra  substituer  dans  les  formules  du  u"  44 
du  second  livre. 

Far  le  n*  8i  dn  second  livre,  on  a 


ds         Bin  (f  —  TJ)  '  dq' 
Si  Ton  substitue  pour  j-  sa  valeur  tirée  de  l'équa- 
tion précédente,  on  retrouvera  la  valeur  de  -^  i  la- 
quelle nous  venons  de  parvenir  d'une  manière  dif- 
férente. 

On  peut)  pour  fixer  les  idées ,  supposer  que  R  est 
la  valeur  de  i&  fonction  perturbatrice  lorsqu'ou  re- 
garde comme  immobile  le  plan  de  l'orbite  de  m,  et 
Kla  valeur  complète  de  cette  fonction,  en  ayant  égard 
aux  variations  de  ce  plan.  Or  on  voit  que  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  R  relatives  au  grand 
axe  o ,  à  l'excentricité  e ,  à  la  longitude  a  du  périhélie 
de  l'orbite  de  m,  et  à  la  longitude  e  de  l'époque,  sont 
égales anxdifférencescorrespondantesdeRjanx  quan- 
tités près  du  second  ordre  par  rapport  aux  forces 
perturbatrices,  alors  qu'on  prend  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  l'orbite  de  m  à  une  époque  donnée;  en  sorte 
que  dans  les  formules  qui  déterminent  les  variations 
de  ce6  élémens  On  peut  substituer  R  à  la  place  de  R  , 
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puisque  nous  négligeons  ici  les  quantités  dépendantes 

du  carré  des  masses. 

11  n'en  est  pas  de  même  relatÏTement  aux  Tariations 
des  quantités  qui  déterminent  la  position  du  plan  de 
l'orbite,  et  la  valeur  de  R  donnera 

5^  =  -tang  -A^+.-i^^ 

àK  I       dR 

T-  =  —    cos    -  >  T-. 
dq  a   '  d»L 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (9) 
et  (10)  do  n"  44  <^"  livre  deuxième ,  en  observant  que 


*  =  -: 


z-XÈ+'M^+m 


En  joignantauxformules(i),(a),(5),(4)»  (S),  du 
n"  44  >  ^^^  II,  les  deux  précédentes,  on  aura  par  la 
simple  diffé^ntiation  des  différens  termes  du  déve- 
loppement de  R ,  prise  par  rapport  aux  élémens  de 
l'orbite  de  m,  les  inégalités  correspondantes  de  cha- 
cun de  ces  élémens  ;  ce  qui  facilite  extrêmement  le  cal- 
cul de  leurs  variation!). 

5  .Après  ces  considérations  générales  sur  la  réduction 
de  la  fonction  A  en  série,  nous  allons  nous  occuper  de 
détermioer  l'expression  analytique  des  différens  ter- 
mes de  ce  développement.  Nous  avons  donné  dans  le 
n°  Srdu  second  livre,  les  termes  qui  dépendent  de 
la  première  et  de  la  seconde  puissance  des  exceatri- 
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cités  ;  mais  comme  noas  avons  omis  de  comprendre, 
parmi  ces  derniers  les  termes  dqwndans  des  incli- 
naisODs ,  poor  rendre  notre  travail  complet ,  noos  re- 
prendrons ici  ce  développement  à  partir  des  termes 
da second  ordre»  et  nous  le  pousserons  eusaite  jnS' 
qu'aux  termes  dn  sixième  ordre  par  rapport  aux  ex- 
centrîâtés  et  anx  inclinaisons.  Il  est  peu  probaUe 
qo'il  se  rencontre  des  cas  où  l'on  soit  obligé  de  porter 
plus  loin  les  approximations;  an  reste  ^  on  y  par- 
viendrait sans  difficulté  d'après  les  mêmes  principes. 

Les  Mémoires  de  llnstitat  pour  1808  contiennent 
un  travail  de  Barckhardt  sur  le  même  sujet;  mais  des 
erreurs  considérables  s'étaient  glissées  dans  ses  résul- 
tats ;  nous  nous  sommes  attaché  à  les  faire  dispa- 
raître ;  nous  avons  vérifié  avec  soin  les  termes  que  cet 
astronome  avait  calculés,  et  nous  leur  avons  ajouté 
les  termes  dépendans  des  inclinaisons  qu'il  avait  omis. 
L'introdoction  dans  nos  formules  du  sinus  de  la  moi- 
tié de  rinclinaison  mutuelle  des  orbites  au  lieu  de  la 
tangente  des  inclinaisons  employée  jusqu'ici ,  rend  le 
calcul  de  ces  derniers  termes  aussi  facile  et  aussi  sy- 
métrique que  celui  des  termes  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités. 

Enfin  M.  Binet  a  bien  voulu  me  communiquer 
dernièrement  le  mannscrit  de  ses  recherches  sar  le 
même  objet,  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  en 
181 3,  et  dont  j'ai  parlé  n"  ^  du  second  livre.  Cet 
immense  travail  contient  la  préparation  de  toutes  les 
quantités  nécessaires  an  développement  de  la  fonc- 
tion R  jusqu'aux  tirmes  du  septième  ordre  ;  il  a  servi 
à  vérifier  de  nouveau  quelques-uns  de  mes  résultats» 
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et  m'a  mis  k  raème  d'offiir  avec  qœlqae  confiance 
aux  géomètres  le  travail  le  pins  étendu,  et,  je  l'espère, 
le  pins  correct  qni  ait  encore  été  publié  sur  ce  sojet. 

DÉVELOPPEMEUI  de  LI  FOUCTIOM  PBBTITBBATaiCB  EU  SÉRIE 
OHDOBNÉE  PAR  HÂPPOBT  AUX  POISSABCES  lSCE^DA^(TBS 
DES   EXCEBTalCITÉS   ET    DBS  INCUHAISOBS. 

Termes  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  élevé  parmi 
ceux  qui  dépendent  du  même  argument. 

Tatneê  du  Mecond  ordre. 
6.  Soit  : 

R  =  Mf).o>.co«ti(B'i  — m +  t'— .)  +  «'  +  »•  — »•] 

■     +ftPO,e«'.co«ti(n'*  — nï  +  i'— •)  +  «J«+9«— •— i/] 

+  M<'>.«''.co«[i(n'ï  — nt  +  i'  — «J  +  Ml  +  M— aïOi 

on  aura 

Nous  laissons  subsister  dans  ces  formules  les  puis- 
sances des  quantités  i  —  i  et  i  —  a ,  sans  les  dévelop- 
per, pour  la  commodité  des  calculs  namériques  et  la 
facilité  des  vérifications. 

Les  différences  de  la  fonction  A^^  ainà  que  celles 
de  la  fonction  W*  relatives  i  a'  ont  été  converties  en 
ditTérences  relatives  à  a,  au  moyen  des  formules  da 
n*  5a  du  livre  second,  formules  qu'on  peut  prolon- 
ger aussi  loin  qu'on  le  voudra,  et  qu'on  peut  étendre 
à  la  fonction  C>. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  17 

Soh: 

R  =N<*'>.  A',  cos  [i  («'<—«£+ ^— ()+ ara( +ae— an] , 

oaatira 

FoDF  ne  pas  compliquer  les  formules ,  nous  avons 
ici ,  comme  dans  ce  qui  va  saivre,  écrit  séparément 
les  termes  d^ndans  des  ÎDclinaisoas  ;  ils  doivent  évi- 
demment être  réunis  anx  termes  dn  même  ordre  dé- 
pendans  des  excentricités. 

Les  moyens  de  vérification  pour  des  calculs  aussi 
compliqués  que  ceux  dont  dépendent  en  général  les 
cpiantitës  M'**,  M*'*,  IVP*',  sont  précieux.  Nous  allons 
en  indiquer  plusieurs. 

La  fonction  pertorliatrice ,  lorsqu'on  ne  considère 
que  la  partie  dépendante  de  la  distance  mutuelle  de 
m  à  m',  étant  symétrique  par  rapport  aux  coordon- 
nées de  la  planète  trouhlée  et  de  la  planète  perturba- 
trice ,  il  en  résulte  que  sa  valeur  ne  variera  pas  si 
l'on  y  change  ce  qui  est  relati  f  i  m  en  ce  qui  est  rela- 
tif à  m',  et  réciproquement;  d'oii  l'on  peut  conclure 
que  si  dans  la  valeur  précédente  de  M^*'  on  chaoge  a 
en  a'f  et  t  en  —  1  +  2 ,  et  les  différences  de  A^'^  prises 
par  rapport  à  a  en  différences  relatives  à  a',  la  valeur 
résultante  sera  égale  à  Af  ^.  Comme  les  quantités  M^*', 
M^^  ont  été  calculées  séparément.^  il  sera  facile  de  vé- 
rîfierde  cette  manière  leur  exactitude,  et  l'on  verra 
qu'onpeut  étendre  une  vérification  semblable  aux 
différeus  termes  de  la  fonction  R,  quel  que  soit  leur 
ordre. 
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Un  second  moyen  de  vérification  rësolte  de  la  re- 
nurqne  qn'a  faite  Borckhardt,  que  si  l'on  compare  par 
Toie  de  sonstraction  les  coefficiens  de  A^'^  et  de  ses 
différences  successives  dans  M^*^  M^'^,  M^*),  et  les 
quantités  semblables  relatives  anx  cubes  et  aux  puis- 
sances supérieures  des  excentricités^  on  arrive  en 
général  à  des  diffëreoces  constantes.  Ainsi,  dans  les 
termes  du  second  ordre ,  les  secondes  différences  des 

coefficieus  de  A^'^  et  de  -^-  sont  égales  k  3*;  dans 
ceux  du  troisième  ordre,  les  troisièmes  différences  de 
ces  coefficiens  sont  égales  à  S'  ;  dans  les  termes  du 
quatrième  ordre^lesqnatrîèmes  différences  sont  égales 
à  4*;  dans  ceux  dti  cîuquième  ordre,  les  cinquièmes 
différences  sont  égales  à  5*^,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  dans  les  termes  précédens,  les  coef- 
ficiens de  A^^  sont  : 


Pour  ItfW    4i«  —  5t 

Pour  MW    4('  4-  ai  "t  '■  .    /  ■ 

Pour  MW    4j«  -I-  9, -I-  4  *^"  7'  -r  4 


Pour  M'  4f  ..  2 
Pour  Mt'>  4i  +  a 
Pour  MW  4i  H-  6 


trui  s  quantités. 
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Usera  fiidle»  si  on  le  joge  convenalde,  de  déve- 
lopper^ par  rapport  aux  paîssaaces  de  ip  les  valeurs 
de  Kf"',  M^'\  M^;  pour  vérifier  les  expressions  ré- 
sultantes, il  ne  faudra  plus  alors  comparer  ensemble 
les  coefiîciens  appartenant  à  la  même  différence  de  Â^, 
mais  bien  ceux  qui  sont  relati&  an  même  angle  pé- 
riodique. Noos  ne  nous  arrêterons  pas  à  exposer  ce 
calcul  qni  n'offre  aucune  difficulté. 

Termes  du  troùâme  ordre. 
7.  Soit  : 

R  =  MW.«»  .  toi  [ÎK*  —  n(  +  .'  —  ,)  +  Sut  +  3i  -  3«] 
4-  M<').«»«'.  COI  P(ii'(  —  «  +  .'  —  1)  +  Sut  +  3.  — w.—  •"] 
+  M<*>.«b'».co«  IHnrt  —  IU  +  /  ^  ti  +  lat  +  it  —  m  —  MiJ 
+  M(»).<Ki  .CM  t'K*  —  M  +  /  —  t)-h3nt  +  3t  — î^. 

On  aura 

(8P 


r      ^8P  — 3M<-t-i6i)A<<) 


„.       _       d>AW  ,      ..PAO 

(6'-6)--aï;-+»'T;^., 
[8y_,)»_fl(i_,)._5(i-,)]A('-') 

+  [6(1  — i)  +  i]a«_^l — 4.fl>_2-j — ; 
[«(«-jJï  +  iaCi-aj'+SCi-aHAC-O   J 

+  [a(i-a)-h8]a-      ^.      +«'      ^,      ,   J 

[8(t-3)»  +  4a((-3)'+65(i-3)  +  a7jAC^  - 
■+  [.,(i-3).  +  5.(i-3)  +  50«.'i^'  I 
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Od  peut  Térifîer  ces  Taleors  par  les  moyens  exposes 
dans  le  numéro  prêchent.  La  troisième  différence  des 
coe£Bciens  de  A'"  est  37  ou  5*,  la  deuxième  différence 
des  coeiEdens  de  -j-  de  même  37,  la  première  diffé- 
rence des  coeffidens  de  —rr-  *  est  7  • 

Soit 

R  =  MWrt'  COI  \i{n't  —  B(  +  /  _  ,)  +  3n(  —  •  —  ïH], 
+  HtOex'tcoi  [!(«'(  ~  nt-^i  —  i^-^^M—  •'—  ail]. 

On  aura 


m'oo'  r  _,.    ,  .      dBt*— n 


On  pourrait  déduire  sans  aucun  calcul  les  termes 
dépendans  des  incliaaîsons  de  ceux  qui  dépendent 
simplement  des  excentricités,  par  les  considérations 
suivantes.  Soient 

^  S  AWcos  [*'(«'(+  g')  —  ï(n«4-e)] 

iSA»cûs[(i+0(n'«+O~C'— i)(n«  +  0]» 
deux  fonctions  qu'il  s'agit  de  développer  en  y  làlsant 
varier  les  quantités  a,  cl,  nt  et  n'f,  conformément  à 
ce  qui  a  été  dit  n*  3.  Si  le  développement  de  la  pre- 
mière est  effectué,  ou  en  déduira  immédiatement 
celui  de  la  seconde ,  en  y  changeant  i"  en  1 4-  i ,  et  i 
en  ii —  i;  mais  si  après  avoir  développé  la  première 
fonction  on  y  suppose  f  =  i,  et  que  dans  le  dévelop- 
pement de  la  seconde  on  se  borne  à  considérer  les 
termes  dépendans  des  argumens  qui  se  forment  par 
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voie  d'addition,  comme  ces  termes  rÀoltent  néce^ 
saïrement  d'un  des  trois  facteurs  snivaDs^ 

sia  (ft  H-  Z)2A«>cos/),  ces  (^  + /)ï  A™cos;), 
sm(Ji-\-l) Sî^^'A*" sio p,  où  l'on  fait ,  pour  abré- 
ger, p  =  fnft — int  +  l'e' —  m,  et  qu'en  n'ayant  égard 
qu'à  ces  termes,  on  a 

sin  (^4-0-2  A"co8p  =  i2A«sin(p+/z  +  0 

sin(/H-O.I*^*A«%in/K=^2i»*-*-'AtOcoa(p4:/iH-0- 

n  est  évident,  en  comparant  ces  relayons  à  celles 
qni  leur  sont  analogues  dans  le  n'  5 ,  qu'on  aura 
le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  déreloppe- 
nieut  de  la  fonction  ÎS.A'O  «>s[(i+i  )  (n't-^s') 
—  (i —  i')(niH-e)],en  divisant  par  deux  le  coeffi- 
cient du  terme  correspondant  du  développement  de 
la  fonction  jï.A''' ces  [!''(«'(  +  «')  —  iCn^  +  s)], 
dans  laquelle  on  suppose  i'^i,  après  y  avoir  fait  les 
substitutions  indiquées  plus  haut. 

Cela  posé,  la  fonction R',  n*  3,  en  ne  considérant 
que  les  termes  dont  nous  noos  occapons  en  ce  mo- 
ment, devient 

+^  t.-S.aa'Bi''  CM  C{i  +1)  (n'i  + .')  -  Ji  -  .)  (ni  +  .)  -  an] 

+  ^x-I.«'<.-C<'><:o.[[i  +  i)(«'«+0-(i-a)(B(  +  .)-4n]. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction 

—2,A^cùsi{n't  —  nt-h*' — *)>  on  désigne  donc 
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par  r  le  coefficient  de  lit  pour  le  distingoer  da  coef- 
fiàent  de  nlf  ea  multipliant  cliacua  des  tennes  de 
cette  série  par  5  V,  et  en  y  changeant  S  en  t  -f-  1 , 
î  en  t  —  I ,  et  A^  en  <m'  W*,  on  anra  le  terme  corres- 
pondant de  la  fonction  -g-  X*  S  aa*^  cos  [  (  1  +  1  ) 

(«'/  +  «')—(  i-^  1  )  (ni-f*«)]»  et  en  mnltipliant 
ces  mêmes  termes  par  ^s  ^S  et  en  y  changeant  T  en 
1+2,  i  en  i — a  et  A*"  en  a'a'^Cf-^,  on  aura  le 
terme  correspondant  du  développement  de  la  fonc- 
tion ^  .  m'M2a'a"O0cos[(i  H-  a)  {n't  +  e') 
-{i-a)Cn/H-0]. 

On  peut  observer  que  ce  résultat  subsistera  encore 
même  après  qu'on  anra  converti,  comme  on  le  fait 
ordinairement,  les  difierences partielles  de  A^*^  rela- 
tives à  a*  en  difierences  partielles  relatives  à  u;  ce 
qui  tient  à  ce  que  les  fonctions  aa'  ^^,  a*d*  C^*^,  sont 
comme  A'^''  des  fonctions  homogènes  en  a  et  a'  de 
l'ordre  —  i . 

Cette  remarque  facilitera  beaucoup  la  détermina- 
tion des  termes  de  la  fonction  pertuH!>atrice  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  ;  mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu'elle  ne  s'applique  qu'aux 
termes  dépendans  des  argumens  formés  par  voie 
d'addition,  et  qu'elle  ne  saurait  s'étendre  aux  autres 
termes. 
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Termes   du   gaatriime   ordre, 
8.  Soit 

H  =  MWet     CM  [<(»'i  —  »(  +  •'  —  .)  +.4n(,+  4,  —  4,] 
+  M('>B»«'  cm  [i  (n't  —  nl  +  i'—  i)  +  4iiï  +  ii_3«_^ 
+  WW«»e''coi(:<(V(  —  ««  +  *'  —  t)  -h  iM  +  it  —  aa  —WJ 
+  WO)*^)   co.  [i(ii'(  —  n(  +  /  —  ,)  +  4/,(  +  4,  _    ,  _3.'] 
M-MCJ*-*     .CM  [.(B't  _«  +  .'_  .)  +  4nt  +  4,  _  4V], 

OQ  aura 

^    \+U.(i-.)>-6<i(i-,|._„(,_,)  +  ,8],éip     I 

'"■*=-S-UwCi-.)-..(.-.)-s].-î^  I 

+  [J.(.-M)'+48(i-a)._,(,|_,)_„j^iiM      1 
u/,1 j^  "*    /  aa  I 

""-+8î-UM(i_^,.+  se(l-.)  +  .3..i^  > 

,     D.li(.-3)M.84(i_3).+,3«i_3).+S4(,-3)]Al^», 
__     j+P>(l-3)'+l56(i-3).+,,«(i_3)+,S]ai 
"■^-^  ■  j+M._31.+  g3(i-3)+  8,]..  £^ 

U[e(,-.3)+ ■Si,.Ë^>  +  ,,iAM, 


M(«)= 


/    W-4)'+i5*-«'-M9S(i-«'+64«(i-«+.S6]A(i-0 

^_    l+B"(i-4)--M64('-«-+«S"(M)+568].i^'  j 

'■54J-H=4(.-4)-+.5c(i-«+:«8]a.î^  > 

'+[»«-4)+^a.^:4l:i'+.i£iîii>'.        I 

ToMK  m.  5 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 
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La  première  cliffér«nce4BScoeffieinia  de  a*  j-^  est 


est  H- 68*  1k  ^isiime  des  eoefficiens  de  a  v- Mt  4*356, 
et  U  quatrième  des  coefficiens  de  A  est  de  même  -t-a56. 
Soit 

R  =  NWb'h-  coi  [£(«/(  —  lit  +  /  —  ,1  +  toi  +  4,  _  a.  —  an] 
+  NC')m!'A'coi  lUnft  »  nt  -^  ^  —  t)  -(.  4n(  -f-  ft  —  •— «'— iRI 
+  KC')e''*' co«  [i(n'i  — fit  +  i".—  .)  +  4«(  +  j.  —  a-'  —  an], 

on  aura 


} 

Soit  enfin 

R  =  H(9.\*.CM  C'  (»'«  —  »(  +1*—  .)  +  4(11  +  4,  —  411], 

OD  aura 


HW  = 


HWsi^l^i-.CC'-). 


i>8 

Termes  Ai  einguihne  ordre, 
9.  Soit 

R  =  M(»)««  caMTl(rft  —  «  +  «-  —  ,)  4.  &,(  +  5,'  _  5,] 
+  M<OeV  eoitin'l  ~~nt-h/~ù+Snt  +  6t  —  im- 
■+■  MWaVcoi[i(n't  _  ni  +  /  —  •)  +  Snt  +  Sa  —  3« — 
+  M(')e'«"««[i(n'(  —  nt  -f.  /  _  ,)  +  fctl  +  6.  —  a»- 
+  M(tW«  coa  [i(«'l  —  nt  +  «*  —  *+5iil  +  5i  —  •  - 
+  MCV»    CM  [ifn'ï  —  w  +  /  _  ,)  +  5n<  +  5.  —  S^], 

Hi  aur» 

yat*  —  4w>i*+ iMoi»  —  33fi«' +  ii94i]AO 


/  +  IW  —  54o.'+ 10401  -  5oo]  s»  - 
Vc«oi'-i7«(  +.50]-.  ^î^ 


<UO 
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I    fc(l-^-„»(i_,)iw.446(._,).l 

2  +  ^  •"'"•" 


^( 


I    SVi-.)'-W-'>)'-a41l->)'l 
l+ii«i-.)M-io4(i-«)  / 


A(»-) 


■l'I  ■■ay-i  J 

'm  /+cNi-»)'+«i'-.)— ^w-^ii-m-î^ 

i-=i,(,-ï--,i5«-3)                    f^' 
I      W-3)i+34«,-3)"+3o5(i-3)-l    <MC-il  ] 
■)-■,«(-» -iKl  J" • 

Mm=+§7  /+P<^(-3)'  +  3a4(i-3)«-f-3<n(i-3}-3]fl. 


'55  ( 


l+[*>(l-3)'+i3<<i_3)+8i], 


.  <i>A('->> 


t+i>ga(i  — 4)'+6ia[.-4)  / 

/+[8(Ki-4)»-f«i>«*-4)'+i448(i-4H-.oifl«'  ^ 


Il  T-  »"aj  '    ■ — ■—   ■- 

V+[io(i— 4J  +  ««]«*  ->'•"-" 
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<        3»C»— 5)'+  48o(i-5)'-M3(a(i— 5)»l  .„ 
i+7<.55{i-«"+8i3«i-5)  -h3i»5  ( 

î         8o(i  -5)H-io8oC'-S)'+5»55<'-5)'  (  „  «m'-')  J 
"  i+io8*)(i-5)  +;845  f       do      I 

/+  C4o(*-5)'+33o(i-5)  +  670]  a>  — 5JÏ— 
1  d'AV-'i  d'At*-*) 

rf'At'"*) 
La  première  dîfiëreiice  des  coelHcieas  de  a*  —j^- 

-est iSjladenxièniedescoeflîciensdea'^  est  137; 
la  troisième  des  coefficîens  de  a*  ^-7  est  S^,  la  qua- 
trième des  coefficîens  de  a  -y-  est  5i35^  la  cinquième 
des  coefficîens  de  A  est  5 1  ^. 
Soit 

R=îi<»>«>x«    CM  [i  (»'(  —  m  +  •'—  •)  +  5n(  +  5i  — 3»  — *n] 
+  PJC'Je'c'x'  co»  [i  («'(  —  n(  +  t"—  •)  +  Snt  +  5t  -  »•  —  W—  alT] 
+  ÏjWee'"x'  CM  [i  (»'(  _  ni  +  ^—  .)  +  5«(  +  5»  —   •  — aW—  aO] 
-f-HP)«'>*'   co«[t(n't  —  »(  +  /—•)  +  5n(  +  5.  —  3«'— aiq, 

on  aura 

[8(i-i}'-4M'-0'+59(i-i)-i5]BC'-')  N 
ABC-.)  ^    .  d'B<'-)  I 


+  [6(1-0 -g]»'- 

[8(i-a)»-»(i-a)'—    8  (.->)  + ta]  BC-) 
ifB(<-') 


[  8  (i  -  î)i  +  38  (i  -  3)> + 33  (<  -  3)  + 19]  BC-») 
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[  8(i-4J'+78{i-4}M-»48(i-4)+aft]B(i-i>  j 

+  [oC*  — 4J +  '€!''• -jj; — Ka'— ^^,    ■        y 


Rî=M<4>«»t  coi[i"Cii't  — nu-.'  — ,}+5i.I  +  5t  — •— 4n] 
+  HtWx^  CM  [i  [»'(  —  «  4- /  — ,)  +  5nt  +  6.  —  •'— 411]  , 


Temie<  du  aixihne  ordre. 
10.  Smt 

R=  MC-ïe"    CM  [<(n'»  —  n<  +  •'  —  •)  +  6nt  +  6t  -  6.] 

-t-  MWe'B'  CM  rrX(  —  «  +  •'  —  .)  +  fin( +6.  —  5«—  ■'J 
+  M<')eV"cM  [!(«'»  —  ni +  1'  —  ,)-t6nl  + 61  —  4»  —  »0 
+  tt(')t>û"cM  [Hn't  —  n(  +  .'  —  1)  -t-  6n(  +  6t  —  3.  —  V} 
+  M(0<!"e'*coi  iiifft  —  n(  +  /_,)  + 6n*  +  6f  —  *.  —  4VJ 
+  Mmee*»  CM  t'K'  —  «(  +  /—  1)  + «ni +  6t—    •  —  5-^ 


{. 


{6ii«  —  I  w»>  +  »SGatl  -  VjgaSi*  I  . 
4«53ei>—  193511)  / 

(I9»J«  —  itHoii  -n  5j8oii  —  3789™»  1 


(+363»4i  -  -7,6> 
^,      1+  (»4oi<  —  a7S(M>+  lojiS»—  i58iw  + 

(  _.  /       ■         a   »    ■  ^A(i)  .     ,  <f*A(0 
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IHÉOKIE  iXALÏtlQHE 

t      »4(i_,)._  :«:i-.)'+3,8«(i-.l'] 

1-5b3o{»— i)«+ioa8{i-i)'+ai9((»~i)  ( 
l  .   (      is^i-ij'-.ifcli-ij'-MMi*!-!)"  1  .  ""»-■'  I 
IT  i_3a9o(i-.).-i83«(i-i)  +1150  / 

(  ,«i_,).-.6<»(i-,)'+i„s(i-.)-i   £A(|::2l 


.So(i-,)  +  50] 


(       <i«(»-.)'-S56(l-.)'+..li(i-.)<  1,„„, 
1+   Si  (!-.)■- 7ii(l-i)--»>4(i-.)    J 

;    ii»it-»i'-Mo(i-»i'-»i«i-j|'  lj'""-ij 

^  1+1910  (■-«)'+i9a(l-9)-64o]  f       <■ 

,  f    Mo(i-")'-44«i-«)'-9iS('-")'l„t4!!:2f 

'"1+ «8(1-4) +3»  /       à 

^   \-..rT(îo(i_i;»-iao(i-3)'-38o(i-ï)+8o],»»^ 

f+[«o(i-.)--  S(i-.)-asi'2!^' 

\+[ij(l-i)+    ']-'     j-i-   +«*     J-.     . 


<H(»-5)H-   !1»(I^)'-B><I-3)M.„_„ 

.  B(o((>-3|'+  Mo(i-i)-Hos(i-î)  P 

(      i9>((-3)"+  4»oJ-î)'-»oi(i-î)'  î  .■"''-' 

+l_,!o(.-3)-+  »64(i-3)  +701  ;        rf. 

?      a4oCi-3)4+  55o(.-3)i~345(i~3J')   .d^Al 

+1— i35o(i— 3)  —  m5  .    i        ^ 


■So4'' 


,+ [t6o(i--S)»+  4Bo{i-3)N-ioo{f-S>-^  î"  '"^^T 

+  t  6.(i-3jH- 150(1-3)  +  4"]  •'  '"K."" 
I     ,     .    «       «   ,</'Atr-y  .    ,Jwi-')     , 
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i+«7i(i-«'— î«rf.-H)'-l««o('-i)  J 

(      .<CT(i-41«-na»|i-4)'-Hi3<i-«M     JA<i-0  I 

1  .4°('-«M-i88»(i-4)i-l-4(85(i-i)'l     JA(i-«ll 
■^i+33o.<l-<)  -  •»»  /     ~^' 

l+[  6,<i-4).+ jo5<i-4)  +  344]  ».  iiitï 


r      «(i-5).+  9».y-5)'+ s<»(.-s;'i  .„ 

IjJ  i9a(i-5J'+»7M>;i-5)*+l43oc.;i--S;»l  JAff-^ 
l"n+357io{i-5)'+34684(i-S;+i097o  /•'"dT 
I     (        ï4o(.-5)M-  3o4°('"-S)'+'ÏS7S('-5)'l.j;*t5( 


-{... 


i-h  5oi83(.-6J>+ii7aï3(i-<:)>  ÎA(i-») 

iga(i-G)iW.3a4o;i-6)*+JS)3oo[i-6)'l     JAff-^   J 
.no3to(<-fi)«+i94g64(<-«)+.^5e     i"     d^       I 

K  7467o{.-6j +:5»4o  r~3 

J+[i6o[.-6J»+j,8o(.-Sj.+io66o(.-Q+i»3»<»]'>'^*'~^' 
l-H  6o(''-«H-  6i5<.-«5  +  i56o]  a'  ""^^^ 

La  premi^  différepce  de«  çoefficiens  âe  a'  ^^  est 
164»  I9  s<!Qon<le  des  coefficiens  de  a*^  est  204    la 
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'troisième  des  ooeffîciens  de  a' g^  est  iqSG,  la  qua- 
trième des  coeffiâoDsdea'^^  est  13793,  la  cinquième 


coefBcieiu  de  A  est  46656. 
Soit 

R  =  HW»*fc*    CM  ptn'i  —  «!  +  ■'—  tJ  +  6nt  +  6.— 4«  — an] 
+  HOleVx'co*  [i{n'(  —  fit  +  . '—  t) +6"*  +  <"  —  3"—  •'—»"] 
+  MOeV-x-co»  [i  (n'i  —  «  +  ^—  i)  +  6itt  +  6t  —  «-  — W—  air) 
+  M(')«"fc»co»  tiKl  —  n(  +  ^—  ij+em  +  et—  .—a.'— an] 
+  H<W*fc»  coi  [((n'(  —  n(  +  .'—  .)  +  6<i«+6i— 4-'— an]. 


!(      ,<i(i_,).-,5a(f_i)--M,S(i-.)'l. 
(-SaXi-O+.aS  J" 

+  [îa(.-i)'-a,(r(i-.)-+  4i£(.-i)-a«.]  »  ^^ 
+  la4;.-.)-."«-.)+s.]-i^ 

t      .6(i-.).-  5a(i-.).-  S<,-a).  1 
(+reJ(i-a) -iJo  ;"     ' 

„.  )+[3>(i-a)>-<l.(i-a).-a8c(.-a)*4Sê]  .^^^ 
Ka4(i-a)— Bs(/-a)  +  «)  a-  i^^^ 

!l      ,li<i_3)H-48!i-î)'-37('-î)-U»_,, 
l-,«o(i-3)+i9S  ("^' 

+  [3a;l-3)'+sS('-S)'-W-3)+>4]"^2 
+  W(i-îl-+Mi-3)].-^^ 
+  [.(.-5,+,.i..ig:ï+.,*g2:. 
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(     ,6;i_4J<4.M8(i. 
t+>4o(.-4)  -384 


-4j*4.i48(,-4)>+4.e(î-4)M  gp_,j 


1+  pa(<-4)'+»5i;i-4;'+  53a(<-4)-f-4*']  "  -57- 


ÏB<<-') 


i6,ï-6)4+  î48(i-5)i+i4ii{i-5)»| 
+  34Bo(i-5J  -f3ii5 
+[39(i— 5]  »+ 4o8(i-5)'+i  7  iX*— 5)  +  »36o]  «  ^*^'' ' 

|-K»4(i— SJM-  aaa(t— S)  +  5io]  a'  ''j''."- 
Soit  enSn  . 

R  ssTtOi'k.*  CD*  t'K'  —  nt  -»•  ■'—  •)  •*■  4nt  +  4(  — M  — 411] 

-f-»m«^x»TOi  [.(rfi  — «  +  .'—  ^  +  4im.4.  — •  — .'_4iy 

-M((7)e'>x4  co.  l<(<.'(  —  «  +  ^_  ,)  +  4i,(  +  4,_a.'— 411], 


C,,._«+=,jc<..H-H,-,«.iefi«.^JS=2} 


j~-{c4(/-')^i4(i'-0-  »]C(^7'H-H('-»H  6i«: 


dCO-^'K    .d'CO-'>\. 
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Ternies  dépendons  du  carré  et  des  puissances  supé- 
rieures des  egcceturicités  et  des  mclinaisons,  qui 
peuvent  être  ramenés  à  la  même  forme  que  les 
termes  dindons  des  puissances  d'un  ordre  moins 
élevé  de  ces  deox  élémena. 

Te^trtet  Un  duKX&me  ordrt  qui  ont  m/me  argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricitis. 

II.  Soit 

R  =  MW  CM  [i  (jCl  —  ni  +  i*  —  .)  +  «'  —  •] 
+  MW  CM  [t  (n'r  -  nt  +  ,'  -  ,)] , 

on  aura,  n*  8i,  livre  II, 

i  pouvant  prendre ,  comme  dans  les  formules  précé- 
dentes, tontes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives, y  compris  zéro. 

Termt*  du  trois&ma-»dre^i  tau  mém«  argument  quç  c«tK 
du  premier  ordre. 
la.  Soit 

R  =  Vm  CM  [i{n't  —  !,(  +.■  —  ■)  +  nt  +  <  +  •'  —  »•] 
+  Mf)  co»  lUn'l  _  n(  -i-  ,'  —  i)  +  ni  +  «  —  •] 
+  MW  CM  [i(Vt  —  «  -c  /  —  i)  +  ni  +  I  —  -'] 
+  MM  CM  iHn-t  -  «t  +■'—.)  +  ni  +  .  —  !»•'  +  »] , 

on  aura 

-[_8{t  +  .)»+i4(i+.)'-5(i+i)]Aa+-)j 


>  (i  +  0  + 1]  4- --J-5— +û>- 


Ja> 
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,  ,  j     ,   .*AP>  .<J»A<<)  fl 


i— [81 


[8(i-0"+i4(l-i).  +  J(l_i)j.,)vl(i-.) 
■f'AP-O 


Mt»=:^>«c--)-(.-->)-.o]-^-^       I 

.  lycms  omettnws  les  tenoes  de  même'  forme  dui  dé- 
pendent des  iaolinaisons ,  parce  qu'il  s'en  pent  résul- 
tçr,  dans  les  «pplîcatioas,  que  des  quantités  insensibles.^ 
1|  en  sera  de  même  dans  toute  cette  partie  du  déve- 
loppement de  la.foDctioQ  R  jusqti'aux  termes  du  cin- 
quième ordre,  qui  demandent  une  attention  particu- 
lière, i  cassé  de  leur  iatportance  dana  U  théorie  de 
JlijKter  et  S&tqxne. 

Termtt  du  qmûÊrihnt  ordre  qui  ont  même  m'gument  que  let 
termes  indépendant  des  excenUicitét  et  disiricKnalfons. 


M<*> 

CM 

[<(»'< 

— 

«(  +  /- 

.)-f- 

»-' 

— 

aa] 

■+ 

M<0 

CM 

[Un' 

— 

«  +  .'- 

•)  + 

.' 

— 

-] 

+ 

MC) 

CM 

iHn- 

— 

nt  +  /  - 

•)], 
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on  aura 


[„,fi(i4.,)*+a8(H-i)'-io(f+')'-M;i+t)]A('+0Y 

il"  A  ('■•-■> 
C     8(;+.)'-9(H-0->i]o j-^^ 

^      .  <i'AP-*-;)        ^rf'A('-^'> 

(,6<i  —  9,.)A(0~  W'-i^- 
...  .  J'AC)  , 


"^■J     «        -.»  .J'At')  .    _.-fA('?.  ..J'Af 
"ST"^      „..       „_.J'AC)  ....rf'Affl  .  ..d'A(0     (  I 
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Terme»  du  quatrième  ûrdn  qui  &ni  même*  argumeiu  que 
les  terme*  du  deuxième  ordre. 

14.  Soit 

R  =  MW  cw  [i  («'1  —  «(  +  .'  —  •)  +  anl  +  at  +•'  —  3«] 
+  M('>  co»  [i  Kt  —  n(  +  t'  —  .)  +  >nt  +  at  —  a»] 
+  MW  eo»  li{uft  —  nt  +  ^  —  iy  +  ant  +  iu—    m  —  if} 
+  MW  «M  [t(n'(  —  B(  +  .'  —  t)  +  Ml  +  ai  —  3i/] 
-*.  MW  CM  [i(n'ï  —  n(  +  .'  —  •)  +  anJ  +  a,  —  3.'+  «J, 

on  aora 

[    i6(H-i)*-68{i+i)>+8a(i+i)>-a6(i+*)]Afl-^ 

-[     «H-.)-fl.--3;î -—£3-, 

[-i6t4+aiw']A(0-{i6i>-.6i-+w+fl<i  ^ 
+(" 

[—■&'+  6Di>  ~-  64i>+  4»']  A<') 

,  .    .d'ACO    ,.  ,J'AW^  ^«A{0 

■  (       »  -  ")a-  -3;7-M»"-3,T-;^"'T;iï-. 

[,(i(i«,)<_,^i_,)._<i(i_,).+X,_,)]A<l-) 


[,,e- 

[4(i- 

.)  +  3]  . 

rf«At'- 
rf'AC- 

"      Ai* 

-■) 

-,)!+ :.«(.■- 

-l)>+.o( 

-i)-+»(.- 

i)]A9-> 
JAC— ) 

-OH-  i8(J-i)«-i<,(l-i)  -C]  « 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 
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.  d'AC'-'> 


t«»=*-^ 


.rf'Ati— )   , 


/+i:.«ti-ï)*+84Ci-3)H->5o(i-3)>-|-!M(<--3)]A('-')^ 
l  i/AC-*} 


„    .dJAti-î)         .*A('-») 


3>rm<*  du  cinquiime  ordre  qui  ont  mime  argument  qiie  ceux 
du  premier  ordre. 

i5.  Soit 

R  »  MW  co.  [i{™'t  -  ni  +  /  -  ■)  +  nï  +  .  +  Mf  -.3-] 
+  WOÏ  co.  PK«  —  Trt  +  ^  —  .)  +  B«  +  i  +    ■/-»•] 
+  MW  =0»  C'C"''  -  «t  +  •'  -  •)  +  n(  +  •  -    "1 
+  MO  cm  [■'(n'i  -»(  +  /-.)  +  "'  +  •-    -^ 
+  M(«)  CM  [<■(«'»  —  ««  +  *'  —  »)  +  '"  +  •-»"'■*■    "] 
+  MW  co.  [i(«'i  -.  „t  +  .■-.)  +  "*  +  <-  3-'  +  «l- 

l+354{i+a)«-io4C'+'l  i   , 

r_  i6(i  +  »)*+  gSCi -*->)'-»(*+*)■  L^ 

'     1  iPAy*')  l 

,        „   ,rftA<'+'ï         .J'AC*-» 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 


1)0  S1STÈUB  DU  HOÏDE. 

-i»(i+i)+3.  S'— T.—' 

^  rf>A(i+')  \ 

l+C-  •(l+O-MUi+l)  -■.).•  ^^J^'' 

■<■+'>+  51  "'  sr-  *  '  — Ei— 

3ll(i+i)'-«);H.i)>+ri«<.+i)>   1,,,. 
■-(i+,)4_a,G(i+i)i+aaS(i+i)'l   dAfl+O 

(.+0-37  r~îï~l 

/+i-»«i+i)-+9=(w-.)  -  •„) ."  î^ï;:^' 


4î 


I+87C-1 


\+£    6(i+i)-4i]«": 


'  -3.T- 


3ai'  —  Soi*  +  a6i»  +  i»i*  +  lot]  AW 


i+[     i6t4+4M>  +  3;i»  — .8i +5] 


dA<f> 


es 

F 

,iii.+,4i._3t.j..^ 

Ui- 

,1_,.],.£^«_„™ 

/  '" 

3u-(+34f)]A<t> 

U[- 

i«*+48<«+4iJ.-4&-ijo]«- 

,^. 

I;:. 

,i»+4«.-r^-:*]..^'' 
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-  3.(1-0'+  SSCJ-OH^I-O' 1 


.,)i+.!(i-i)'-9(i-.WA"-l\ 
,_  ,6(i-,).-.5.{i-.)'-..((i-.)-U(,_.,       V\ 

1-.M(I— )■-  3'(")  I  \ 

}_,6(.-.)<-  «i-.)'+.«")-UÏ«:2/ 
-{+,36(1-.) -16  J  ^.J;,_. 

L  [    i6(i— ^)'+io.(i->)'+:*('-.)— «S'I^'-g^ 

!(-  55(l-.)'-3J6(i-.)'-39.(i-.)'  K<,_., 
t._.,((l-.)--Mi(i->)  / 

r- 4!i(i-.)i- .((i-.)'+»'!i(M)-l    JA(|^)I 
+i+.W'-«)  +  8°  '    jiS^À 

+1  «8(.-.)'+..»<'-.)--4!i«(")+'<n"--î5-  > 
d'Ai'—i      ,  .iPAP— ) 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 
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l+i33<,-3)-+:3S{.-3)  /"' 

t      t*i-3)*+   3ari— 3)'— Ii3(i— 3)"»    dAC-i) 

{_,6(l-5)'-r9>(.-3).-3^,-3)-3]«'^^\ 


rrmet  du  cihquitme  erdn  qui  ont  mémet  argumem  que 

ceux  du  uviiibnu  ordre. 
i6.  Soit 

R  =  M(*)  et*  £<|n'l  —  n(  -*.  t'  —  t)  -f-  3nt  +  3i  +  ■'  -  4>] 
-t-  MO  n»  C^n"»  —  «  +  i'  —  e  +  3iii  +  3f  —  3«] 
+  MW  £«•  [<■("''  —  n£  +  /  —  .)  +  3rtH.  3i  -  •'  —  J.T 
+  Ml»  CM  Lt(f^(  —  jii  ^  t'  —  ,)  -(.  3ii(  -^  3,  —  a.'—  ,] 
+  MO  <^i-  [iKt  —  ni  +  i*  —  .)  +  în(  +  3t  —  3.0 
+  MCÏ  CI»  [<*(«'(  _  nï  +  /  —  ,)  +  3n(  +  3.  —  4»'  +  •]. 


I-  3.0+,)'+îSlit+-)'-«i(.+i)'i    ,„ 
t+695<i+i)'-ao(i{'"+>)  / 

'+3!)<(.+0  - 


ToKE  m. 


çiilizedl!,  Google 
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[- 

3w'+»4o«<— 6i4('+di8<>— a58i]A(0 

[+c- 

i&it+^Ooi'- 540i"+  40o£  -  i35] a  ^^^ 

■  ^• 

J+L- 

16.»+  84i'-.6o<-f.to8]<.'-^l-* 

W 

^.              ^  dtAO)_^    ,  d'AOi 

[+[ 

3îi«  -  uoi*  +  loji']  A(0 

rn'eV- 
ttp 

/+   t 

V+[- 

,    ,  d'AC)        ,  <f«AW 

/-3.(i-t)>+.oK.-0'-(i8(i-i)'  ) 


AC-O 


l_(<(i_,),+,^(i_,)._0„(,_,).  1     JAC-I 
"^l_3«l,--i)  +  33  )         ^fl 

(  +[-l6,i-l)-+«i(i-.)'-43(.-.)-  .«).■  ^i— 


l+.,(i-,)-+ 5(f-i)  ?"' 

1-41(1— )'-î*-i)'+«3('—)'l„iA«-> 
"- 3(i-i)-n  /       d" 

./+[_,li(i-,)i+i4(i-,)M-So(/-i)-iS]«.^l 


t,  Google 


DO  SYSTÈME  DO  MOSDE. 
\.l    <«;i-.)i+i!S(/->)'-m>(i-»->  JM;»  ' 

i    ,(!(J_|>_(l(J^)._rt((l-.)-iii>].-^T"' 
l  .,      */■    j  ,^d<A<l-)         .if'A(l— ) 


.+b(i-.)'-MV<-.)'-&(l-.)'  )  . 


(«(i_»l+J.(i-.)'-9.(i- 


"•>• 


l+i3i7(»-3)'+858(i— 3)  +3(3  / 

,     4e(i-î)>-M(((i-j)H^«f(i-3)'i  «»:i>l 

n+<lli(i-3>-^  < 


\+[_li(i-3)-^3."- 


,_  3,(i_3r 
>  -.«S(.-3). 


-i68;J-3)*-»Co('-3:'l 


"+i3î(i-3)-i-i5(!  X"     J» 

'"'i?{+t-''i(i-5)'-W.<'-3)-+3«{.-3>+3„]».^^ 

i+[     8(i-3)M*i(.-3H-.S3]  •■  :î^^' 

V+c   «(,-3,+,3,..±^+..:ï^'. 
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1^1— aoa('— 4)  — 8ai  f      du     I 


■fiH 


+[   i6(i-fl'-  n(i-4)'-*»(M)-"'»41-- 


\+[_6(i-Hi)-3aï«*" 


Ea  a'ayant  égard  qu'aux  tennes  dépeadaDS  dtf 
carré  des  iDclioaisoDS,  on  a  ti*  3 

R  =  —  iï^*'XBtf->coti(«'i  — »£+.'— ^ 

Le  premier  de  ces  termes  peut  s'écrire  ainsi 

—  ■^- s!  „aOE[B('-'>-t.TJ«t-))e(i«  !(/■'(  — ni  +  /—,), 

I  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po- 
sitives et  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  l'on  compare  cette  expression  à  la  fonction 
—  ÏA*"  COS  i  (rt'É — ni  +  i' — e),  et  qu'en  n'ayant 
égard  qu'aux  termes  qae  nous  considérons,  on  sup- 
pose 

R  =  KM«>t,>    eoi  [i(n'(  —  «(  +  .'  —  .)  +  3nt  +  3i  -  3*] 
+  H('>e>«'»L'co»  li(_i^t  —  nt  +  <-  —  ,)  -M  3n(  +  3.  —  9.  —  .T 
+  Nt')eB''x'coi  [i(»'(  —  Bi  +  ^  —  .)  -f.  3nr  +  3<  —    •  —  W] 
+  HOa-'k*  co»  [i{«'(  —  B(  +  .'  —  .)  +  3b(  +  3t  —  3»'l. 

on  verra  que  ponr  obtenir  les  valeurs  des  quantités 
Nfî,  Nt'ï,  N('',  «■:«,  il  suffit  de  substituer  Bf-^+Bf +') 
à  la  place  de  A^  dans  les  valeurs  des  quantités  M^'^, 
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M^'^,  W*\  Mf-'\  du  n°  7 ,  après  les  avoir  multîpliéu 
respectÎTenient  par  —  g.  On  trouve  ainsi 


,     (  BP-  .8i'  -  J  +  9)  CB<'-)  +  B<W-)) 

{  8(l-i)H.  6(.-i)--6(.-,)  _  fl  (»-.>+  B»)) 

tu' an' 

Le,    „^„(;,.±™ZÎ+..«») 

(-('•^^-^-S-'). 

l  8(i— i)«+3oCf-i)'+33Ci-ï)-f-io]  (BC-'W-BP-')) 
[»(.-3)'+S4(i-J)H.M(!(i-3)+,81(B(l-"l+BO-)) 

La  partie 

+  ^'  x^ïBtf-.)  e»  [/(»'(  -»(  +  .'-.)  +  M(  +  M  _  ^  ] 

de  la  fonction  R  peat  se.dérelopper  d'après  ce  qui 
a  été  dit  n*  7  ;  et  si  en  n'ayant  égard  qn'aux  ter- 
mes que  nons  cqqsidéroDs  on  suppose 
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ft  B «tO  •«■  [1<V«  -  «t  +  /  -  .)  4.  »"t  +  3«  -  M  +  «^  -  5"] 
4-  KO  «•  CiK*  -  w  +  .'  -  .)  +  3n(  +  3.  -    .  -  »n] 

+  SOT  co.  [;<«'«  —  «-*-*''-')  +  »"»'*- î»-^  *'  — «n] 

+  HO)  co.  [iK*  -  n(  +  .'  -  .»  +  3«t  +  3.  -  »^+  •  -  an], 

on  tro]iv.eTa 

(8i*-54i'+  i.5i-75)B<'-' 

_  f       .1.    1    ,  rf-BC-O         .  rf'W-T 
(«1  -  !»,■•  -  41  +  8)8(1-0 


tl!(.-.J'+.«(i-.)-+«i— )-6]B»->  1 

+<!Si+lW-0'-5(i-.)-.i].!!^' 

J.B(f— )        .  J'B<*-> 


_[.(.-l)+,o]--' 


1^4 


imi-o'-mi-i)— 4((-o-i."8)»<'-> 
_«^i  +  ,„.i^-,.£S2r2. 

■  En  q'^ytqt  ^n]  pinni  t<8  temei  dépesdans  de 
L»  qqatrièilM  pul«spDCe  des  inclinaisons  ^u'à  ceux  qui 
peuvent  doqaer  pjir  leur  fléveloppenwat  des  termes 
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de  l'espèce  de  ceux  dont  nous  nous  occnpoas ,  on  a 

ï*  =-*-^^^^'''^C<'-)cp.  Ci  («'(-/.(  +  .'-,) -h  4nt  +  4,-4n]. 

Cette  fonction  étant  développée,  en  s'arrétant  aux 
premières  puissances  des  excentricités,  donnera 

R  =  Wm  COI  [<(«'/  -  m  +  ,'  -  ,)  +  3/.(  +  3i  +  •  —  4n] 

+  N<»)  a»  [i(«'(  —  n(  +  1*  —  i)  +  îo(  -*-  3i  +  •'—  ^jn], 

ea  supposant 

En  réunissant  tes  parties  de  la  valeur  de  R  que  nous 
vciiODS  de  déterminera  celles  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités,  on  aura  tous  les  termes  de 
cette'  fonction  du  cinquième  ordre  par  rapport  aux 
cxcentricilés ,  et  qui  ont  la  même  foiine  que  les 
termes  dépendans  des  troisièmes  puissances  de  ces 
deux  élémens.  Nous  avons  développé  ces  termes 
dans  toute  leur  étendue ,  à  cause  de  leur  utilité 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  Saturne. 

Dans  toutes  les  formules  précédentes  la  lettre  i  doit 
s'étendre  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives, y  compris  zéro  ;  en  rassemblant  ensuite  les 
dîâërentes  parties  que  nous  venons  de  calculer,  on 
aura  l'expression  du  développement  de  la  fonction  R 
porté  jusqu'aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rap- 
port anx  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites 
des  deux  planètes  m  et  m'  dont  on  a  considéré  l'ac- 
tion réciproque. 
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1 7 .  Noos  BOUS  sommes  étendu  sur  le  déreloppemen  t 
de  la  fonction  R  en  série,  parce  qu'une  fois  que  ce  dé- 
Teloppement  est  effectué,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  ne  présente  plus  gu^re  d'autres  difli- 
cullés  que  celles  qui  résultent  de  la  longueur  des 
calculs.  En  effet,  par  la  seule  différentiation  des  diffé- 
rens  termes  de  ce  développement  on  obtiendra  le 
terme  correspondant  de  chacun  des  élémens  de  l'or-. 
Vite  de  m  ;  et  en  substituant  ensuite  ces  élémens  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique  on  obtiendra 
des  formules  qui  s'appliqueront  au  mouvement  trou-r 
blé.  On  aura  donc  ainsi  un  procédé  simple  et  direct 
pour  déterminer  dans  chaque  cas  toutes  les  inégalités 
sensibles  d'une  planète,  de  quelque  ordre  qu'elles 
puissent  être  relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons . 

Soit  par  exemple 

II.'Aro.[JCf.'( -«(  +  .'-. )+/«(+/,_/.-/.'- i/'n] 

l'qn  quelconque  des  termes  du  développement  de  R , 
le  terme  correspondant  d^  1^  variation  du  grand 
axe  sera 

,'~:|^*co.  [.('>''-"?  +  •'-♦)+''" -lr''—/''!-r-'-V""n], 

le  terme  correspondant  du  mouvement  moyen  sei-a 

"'jJT.^'.  *  -i"  ti Kr-»t+.'.-.)+(«(-l-/.-/. -J  V-  >/"Il] i 


1q  terme  coiTespondant  de  l'époque, 
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le  terme  correspondant  de  l'excentricité  sera 

7îr^~  n)  +  /a] 
CM  [i(n'(  _nï  +  ,'—  i]  +  Ini  +  /•  — /•  —JV  —  tJ^IT]  , 

et  le  terme  correspondant  de  la  longilnde  du  pé-< 
rihélie , 

-$;ë^S'"t'<"'-"*'->-""'-«->--^-'-"-™- 

Enfîa ,  en  vertu  des  formules  données  n*  4  *  le  terme 
correspondant  de  p  sera 

et  le  terme  correspondant  de  q. 


__[y.^,,.^/,  .„.!,] 


Ml  [|-  («'(  _  w  +  i*  - 1)  +'"'  +  '«  — /•  — /V  — afn]. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  du 
mjron  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  rela- 
tives au  mouvement  elliptique  de  m,  on  aura  les 
inégalités  correspondantes  înti'oduites  dans  ces  ex- 
pressions par  l'action  de  la  planète  perturbatrice  m'. 

Ia  partie  séculaire  des  variations  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  dépend  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R  que  nous  avons  désignée  par  F 
dans  le  nf  4^  du  livre  II ,  et  dont  nous  avons 
donné  l'expressipii  développée  jusqu'aux  termes  de 
l'ordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. Il  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  d'avoir 
l'expression  de  cette  quantité  exacte  jusqu'aux  termes 
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dn  qaati-îème  ordre  par  rapport  aux  mêmes  él^mens. 
En  effet,  il  suffira  de  faire  i^o  dans  l'expression 
du  développement  de  R  ,  et  de  n'avoir  égard  qu'aux 
termes  non  périodiques  qui  résulteront  de  cette  sup- 
position. Ces  termes  seront  évidemment  ceux  qui 
provîebnent,  i".  de  la  partie  indépendante  des  ex' 
centricités  et  des  inclinaisons,  3*.  de  la  partie  dé- 
pendante de  ta  deuxième  et  de  la  quatiième  puis- 
sance de  ces  mêmes  quantités,  qui  a  mêmes  argu- 
niensque  les  termes  iodépeadans  des  excentricités  et 
des  inclinaisons.  On  aura  ainsi 


F  = 


m'eV-  f     dM'1       7        J'AI°)  d'M-1       i         tf<A'''>\ 

"*"~8~V.''    da     '*--,"'  "d^ '*''"'    ~d^^y       dai     ) 


.  d*TH' 
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,  diAM\ 


,  dtAM\ 


La  quantité  mF  doit  être  ta  même  pour  la  planète  m 
et  la  planète  m',  puisque ,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  n*  60,  la  dernière  portion  de  la  fonction 


ne  produit  aucun  terme  constant  dans  la  fonction  R. 
il  est  facile  de  s'assurer,  en  effet,  que  la  fonction  mF  sa- 
tisfait à  cette  condition ,  et  qu'elle  demeurera  la  mênie 
lorsqu'on  y  changera  tout  ce  qui  se  rapporte  k  m  en 
ce  qui  se  rapporte  à  m',  et  réciproquement. 

La  valeur  précédente  de  P  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  formules  du  n"  4^.  du  livre  II, 
pour  avoir  les  expressions  des  variations  séculaires 
des  élémens  de  l'orbite  elliptique ,  étendues  jos- 
«fu'aux  quatrièmes  pqissances  des  exceptricités  et  des 
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CHAPITRE  II. 


Formules  générales  pour  le  calcul  numérique  des 
differens  termes  du  développement  en  série  de  la 
fonction  perturbatrice. 

1 8.  Nons  nous  proposons  d'ajouter  ici  quelques  nou- 
veaux développcmens  à  ce  que. nous  avons  dit  dans 
les  n"  49  et  suivans  du  Hyre  II,  sur  la  manière  de 
déterminer  les  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
Texpression  des  coelficiens  de  la  fonction  R  réduite 
en  série.  Ces  considérations  seront  utiles  à  ceux  qui 
voudront  s'occuper  du  calcul  numérique  de  ces  coef- 
Ëciens. 

Reprenons  la  fonction  {a'* —  aaa'cosç-f-a')""'  du 
numéro  cité,  où  a  et  <i'  sont  deux  constantes,  et  s 
un  nombre  fractionnaire  positif  ou  négatif.  Nous 
ne  traiterons  pas  ici  le  cas  où  s  serait  un  norabra 
entier  quelconque,  parce  qu'il  n'a  pas  trouvé  jus- 
qu'à présent  d'application  dans  la  théorie  du  sys- 
tème du  moitdç.  Supposons  a'  >  a,  et  faisons 
-,=  a,  en  sorte  qu'on  ait  a  <  i  ;  et  pour  plus  de 

simplicité  considérons  la  fonction  fi — 3acos(p+a*)~', 
qu'il  s'a^t  de  réduire  en  série  ordonnée  suivant  les 
cosimis  de  l'angle  9  et  de  ses  multiples.  Le  moyen  le 
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plus  nmple  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre  est 
celai  des  coeffiàens  indéterminés.  Cette  méthode 
consiste  à  représenter  la  foDClion  qu'on  veut  déve- 
lopper, quelle  qu'elle  soit,  par  une  série  indéfi- 
nie dont  les  coefficiens  sont  indéterminés;  en  subs- 
tituant ensuite  cette  série  dans  nne  équation  dif- 
férentielle, on  en  quantités  finies,  tirée  des  propriétés 
de  la  fonction  donnée,  et  en  comparant  dans  cha- 
que membre  de  l'équation  résultante  les  coefficiens 
des  mêmes  cosinus,  on  forme  un  nombre  d'équa- 
tions de  condition  sufKsant  pour  déterminer  un  pa- 
reil nombre  de  coefficiens  inconnus. 

Ce  mo)'ea  très  simple  fait  connaître  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  dlVers  coefficiens  de  la  série, 
c'est  celui  dont  nous  avons  usé  dans  le  n^  49  du 
livre  II  ;  mais  il  en  est  un  autre  dont  les  géo- 
mètres font  un  fréquent  usage  pour  la  i-éduction  eu 
série  de  toute  espèce  de  fonctions ,  et  qu'il  est  d'autant 
plus  utile  d'indiquer  ici ,  que  ce  procédé  peut  s'étendix; 
à  des  questions  plus  importantes,  et  devenir  d'une  ap- 
plication très  avantageuse  à  la  théorie  des  periurba- 
tions  planétaires. 

Faisons  pour  abi'égerS  =  (i — aacos^-f-»')  et 
suivant  la  notation  usitée,  soit  : 

&-•='-  iJ''+ti'*co.^+i;">co.ï* +  fij"  ce»  i#  +  «te. 

11  s*agit  de  déterminer  les  diflerens  coefficiens  é,*^*', 
A/'ï,  by^,  etc.  Or  chacun  de  ces  coefficiens  peut  s'ex- 
primer d'une  manière  très  simple  par  le  moyen  d'une 
intégrale  déiinie ,  et  on  aura  généralement  : 
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im=  if^  ■'»■"'■'».      («, 

L'intégrale  étant  prise  depuis  f^o  justni'i  9  ^  3?r, 
en  désignant  par  7  la  demi-cÎFCoaference  dont  le 
rayon  est  funite. 

En  effet,  i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  quel- 
conques ,  il  est  aisé  de  toït  que  l'intégrale yïiîp  cos  i^ 
tos  î!(p,  prise  entre  ces  limites,  se  réduit  à  zéro 
pour  toutes  les  valeurs  de  i"  différentes  de  i,  puis- 
qu'on a 

Jj^coti*  co*  i'0  •  1  yj».[«-(i  +  O4  +  «»Ci'-0ri. 

et  que  /  d^  cas  n^sso,  n  étant  un  nombre  entier 
quelconque  différent  de  zéro.  Si  l'on  multiplie  donc 
par  cos  19  dp  la  fonction  S"'  ou  cbacun  des  ternies  de 
la  série  qui  la  représente,  et  qu'on  inlègre  l'équation 
résultante  depuis  f  =  o  jusqu'à  ^  :=  air ,  on  aura 

■£'às5p2^ibpryp. 

Tous  les  autres  termes  du  second  membre  seront 
nuls  f  et  son  intégration  étant  effectuée ,  on  trouvera 
pour  déterminer  î,*"  la  formule  (a). 

Cela  posé  d'après  la  valeur  de  S  ,  il  est  aisé  de  voir 
que  l'on  a 

équation  d'où  l'on  tire  : 
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•ini^      ■[/+»— i)co<i-l]^ 


Si  l'on  intègre  maintcnaat  cette  cquatioa  depuis 

„  _  _    .       >  sinip 

f>=:o  jusqua  (p  =  a7r  et  quoa  remarque  que  -th^,  est 

nul  entre  ces  limites ,  on  asi-a  en  vertu  de  l'Àjua' 
tion  (a) 

(H-*O'''î'*=-!'-f-»-';''r'^+-['-»+0ii'*'\     {■) 

Formule  analogue  à  la  formule  (a)  que  nous  avons 
obtenue  d'une  autre  manière  dans  le  n*  49  du 
livre  I^  et  qui  exprime  la  relation  qaî  existe  entre 
les  trois  coefficiens  consécutifs  de  la  série  S~'. 

On  peut ,  au  mojen  de  cette  formule  ,  calculer  un 
coefficient  quelconque  i/'*'*  du  développement  de 
la  foDclion  S~'  au  mo^-en  des  deux  coefficiens  qui 
le  précèdent  è,®  et  ô/'~'',  en  sorte  que  le  calcul  de 
tous  les  termes  est  ainsi  réduit  ^  celui  des  deux  pre- 
miers coefGciens  b,^°^  et  6/'\  Cependant,  lorsque  a  est 
une  quantité  peu  considérable,  la  formule  précédenle 
peut  devenir  défectueuse  ,  parce  qu'alors  les  coeffi- 
ciens by^,  bp^,  etc. ,  étant  les  différences  de  deur 
nombres  qui  diflèrent  très  peu  cnti-e  eux ,  ne  peuvent 
plus  se  calculer  avec  une  exactitude  suffisante  par  les 
tables  de  logaridimen  ordinaii-cs  ;  l'erreur  se  mnl-' 
tiplie  dans  le  calcul  des  termes  iHiîvans ,  de  manière 
qne  les  résultats  deviennent  de  plus  en  plus  inexacts, 
et  qu'on  finit  même  par  arriver  à  des  différences  né- 
gatives, tandis  qu'au  contraire  tous  les  Coefficien» 
ï/*'*,  A/'"^*',  etc. ,  sont  nécessairement  positifs.  Ce  cafr 
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se  rencontre  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Mer- 
cure, dans  celle  de  la  Terre  troublée  par  Véaas , 
et  en  général  foules  les  fois  que  a  étant  une  petite 
cpiantîté ,  on  est  obligé  par  quelque  circonstani^e 
particulière  de  calculer  les  coefliciens  i/"  d'un  ordre 
nD  peu  élevé.  Il  faut  alors ,  pour  déterminer  cha- 
cua  des  coeÛîciea»  b,^i  recourir  au  moyen  des  séries 
qui  ont  servi  k  déterminer  les  deux  premiers  coeffi- 
ciens  b^^  et  6/''.  Ainsi ,  d'après  le  n"  5o  du  livre  II, 
ou  aura  ici 

S-=(,  -«'^'=^-'(.  -  .e"^y-. 

Si  Ton  développe  les  deux  membres  de  cette  équa-*. 
tion ,  et  'l'u'après  avoir  substitué  3  cos  tf  à  la  place 

de  c'^^~'  ■+■  c'*' ~'  dans  le  second  membre,  on  com- 
pare les  coelTîciens  des  ménUes  cosinus,  on  trouvera 
généralement 

':"=-'-t:;!t:*"-'('*;vg-*^a(-^'-'-H"  >  (~ 

Cette  série  devient  très  convergente  à  cause  de  la 
petitesse  de  a ,  et  l'on  pourra  se  borner  à  en  calculer 
quelques  termes;  elle  fait  voir  que  a.  étant  nécessai- 
rement positif,  les  coIBciens  i/'^  seront  aussi  tous 
positifs.  Ou  pourra  sans  inconvénient  se  bornera  cal- 
culer directement  par  ces  séries  les  coefEciens  alter- 
natifs b,^"^,  6/'*,  i/*\  etc.,  et  calculer  les  coelEcîen» 
intermédiaires  par  le  moyen  de  la  formule  (1)  qui 
devient  aloi-s  d'uo  usage  également  sûr,  soit  que  a 
dillëre  peu  de  l'unité,  soit  que  ce  soit  une  très  petite 
quantité. 
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1 9.  Considérons  maintenant  les  formules  qui  servent 

à  déduire  les  coefficiens  du  développement  de  S~'  en 

série  de  ceux  de  la  série  S~'~\  et  réciproquement. 

On  a,  par  ce  qui  précède^ 

Supposons  de  même 

S-^- =  ^ fii^,  +  iî2,  •=*••+ **^',  "»»»■■■+ *S,  =» 'V +  < ":• 

Par  la  formule  (a)  on  aura 

»+i      rJ  o        y*'  ^  •' 

Or,  réqQation(a)docne,  en  l'intégrant  depuis  9=0 

X  .1  .  sia  ùf     , , 

jnsqu  a  9;=  37  et  en  observant  que      -,     s  évanouit 

entre  ces  limites , 

/.       S'     ~V-  5^*^  J'  SH^         ' 

on  aura  donc  en  vertu  des  formules  (a)  et  (c) 

*  »  L  .+1  i+\  J 

En  faisant  successivement  i  =  i ,  i=a,  etc.,  cette 
formule  donnera  très  simplement  les  coefQciens 
b.  ,  è,  ,  elc. ,  lorsque  les  coelficiens  ^^,f  6,4.,!  etc., 
seront  connus.  Quant  à  la  valeur  de  &/*'  on  obser- 
vera que  l'ou  a  S~'  =  (i  —  aa  cos  <p  ■+■  a')  S""'"',  en 
remplaçant  S"'  et  S~'~'  par  leurs  valeurs  en  séries,  et 
comparant  dans  les  deux  membres  les  termes  indé- 

TOHE   III.  5 
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peodaiis  de  qi  on  trouve  : 

''     '       -^     H-i  ,+,        ^  •' 

Réciproquement  on  peut  déterminer  les  coefficiens 
du  développement  de  S"*"'  au  moyen  de  ceux  do 
développement  de  S~'  supposés  connus ,  de  la  ma- 
nière suivante.  La  formule  (a)  donne 

'        '    ■-*        ■*■-'{     (4) 

D'ailleurs^   en   changeant  s  en  *  + 1   dans   la  for- 
mule (i),  on  a 

Si  dans  les  équations  (4)  on  substitue  pour  b^T' 
et  (^  ,  ,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  précédentes, 
on  trouve 

C"  =  ,-=7+1  •  l'-C  -«*••>  C  "]  ■ 
d*où  l'on  tire 

„     1,-1— )  (n-.jti'-^.d— +.)>;"■■'  1 
-"  ^^'^^  •    (« 
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DU  SYSTÈME  DU  MONDE, 
et  par  suite 

Ces  formules  déiermiamit  les  divers  coefficîens 
de  S"'  au  moyen  de  ceux  de  S"**"  ;  quoique  très  sim- 
plet, elles  sont  plus  comjdiquées  que  les  formules 
inverses  (4)-  I'  y  aurait  donc,  sons  ce  rapport,  de 
l'avantage  à  commencer  par  calculer  les  coeffi- 
cîens b^"_^j ,  bl'^j  ,  etc.,  et  à  en  déduire  ensuite  les 
coelficiens  b^  ,  h^  ,  etc.  Miiis  dans  la  théorie  des 
planètes  on  est  obligé  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
le  déreloppement  delà  fonction  S~'  que  celui  de  la 
fonction  S~'~'  ;  il  feat  donc  reqoncer  a  &ire  usage 
des  formules  (4)>  sï  ce  n'est  comme  un  moyen 
très  simple  de  vérifier  les  valeurs  de  h'^  ,  A^'  '  etc., 
bl.^ ,  i, . ,  »  etc. ,  calculées  par  d'autres  formule». 

n  est  aisé  d'étendre  les  résultats  précédeus  au  déve- 
loppement d'une  puissance  quelconque  fi"'"'  de  S. 
Ea  vertu  des  formules  (5)  les  coefficiens  de  la  série 
que  cette  quantité  représente  se  détermineront  au 
moyen  des  coeflîciens  du  développement  de  la  puis- 
sance S"'^"*"'  qui  la  précède  immédiatement,  en 
sorte  que  le  développement  S~'  fera  connaître  celui 
des  puissances  S"""*,  S"*"',  S~'~*,  etc. 

ao.  Déterminons  maintenant  les  différences  succes- 
sivesde  bl  ,  b'I^^,  etc.,  par  rapport  ;i  et.  En  dîfféren- 
5.. 
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liant  relativement  à  cette  quantité  la  formule 

'  -wj      gr-' 
on  trouvera 

Et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (c), 

formule  qu'on  peut  déduire  aussi  de  la  formule  (D} 
du  n"  Sa,  livre  IL 

On  aura  très  simplement  par  cette  formule  la  va- 

leur  de  —.  -  ,   au    moyen    des  valeurs   de    b       , 

è^'^j  et  h'^,  ,  qui  se  rapportent  à  la  fonction  S""'-'  ; 
mais  ou  peut  l'obtenir  sans  être  obligé  de  calculer  ces 
dernières  quantités.  En  e£fet ,  eu  substituant  pour 

ôCT,  ,  è^u.1 1  ^  +1  '  'eurs  valeurs  données  par  les 
formules  (5),  on  trouve  après  les  réductions  néces- 
saires 


Cette  formule  déterminera  -^^aumoyen  des  trots 
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qtuntilK^j  ,  b^  etè^  sopposées  connues^  en 
snbsbtuant  pour  b^  sa  valeur  donnée  par  Féqua- 
tion(i)  en  fonction  de  b^  et  b  ,  on  aurait  une 
formule  analogue  à  la  formule  (D)  du  n"  Sa  da 
livre  n,  qui  ne  contiendrait  que  les  deux  quantités 

^t  ^^  ^M  ;  tnaia  la  précédente  étant  plus  simple  , 
elle  sera  d'une  application  plus  facile  pour  les  calcals 
namériqnes.  En  la  différentiant  par  rapport  à  a,  on 

auraitles  différences  successives-^- ,  -^^,  etc.; 

mais  il  y  a  sur  l'usage  de  ces  formules  une  observa- 
tion importante  à  faire.  Elles  font  dépendre  la  déter- 


de  b^      ,  et  ainsi  de  suite.  Or,  comme  la  diflërence 

n""'  de  b\  contient  la  quantité  — ^ — ,  îl  en  résulte 
que  cette  difFérence  dépendra  de  la  quantité  ô*'"*^. 

Far  conséquent,  pour  avoir-^-r*  on  sera  obligé  de 


*;',....  i^'  ,  et  de  leurs  n  premières  différences , 
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on  sufastitnora  dans  l'équation  (8)  pour  b^^*^  sa  tb* 

Jeur ,  on  aura  ainsi 


équation  qui  résulte  d'ailleurs  de  la  formule  (D) 
II"  Sa,  livre  II,  en  y  changeant  (  en  —  i. 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  met  cette  équation 
sonS  cette  forme, 

et  qu'on  la  difiërentie  ensuite ,  elle  fera  connaître 
los  yaleurs  des  différences  successives  de  5^'  ,  au 
moyen  de  celles  des  quantités  b  et  b^  supposées 
connues;  et  comme  la  détermination  de  ces  valeurs 
ne  dépend  que  de  celles  de  b°  et  b^  ,  îl  ne  nous  res- 
tera en  définitive  que  ces  deux  quantités  à  déter- 
miner. Mais  la  formule  précédente  se  complique  à 

mesure  que  l'on  considère  les  différences  de  Aj  d'un 

ordre  plus  élevé ,  il  est  donc  utile  de  chercher  des 
formules  qui  puissent  s'adapter  plus  &cilement  aux 
calculs  numériques. 
L'équation  (3}  doane  «a  la  dîQSrentiant 

d'où,  cnsubstituant  pour-j— sa  valeur  (9),  on  tire 
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Comme  l'exposaot  s  n'entre  pas  dans  cette  équa- 
tioa ,  OD  aura  de  même 

L'usage  de  celte  formule  n'est  sujet  à  aucun  incOQ- 
véoient,  et  en  la  différentiant  on  trouvera  succes- 
sivement 

-t. 3ir-=l"-')-a-  -H^i^;: —  >»?J-«-îi  • 

j.i<^'>  *j'"-'  ,r    j«"->      d.j"*'>  *»<■>!  j.ii 

-E: KT-Ic-Ot^  -K'-MJ-sî— «  i^J-'ij^ 

rf.»"^'»    J.S"*'>    ,r         J<i'^''  d44»*"       J.4"-l       *»» 

La  loi  de  ces  formules  est  évidente ,  et  l'on  peut 
les  prolonger  aussi  loin  qu'on  le  voudra;  elles  donne- 
ront très  simplement  les  valeurs  des  di0ërences  suc- 
cessives d'an  coefficient  quelconque  b\  ,  lorsque  les 
dîfiërences  des  deux  premiers  coefBciens  6^  et  h 
seront  connues.  * 

Or,  en  taisant  successivement  i  =:  o  et  i=  r  dans 
l'équation  (9),  on  trouve 
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i.ij.;->+.(.-.)j;'> 

t  —  «•       ' 

-ir 

aj«èi*'+[(a.  — 1)«'  — 1 

•^ 

.(.-••) 

d'où 

l'on  tire 

"3r 

*" 

<>         ».!!•>  -  i« 

En  difierentiant  celte  expression ,  on  trouve 

En  combiDant  eosemblc  ces  quatre  équations ,  on 
formera  les  deux  suivantes  : 

Ces  formales  serriront  à  de'terniiner  directement 
la  diffiî'rence  du  second  ordre  ^-1-par  le  moyen  de  la 
quantité  h°  et  de  sa  différence  première ,  et  l'on  aura 

■'*;" 

de  même  Je  coefficient -^4"  t  quand  les  deux  qv^Q-? 
tilés —j — et  b     seront  connues. 
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En  diff^ntîant  de  nouveau  ces  écjoations,  on  for- 
meia  les  différences  snccessives  de  b^  et  de  6,  ; 
on  obtient  de  cette  manière 

J«*  *~  "-{1— ■•)    *    «*•■  I— «•  <(-■'  *■    -Cl— «•)    '    <*■   'I 


"Eî""   «(1— ■•)      "ST^       ÏZIin      ■JB'    '     «(.-«•)    ■'3^' 


Ces  séries  peuvent  être  prolongées  ausû  loin  que 
l'on  voudra,  et  elles  donneront  toujours  les  diffé- 
rences de  b^  et  de  b^  d'un  ordre  quelcontpie ,  au 
moyen  des  trois  différences  qui  les  précèdent  im- 
médiatement. 

On  pourrait  d'ailleurs  se  borner  à  calculer  ces  der- 
nières formules,  et  déduire  ensuite  les  valeurs  des 
différences  successives  de  b^  de  celles  de  b[  ,  par  le 
moyen  des  formules  suivantes  : 
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-± — i- +<>—)':■'. 
*»<•>  «<■>    ij» 


équations*  dont  la  loi  est  évidente. 

On  peat  encore  par  la  combinaison  des  formules 
précédentes  eu  trouver  une  infinité  d'autres  propres 
à  t:atcnler  les  quantité»  by>,  b}*^,  etc. ,  et  leurs  diffé- 
rences successives  ;  c'est  au  calculateur  à  choisir  dans 
chaque  cas  celles  dont  l'usage  hii  paraîtra  le  plus 
avantageux. 

Enfin ,  si  l'on  était  obligé  de  calculer  à  la  fois  et 
avec  un  même  degré  de  précision  les  coeCEciens  des 
deux  séries  S~'  et  S"'"',  on  pourrait  déterminer 
d'une  manière  très  simple  les  différences  successives 
des  quantités  A,  ^  ^^  >  etc. ,  que  l'on  aurait  soin , 
dans  ce  cas  ^  de  calculer  les  premières.  En  cQ'et ,  la 
formule  (9)  donne,  en  différentiant^ 

Mais  si  dans  la  formule  (8)  on  change  «  en  «+  'r 
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et  qa'énsDLte  à  la  pl&ce  de  i  on  substitue  anccessire^ 
ment  /+  i  et  — i,  en  obeervact  que  b]^l    »  J^,  t 


on  aura  les  deax  suivantes 


^iW  _'-*•■+(■•— "—?t(»' 


i-4. 

,+(,-„-,) 

«{'  —  -■) 

•(••■ 

-.  +  0  .».! 

Si  l'on  retranche  la  seconde  de  la  première,  après 
l'avoir  mnltipliée  par  ei,  on  trouvera  ,  toute  réduC" 
tion  faite ,  cette  formule  très  simple 

on  aurait  semblablement 

Cette  formule  dérive  d'ailleurs  de  la  précédente ,  en 
y  chaogeaQtieo — i.  La  di£férence  de  ces  deux  équa« 
lions  doDue  la  formule  (lo);  en  les  ajoutant  on 
trouve 

La  formule  (i5}  devient  ainsi 

En  suivant  1c  même  procédé ,  on  déterminera  par 
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des  formules  très  simples,  les  diâërences  successives 
dei'  ,  an  lao^ea  des  quantités  o^V],  àf.^,  ft'*7,'' 
supposées  coQDues. 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  j = | ,  les  équadous  (9) 
et  (16)  éerienaent 


Les  formules  précédentes,  ainsi  que  les  formu- 
les (i  i) ,  sont  sujettes  h  quelques  inconvéniens  lors- 
que a.  est  une  très  petite  quantité;  mais  alors  on 
tombe  dans  le  cas  d'exception  du  n*  1 8  »  et  au  lieu 
d'employer  ces  formules,  il  vaudra  mieux  calculer 

directement  les  différences  successives  de  b^  par  le 
moyen  des  séries.  En  effet,  si  pour  plus  de  simpli- 
cité on  &it 


la  formule  (m)  donnera 
et  en  différeotiant  on  aura 
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-i- =  Jm«*- +  (i  +  a)  «•«■■  +  C<  +  4)p**+-»  +  (f  4. 6)  ,«**» + «c. , 
«c. 

*0n  pourra  doQC  déterminer  les  différences  sncces- 
sives  de  bl-'*  par  ces  séries ,  qui  seront  très  conver- 
gentes si  a  est  une  petite  quantité ,  et  dont  le  calcul 
sera  facile  à  cause  de  la  re'pétition  des  mêmes  coeflî- 
cieiis  m,  n,  p,  etc. 

ai.  Dans  les  applications  des  formules  précédentes  à 
la  théorie  des  perturbations  planétaires  on  suppose 
ordinairement  ^  =:  ;;  nous  allons  rassembler ,  pour 
la  facilité  des  calculs  numériques,  les  formules  rela- 
tires  h  ce  cas. 

Les  deux  quantités  ^2  >  ^>  étant  connues,  on  aura 
b,_   T  K  r  ^^^-  f  P^**  '^  formule 


applicable  toutes  les  fois  que  et  ne  sera  pas  une  très 
petite  quantité;  dans  ce  cas  la  série  (m),  en  y  fai- 
sant j;=-ï,  donnera 

.<•> t.3.S...a.--i  /  ,.  T    li+i  I    3    «4-.    w+3    _ 

5  1.4.6. ..31      \,         j    ai  +  a  a    4    ai-ha    ai-^4 

.  3  5 


â'ai  +  a'  a  '  4  '  ai'-ha  '  âi+^" 

.  3  5    »i+i  .9i  +  3    ai*f.5    ^,„    \ 
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etc.,    on  déterminera 
^1  I  ^1  1  ^1  *  ^*^'  >  P^^  ^^  formule 

ou  bien  par  les  deux  formules  suivantes ,  plus  com- 
modes pour  les  calculs  numériques , 

.«)   .(if 

Les  différences  successives  de  b,  t  b^  ,  etc. ,  s'ob- 
tiendront par  tes  finTnnIes(io)et(ii)^  dès  qu'on  connaî- 
tra lesdifférencessuccessÎTes  de  6^  ,  b^  ,  «t  l'on  aura 
ceHes-cî  par  les  formules  suivanles  : 


(3.-- 

-) 

""      .« 

-S-+''; 

.(3.. 

_ 

«r 

ÎP.- 

■)-3^+l9.-J;^+» 

<{!•• 

_ 

«;•'     ^.,,;-'     «!•' 

.(.- 

-■) 
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En  dîfiërentîant  les  équations  (17)^  on  aara  pour 
détennÎDer  les  différences  SDCcessives  de  ^2  tb^  ^etc., 
aa  moyen  de  celles  de  6.,  £^  ,  etc. ,  supposées  con- 
nues ,  les  formules  soi-vantes  : 

*I.l       d'il  af  +  ,  /  '''*1        ''■*i         I 
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du  d«  (t  —  t)'\dm  iU      /        I  —  «\    î        •      / 

On  peat  aassi  calcalcr  directement  les  différences 


]es(ia],  (i3)et(i4}«  dans  lesquelles  on  fera  s  =  ^. 
Enfin,  si  l'on  suppose  s  =  i  dans  les  formules  (5) 
et  (6) ,  on  aura 


ou  bien 

'!  *'l  = iij^f 

On  déterminera  au    moyen  de  ces  formules  les 

quantités  ^^   ,  &$  >  etc. ,  lorsque  les  quantités  b^  , 
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bs  ,  etc.,  seront  connues;  et  en  dïlférentiant  ces 
mêmes  équations ,  on  aura  les  différences  successives 
des  premières  quantités  en  fonction  des  di0ërences 
correspondantes  des  secondes.  On  pourra  aussi  cal- 
culer ces  différences  au  moyen  des  formules  (ii), 
dans  lesquelles  on  fera  ^  =  |. 

Ces  formules  sont  celles  dont  l'emploi  m'a  paru 
le  pins  simple  dans  les  applications  numériques  ;  elles 
ramèneront ,  comme  on  voit,  les  déterminations  des 

-.  '   1^0  i.(^      .     t'-'i    t'')     iS''>     .       i^'^    ï''' 
quantités  o,    Oj.  ,  etc.  0^,0^  ,  Oj  ,  etc.  ,0^,0^    , 

b^  ,  etc. ,  et  de  leurs  différences  successives  à  celles 
des  quantités  b^  et  b^^  ,  il  ne  reste  donc  plus  que 
ces  deux  quantités  à  déterminer.  Nous  avons  montré 
dans  le  n*5o,  livre  II,  comment  on  pouvait  y  parve- 
nir par  le  moyen  des  séries  ;  ce  moyen  est  celui  qui 
se  présente  d'abord  ;  cependant  il  estpixisexpéditif  et 
plus  commode,  dans  les  applications,  d'employer  pour 
cet  objet  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Mais  avant 
de  montrer  l'application  qu'on  en  doit  faire  à  la  déter- 
mination des  deux  quantités  dont  il  s'agit ,  nous  don- 
nerons ici  quelques  notions  générales  sur  ce  genre  de 
fonctions ,  dont  l'usage  est  devenu  prescpie  élémen- 
taire par  les  rapides  progrès  qu'a  faits  dans  ces  derniers 
temps  l'analyse  dans  cette  brandie  du  calcul  intégral. 

33.  On  appelle  fonctions  elliptiques  toute  espèce 
(le  fonctions  difierentielles  dont  les  intégrales  peu- 
'  vent  s'exprimer  par  des  arcs  d'elUpse  ou  d'hyperbole. 

Ces  transcendantes  sont  généralement  comprises 
Tome  111.  6 
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dans  la  rormule  j  tt^  ,  où  P  est  ane  foncdoa  ra- 

lionaelle  de  x ,  et  R  au  polynôme  en  x  du  qua- 
trième degré. 

Toute  fonction  de  celle  espèce  peut  se  ramener 
par  des    transformations    très    simples  à  la  forme 

^       . .  ^ ,  OÙ  Q  est  une  fonction  de  degré  pair 

de  sin  ^ ,  et  <;  une  quantité  plus  petite  que  Funité. 
Il  suffira,  pour  cela,  dans  la  plupart  des  cas,  de  faire 

_  /m 

^  —  V  C  +  D  sin*»' 

ment  les  coefficiens  constans  A  »  B ,  C  et  D. 

Maintenant,  quel  que  soit  Q,poorvu  que  ce  soit  une 
fonction  rationnelle  de  «n*^,  on  déinoaU^  fort  ai- 

w    ,  ■==  peut  se  réduire 

I*.  \  une  partie  algébrique,  3'  ■  une  suite  de  trans- 
cendantes comprises  sons  la  forme  générale , 


OÙ  A',  B',  C  et  D'  sont  des  coeffidens  cmutans, 
réels  on  imaginaires  (*). 

Or,  la  formule  précédente,  comme  il  est  aisé  de 
t'en  convaincre ,  peut  s'écrire  ainn  : 


(•)  Traité  dei  Foncliont  elli^tiifuei ,  o»  8. 
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De  \k  la  division  des  ftiDCtions  elliptiques  eit  trois 
espèces  digtincieHj,  auxquelles  on  peut  ramener  toutes 
les  autres  IransceDdantes  da  méine  genre.  Ces  trois 
classes  se  nomment^/oncïtorw  elliptiques  de  première  , 
seconde  et  troisième  espèce ,  et  l'on  désigne  d'ordi- 
naire ces  fonctions  par  les  symboles  respectifs 
F(c,  ^),  E(c,  <p)  ,  U(c,  a ,  ip),  en  faisant 


^(^•»)  =  /^7T* 


y/ 1  — c'  fin"  9 

ces  intégrales  étatit  sopposécs  s'évanouir  quand  ^=o, 
et  leur  étendue  dépendant  de  la  valeur  qu'on  assigne 
à  cet  angle. 

La  variable  p  se  nomme  Vampîitude  de  la  fonction, 
la  constante  c ,  toujours  moindre  que  l'unité,  s'ap- 
pelle le  module;  enfin  la  constante  a,  qui  n'enlre 
qtie  àatik  la  fonction  de  troisième  espèce,  et  qui 
peut  être  positive  ou  négative,  i^elle  ou  imaginaire^ 
se  nomme  le  paramètre. 

\j3i  fonction  de  seconde  espètfe  E(c,^)  représente, 
comme  on  sait,  un  arc  d'ellipse,  et  l'on  a  donné 
généralement  lé  nom   de  fonctions  elliptiques  aux 

traBScendanlesoompristsdansUiormule/  7/~~  .'~-;r. 
ptm:é-que  lés  arcs  d'ellipse  s'y  trouvent  compris  ,  bien 
qtte  cette  rfitégrale.  puisse  représenter  encore  d'autres 
ctfarbeft  y  et  doive  avoir  une  «ignification  beaucoup 
plus  étendue. 

6.. 
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Lorsque  les  intégrales  représentées  par  F(c,  f) , 
E(c,^)etn(c,fl,  <p),  soat  prises  depuis  ^  =  0  jusqu'à 
4p=  ^tt,  w  étant  le  rapport  de  )a  circonférence  an 
diamètre ,  on  dit  que  ces  foactions  sont  complètes, 
et  pour  les  distinguer  on  omet  l'amplitude  ^  dans 
leur  notation  ,  en  sorte  que,  dans  le  cas  des  fonc- 
tions complètes ,  on  a 

%)  ssif'*'  dp  \/\  —  c'Tin^, 

/'sr                            ^ 
''    7~, — '■"TZTJ '^■■^- 
I      (i+(aun*ç)V/i — c'sin'^ 

Enfin ,  pour  abréger,  on  fait  souvent  \/ \ — c^ss^h, 
ce  qui  donne  i»  -f-  c'  =  1  »  et  h  se  nomme  le  com- 
plément du  module  c. 

Cela  posé  ,  considérons  d'abord  la  fonction  ellip- 
tique de  première  espèce ,  qui  est  plus  simple  que 
les  deux  autres.  La  plus  remarquable  de  ses  pro- 
priétés, c'est  qu'étant  données  deux  fonctions  de  cette 
espèce  qui  ont  même  module,,  et  qui  ne  diflêrent 
que  par  leurs  amplitudes,  on  peut  toujours  trouver 
par  des  opérations  purement  algébriques  une  troi- 
sième fonction  de  même  espèce  qui  soit  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  dilTérence.  Il  suit  de  là  qu'on  peut 
toujours  déterminer  algébriquement  une  fonction 
elliptique  multiple  ou  sous-multiple  d'une  fonction 
donnée,  et  plus  généralement  encore  une  fonction 
qui  soit  à  la  première  dans  un  rapport  quelconque  ; 
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propriété  que  les  fouclioos  elliptiques  de  première 
espèce  partagent  avec  les  fonctions  logarithmiques  et 
circulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  de  seconde  et  de  troisième 
espèce  jouissent  de  propriétés  analogues,  mais  moins 
simples.  Ainsi  on  peut  toujours  déterminer  algébri- 
quement une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 
qui  soit  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux 
fonctions  de  même  espèce ,  plus  à  une  quantité  algé- 
brique, et  enfin  une  fonction  de  troisième  espèce 
^ale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  fonctions 
données  de  même  espèce,  plus  à  une  quantité  ex- 
primée par  arcs  de  cercle  on  par  logarithmes. 

Comme  la  réunion  des  fonctions  elliptiques  de 
seconde  et  de  troisième  espèce  comprend  les  arcs 
mesurés  sur  l'ellipse  et  l'hyperbole ,  on  voit  qu'il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  sur  chacune  de  ces 
courbes,  non  pas  comme  dans  le  cercle ,  un  arc 
égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  arcs 
donnés ,  mais  égal  à  cette  somme ,  plus  ou  moins 
une  quantité  algébrique.  Cette  propriété  de  ces  deux 
courbes  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  été 
découverte  par  Fagnani,  avant  qu'on  se  fût  encore 
occupé  sérieusement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  qu'elle  a  pour  ainsi  dire  ouvert  aux  géo- 
mètres cette  carrière  nouvelle. 

Euler,  qui  généralisa  ce  résultat  et  en  donna  la 
démonstration  analytique ,  fut  conduit  ainsi  à  com- 
parer entre  eux  non  Seulement  des  arcs  mesurés  sur  la 
même  ellipse  ou  sur  la  même  hyperbole,  mais  encore 
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toutes  les  transcendantes  renfennées  dans  la  formule 

'        Q^ 

•  ,■   — ^T- —  ;    mais  dans  ce  rapprochement ,   il 

yi   —  c'sin  fp  '' 

supposa  toujoui-s<|ue  les  fonctions  d'une  mênie  espèce 
avaient  le  même  module,  et  qu'elles  ne  différaient 
que  par  leur  amplitude,  qu,  ce  qui  revient  au  mêipe, 
que  les  arcs  que  ces  fonctions  représentent  apparte- 
naient à  la  même  couihe.  Aussi  cette  comparaison > 
qui  lui  fit  découvrir  sur  la  multipHcatiou  et  la  divi- 
sion de  ces  fonctions  ks  beaux  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  p)us  haut  >  ne  lui  apprit  rien  relati- 
vement à  leur  intégration. 

Lagrange  eqt  l'heureuse  idée  de  comparer  qaXro 
elles  sous  un  nouveau  point  de  vue  deux  fonctions 
elliptiques  de  même  espèce  ;  il  supposa  que  dans  ces 
deux  fonctions  l'amplitude  et  le  module  varient  à  la 
fois,  et  il  fut  ainsi  conduit  à  une  méthode  générale, 
pour  trouver  par  des  approximations  successives  les 

intégrales  de  la  forme  f—T=- 

En  effet ,  Lagrange  remarqua  d'abord  que  l'inté- 
grale d'une  fonction  elliptique  de   première  espèce 

s'obtiendrait  sans  difficulté  par  les  se- 


h 


\/  1  —  c*8in*^ 

ries ,  si  c  était  supposé  une  quantité  très  petite  ou 
une  quantité  à  très  peu  près  égale  à  l'unité.  Ainsi 
donc  ,  si  l'on  pouvait  ramener  la  fonction  F(f ,  9)  à 
une  autre  fonction  F(c',  f '),  dans  laquelle  le  module  c' 
serait  moindre  ou  plus  grand  que  c,  et  déterminer 
algébriquement  le  rapport  du  ces  deux  fonctions,  eu 
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opérant  de  la  même  manière  sur  celle-ci ,  on  obtien- 
drait la  Talenr  de  la  fonction  donnée ,  exprimée  par 
une  sotte  de  foncdoos  de  même  espèce,  dont  la 
dernière  serait  intégrable  d'elle-même ,  et  l'on  aurait 
ainsi  un  moyen  très  simple  de  trouTer  les  intégrales 
ap[ax>cliées  de  tonte  espèce  de  fonctions  elliptiques. 
Soient  donc  F(c,  ç)  une  fonction  donnée,  et  F(c',  ^) 
une  fonction  de  même  espèce  dont  le  modale  c'  et 
l'amplitude  ç'  sont  arbitraires ,  si  l'on  pose  l'équa- 
tion 

on  bien 

J  ^  i—c*  sin^  ^^  ^  J  V'  »  —  C'iinV  *     ^ 
il  s'agira  de  déterminer  algébriquement  ^,  c'  et  f' 
en  fonction  du  module  c  et  de  l'amplitode  ç,  de 
manière  à  satisfaire  à  l'équation  précédente. 
Or,  si  l'on  suppose 

oa  ,  ce  qui  revient  au  même , 

8in(a^  —  ?)  ^  csin^ ,      c'  ;=  ^^^    {y) , 


d'où  l'on  tire  co8(a^'  —  <p)=\/i  —  cSin'^.  U  est 
&cile  de  s'assurer  que  ces  valeurs  substituées  dans 
l'équation  {C)  donneront 

(*)  Voir  les  Dolea  à  la  fin  du  Tolnine. 
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F(c',rt=-^F(r,,>),     (.') 

équation  qui,  comparée  à  l'équation    (a,),    donne 

ft  ^  — — —  =  -—=;-.   Il  suit  de  là  que    les   deux 

fondions F(c,<p)et  F(c',^';sool entre  elles  dans  nnrap- 
port  constant,  quelles  que  soient  lesamplitudes  f  et  ^', 
pourvu  que  ces  angles,  ainsi  que  les  constarites  c  et  c', 
soient  liés  par  les  équations  {y)  ou  par  les  équations 
sahrautes  qui  en  dérivent  : 

tangC*  — ^')=*'tang^'»     *'=  f^      (/), 

en  supposant,  comme  nous  l'avons  dit,  &=s  V/i  —  C. 

Les  premières  formules  serviront  à  déterminer  (p' 
et  c'  en  fonclion  de  f  et  c;  les  secondes  peuvent 
servir  réciproquement  à  déterminer  celipen  fonction 
de  c'  et  ^'  supposés  connus. 

L'équation  F(c,^J= F(c',  tp')  ayant  lieu  quel 

que  soit  f,  si  l'on  suppose  ^:^ir,  ce  qui  donne 
ç'=:^'7r ,  en  observant  que  d'après  les  lois  de  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  on  a  F(c',-7r)^2F(c,^ir)  (*),  on  aura  entre  les 
fonctions  complètes  T(c)  et  F(c'J  la  relation  très 
simple 

F(c')=(. +c)F(c). 

Passons  aux  fonctions  elliptiques  de  seconde  es- 

(')  71i«oii«  de*  Potictiaiu  elliptiquet,  n"  ai . 
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pëc8.  Les  valeurs  de  f'  et  c'  tire'es  des  équations  (>) 
donnent  l'éqnatJOD  différeatietle 

j_/ .  / K~'.-)        <*♦     (ccos*  +  i)* 


En  faisant,  pour  abréger,  âssv/i — c*sin*^,  cette 
éqnatiao  peut  s'écrire  ainsi  : 

(i  +  c)d^  \/i_c''8inV  =  ^.(A» — ^*-fccos9&), 

d'oà  en  intégrant  on  tire 

(i+c)E(c',  ^O^ï^c»  ?>)  — ï6*FCc,  ?))+C8in^.  (fi) 

Cette  équation  fait  voir  que  la  fonction  de  pre- 
mière espèce  F(c,  f)  peut  s'exprimer  par  deux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  E(c,  ^)j  E(c',  ip'),  on  en  d'au- 
tres termes,  que  tout  arc  d'hyperbole  peut  s'évaluer 
par  deux  arcs  mesurés  sur  l'ellipse;  ce  qui  est  l'énoncé 
du  théorème  de  Landen. 

Si  Ton  suppose  ip'  =  |  •n'  et  ^  =  -7r,  on  aura 
E(c',9')=^E{c')etE(c,ip)==E(c,w)=2E;c).  On  aura 
donc  simplement  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes, 

(1  +  cyjic')  =  3E(c)  —  ^F(c). 

Les  formules  (»')  et  (/)  serviront  à  exprimer  les 
fonctions  F(c,<p)  et  V^c,  9)  dont  le  module  este,  an 
moyen  des  fonctions  semblables  F(c',^')  et  E(c',  f') , 
dont  Je  module  est  c',  et  réciproquement;  car  il  est 
évident  qu'on  pourra  déduire  de  ces  mêmes  éqoa- 
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tioDS  les  valeurs  de  F(c',  ^')  et  de  £(c',  <p')  en  fonction 
de  F(c,  ^)  et  de  E(c,  f  ).  Dans  le  premier  cas  ,  l'am- 
plitude et  le  module  de  la  fonction  dérivée  se  déter- 
mineront par  les  équations  (J^),  et  dans  le  second  ^ 
on  les  déterminera  au  moyen  des  équations  (y). 

Si ,  comme  nous  le  supposons ,  c  est  une  très  pe- 
tite quantité,  on  aura  ï  trèa  peu  près  tf=3\/c, 
le  module  c'  de  la  fonction  dérivée  sera  donc  alors 
toujours  beapeoup  plus  grand  que  le  module  c  de 
la  fonction  proposée;  si  au  contraire  c'  est  le  module 
de  la  fonction  primitive ,  on  aura ,  dans  ce  cas ,  à 
très  peu  près  ,  c  t^  7  c'*,  et  Ton  passera  du  module 
très  petit  c'  au  module  beaucoup  plus  petit  c.  On 
aura  donc  ainsi  le  moyen  de  transformer  toute  fonc- 
tion donnée  de  première  ou  de  seconde  espèce  en 
une  antre  fonction  de  même  espèce ,  dans  laquelle 
le  module  sera  plus  grand  ou  plus  petit  à  volonté» 
que  le  module  de  la  fonction  proposée.  On  pourra 
ensuite  faire  subir  ^  la  fonction  dérivée,  des  transfor- 
mations analogues ,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 

Cela  posé ,  concevons  que  étant  donnée  une  fonc- 
tion elliptique  de  première  espèce  F(c,  f)  dont  il  faut 
déterminer  la  valeur  approchée ,  on  forme  une  suite 
de  modules  c',  c",  c*,  etc. ,  liés  entre  eux  par  les 
équations 


qu'on  prolongera  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  va- 
leur de  o  peu  différente  de  l'uDilé  ;  qu'on  détermine 
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les  ainplitndes  correspondantes  p',  ^"^ip  ',  etc.,  par 

les  équations 

sin(a^'  —  ^  )  =  c  sin^  , 
•iQ(*^' —  *')  =  c'BÏnç', 
sin(a^' —  ^')  =  c'sin^", 
etc.  ) 

il  en  résultera  ane  snile  de  fonctions  de  premiers 
espèce (Fc,  <p\  F(c',  ^^  Fff*",  ^"),  etc.,  qui  seront  liées 
entre  elles  par  les  équations 


¥(0-,  ?■  )=  l±^  F(c',  »')  =  i±i'.  l:i-'' FC<^,  ï) , 

F(c  ,  9  ;=  -^  Ffc ,  <?'>=—  .  -^'-^  F(c,  ^), 
etc. 

Or,  les  modules  c',  c',  c*,  etc.,  comme  nous  l'a- 
vons vu  ,  forment  une  suite  qui  croit  d'une  manière 
rapide;  cette  suite  a  pour  limite  l'unité,  qu'elle  atteint 
an  bout  d'un  petit  nombre  de  termes  ;  -mais  lorsque  c 
est  peu  différent  de  l'unité,  ona,  Ji  très  peu  près. 

En  nommant  donc  <t  l'aroplitude  correspondante  au 
module  très  peu  diffisrent  de  l'unité  auquel  on  se 
sera  arrêté  dans  la  suite  ascendante  c,  c',  c" ,  etc., 
et  en  faisant  pour  Hbré|Ter 
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F(<!,»)  =  Hlogtoilg(^-  +  i«),      (.) 

Si  ^  =:  ■;■«• ,  et  qa'on  nomme  ♦'  ce  que  devient  alors 
l'angle  ^,  on  aura  pour  le  cas  de  la  foocdon  com- 
plète 

F(c)=Hlogtaiig(45'+i*'). 

Voilà  donc  la  valeor  de  intégrale  donnée  ex- 
primée en  fonction  d'une  quantité  logaritbmiqae 
làcile  k  calculer ,  multipliée  par  un  coefficient  cons- 
tant, et  la  question  proposée  est  par  conséquent 
complètement  résoloe  ;  maïs  on  voit,  d'après  ce  qui 
précède,  qu'on  peut  encore  exprimer  d'une  autre 
manière  la  valeur  de  cette  même  int^rale. 

En  effet ,  la  suite  croissante  des  modtdes  c ,  c', 
c",  etc.,  qui  a  pour  limite  l'unité,  peut  être  pro- 
longée indéfiniment  dans  le  sens  opposé;  elle  sera 
alors  décroissante  ef  aura  pour  limite  zéro.  Dési- 
gnons par  c,  c^,  c,p  c„^,  etc.,  les  diSereas  termes 
de  cette  suite  que  nous  supposerons  liés  entre  eux 
par  les  équations 

at^r  al/c"  3l/ë" 

C  =  -^  ,     C,  =      \    T        c,,,  =  -—^  ,    etc.  , 

ou ,  ce  qui  revient  au  même  \  par  les  équations 

t — b  t — h,  I — b 

'         1+*'       "         1+*/       •        i+*.  ' 
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Nommons  tp,,  <p„ ,  f^,  etc. ,  les  amplitades  ctures- 
pondantes  aux  modules  c^,  c,^t  c^,  etc. ,  et  détermi- 
nons leurs  -valeurs  par  les  équations         \ 

tang  (*,  —  (p  )  =  6  fang  ^  ,    j 
*ang (?«—?,)  =  i'tang^,,  \  (k) 
»ang(<P„,— ?;,)  =  ^"tang?,,,  \ 
etc.  i 

on  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  F  (c,  ^), 
F(c, ,  ^Jj  F(c„,*Ç,^,  etc.,  qui  seront  eatre  elles 
dans  des  rapports  coastans ,  en  sorte  qu'on  aura 

etc. 

Les  modules  c,,  c^,  c^,,  etc.,  décroissent  très  ra- 
{âdement,  et  s'approchent  promptement  de  leur 
limite  séro.  Or,  dabs  le  cas  où  c  est  supposé  très 

petit ,  on  a  à  fort  peu  près,y~7=^ ^,  :~i^ — f^  =^  ; 

eu  nommant  donc  ^  l'amplitude  correspondante  au 
module  auquel  on  s'arrête,  et  en  feisant 
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on  mt» 

F(i-,»)i=H'*.        (9) 

Lersqn'on  snppose  ^  =  j  7  les  équations  (n)  don- 
nent ?,=^,  ^^=3if ,  p^=43r....^,=B3".î'îr,  etc.  ; 
^b  désignant  .dono  la  limite  de  ces  anf^s,  si  l'on 
fait 

K  =  (1  -H  cj  (i  +cj  (1  -fcj ,  etc.,     C*) 
on  dura  pour  le  cas  des  fonctions  ^mplètes 
FW=KÎ.        W 

Ainsi  donc  il  y  aura  toujours  deux  manières  d'ex- 
primer une  fonction  elliptique  de  première  espèce , 
dont  le  modute  et  l'amplittide  sont  donnés,  {ter  des 
arcs  de  cercle ,  aa  moyen  de  la  formule  (6)  ,  ou  par 
logarithmes  au  moyen  de  la  formule  (c).  Otf  choi- 
sira la  première  ou  la  seconde  de  ces  formules,  selon 
que  le  carré  du  module  c*  de  la  fonction  primitive 
s'jipproch«ra  dayatitage  de  l'une  des  deux  limites  mro 
ou  l'unité  »aGn  4e  diminuer,  autant  que  pofi6it>le  le 
nombre  des  transfotmée^; .  fit  de  cette  maniera  oa 
n'aura  jamais  à  calculer  qu'un  petit  nombre  de  mo- 
difies «t  d'amplitucEee  correspondantes  ,  pour  arriver 
à  une  valeiïr  suffisamment  exacte  de  l'intégrale 
fçberdbée,      -...-.;;,.. 

La  même  métbo^e  d'approximation  s'applique  aux 
fonctions  de  la  seconde  espèce ,  mais  les  formules 
deviennent  plus  compliquées  à  canse  de  la  quantité 
algébrique  qu'elle^  renferiàent;  cependant,  comme 
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cette  partie  disparaît  dans  le  cas  d«s  fboclioiu  com- 
l^ètes,  et  que  dans  les  applications  qne  nous  ferons 
de  cette  théorie  nous  n'aurons  que  de  pareilles  fonc- 
tions à  considérer,  nous  traiterons  ici  ce  cas  parli-^ 
colier,  et  les  formules  que  nous  obtiendrons  seront 
encore  assez  sinaples. 

La  fortnnle  (f*)  donne  la  suivante  : 

Les  valeurs  des  foncions  E!(c,,  ^^),  E(c„,  9„),  etc., 
seront  donnas  par  des  équations  semblables  j  gn 
pourrait  donc  en  déduire  la  valeur  de  llntëgrale 
fi(c,f  ),  en  fonction  de  Celles  de  ces  quantités  qu'on 
Toudra  choisir ,  mais  la  réduction  dé  la  formule  tt 
laquelle  on  parviendrait  de  cette  manière  serait  pé- 
nible; il  vaut  mieux,  pour  l'éviter,  mettre  sous  une 
autre  forme  la  formule  précédente.  Soit  générale- 
ment G(c:j9)=s:E(c,tp) — F(c,p),  on  trouvera,  en  vertu 
de  l'équation  (o) , 

G{c,ç)  =  ^j  [G(c,,*^  -  c,F{c„^,)  +  c^in^J  ; 

et  par  des  transformations  semblables  j  on  trouvera 

G(c„  if>)  =  -^JG(c,.ip,)  -  c,^(c,M  +  c„sin  çj  , 

etc. 

Au  moyen  de  ces  éqnafions  on^  déterminera  par 
des  substitutions  successives  la  valeur  de  G(c,p)  en 
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fonction  des  quantités  G(c,,^^) ,  G(Cj,,iPjJ  des  fonc- 
tions F(c,,9j ,'  V(c,^,9^  ,  et  de  quantités  algébriques. 
Supposons  qu'on  ait  calculé  la  suite  des  quantités 
G(c,f),  G(c,,  ^J,  etc.,  jusqu'au  terme  G(c„  ç,)  corres- 
pondantau  module  <7|  que  nous  regarderons  comme  as- 
sez petit  pour  être  négligé,  on  aara  \/i — c,'sin'^j=i , 
et  par  suite  E(c„^,)  îs=  F(c„ç,)  ^/àp*  =  *.  En  nom- 
mant comme  précédemment  0  la  limite  des  angles  ^^ 
9,t  ?,,)  etc. ,  on  aura  donc  alors  G(c„fj)=  o.  Si  l'on 
suppose  9=  -  9",  on  aura  0^3'- -ir,  et  les  angles 

9a  'Pif  ^^*>  ^1^"'  t<>^  ^^  multiples  de  la  demi-dr- 
conférence,  ce  qui  fera  dî^raltre  la  partie  algébrique 
des  équations  précédentes.  On  aura  donc^  en  substi- 
tnant  pour  F(Cj,9,),  F(c,,,9,j)  etc. ,  leurs  valeurs  en 

En  mettant  pour  G(c)  sa  valeur  E(cJ —  F(c) ,  et  en 
observant  qu'on  a 


on  en  conclura 

E(c)  =  t(c)  [.  -1  c'(i  +  ;  c,  + 1  c,c„  +  etc.)]. 

Ou  bien  en  &îsant,  pour  abréger. 
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et  en  observant  qu'on  a  ¥(c)  =  K  -  ,  on  aara  ,  pour 
le  cas  des  fonctions  complètes , 

E(c)  =  KLf    («) 

'  Cette  formule  peut  s'appliquer  oon-seulement  à 

des  valeurs  de  c  plus  petites  que  v/-  >  mais  même  à 

des  valeurs  peu  difiereates  de  l'unité  ;  elle  suflSt  donc 
pour  tous  les  cas  que  l'on  peut  avoir  à  calculer.  Cepeu- 
dant ,  si  pour  compléter  cette  théorie  on  veut  voir  ce 
que  deviennent ,  par  rapport  anx  fonctions  de  seconde 
espèce  >  les  formules  relatives  à  l'échelte  ascendante 
desmoilules,  reprenons  l'équation  (/£);  en  substi- 
tuant pour  F(c,<p)  sa  valeur  ^  F{c',f'),  elle  donne 
la  suivante  : 

%,^)=  (i  +  c)E(c'»<p')+ (i  — c)  F(c',^')  —  ^sin  «P» 
et  semblablement 

Ti(c',(p')=(i+<f)'E((^',p")-i-ii—c')¥ic'',iff')—c'àa9'. 
E(c",^'M'-<-c")E(c'*,'p'>HCi-c")F(c"',ff'")-^sinç", 


Soient  E(c*,ip'),F(c',^J,  les  valeurs  de  E(c,ip;,F(c,ip) 
correspondantes  au  modale  c'  que  nous  supposerons 
assez  voisin  de  l'unité  pour  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  série,  on  aura 


V  (  -j-c''sin*^  s=:  cos  Ç*  j 
Tome  IH. 
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par  conséquent 

E{c',ip')  =  fcosp'd^' =  sin<ff ,  , 

F(c',?0=/^  =  log  lang  (45-  +  !$■)• 

Dans  le  cas  des  Tonctions  complètes  il  6tQt  supposer 
ip  es  -  TT ,  et  calculer  les  angles  ^',  (p'\  etc. ,  par  les 

éqnatîons  (*)  ;  mais  cette  supposition  ne  ferait  pas 
d^iaraltre  les  quantités  algébriques  des  formules  ^r^ 
cédente's.  On  ne  peut  supposer  non  plus  p' =-■!{, 
parce  qu'alors  la  valeur  de  F(  c'^  çf)  deviendrait  in- 
finie; mais  si  l'on  fait  ^~'  =  -îr,  ce  qui  n'est  sujet 
à  aucun  inconvénient,  on  trouvera,  en  remontant , 

^  =i  3*"'  -.  En  substituant  donc  pour    F(c',  ^') , 

V(c",  (p") ,  etc.,  leurs  valeurs ,  et  réduisant  les  expres- 
sions résultantes  ,  en  observant  qu'on  a  généralement 

on  trouvera 

Mais  l'équation  tang  {^~'  —  ç')  =  i'tang^,  dans 
l'hj'pothèse  de  ^-'  =  ^  » ,  «îomie  tang  ^  ^  -7=, 
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d'où  l'on  tîre  sin  ç'  =  ^/T+l'  —  '  —  ^  6',  aux 
quantités  près  de  l'ordre  (b^'  que  l'oo  peut  négliger^ 
puisque  l'on  suppose  à  très  peu  près  c'  s=  i .  Ou  aura 

ainsi 

On  a  d'ailleuis 

^c,<p)  =  U(c,  2*-'  I)  =  a'-*ECc). 
En  Ëtisant^lonc 

«n  aura  pourJc  cas  de  la  fonction  complète  : 
^c)  =  -^  log  tang  (45-  + 1  ^)  +  i,. 

Cette  formule  s'applique  au  cas  où  le  module  est 
peu  différent  de  l'unité  ;  ellesuppose  seulement  que 
Ton  a  poussé  la  série  des  niodnles  assez  loin  pour 
que  (^' soit  une  quantité  négligeable,  ce  qui  permet 
de  faire  tr*  ^  » . 

La  suite  des  quantités  croissantes  c ,  c',  c',  etc. , 
dout  la  limite  est  l'unité  et  la  suite  des  quantités  dé-> 
croissanlesc,,  c„  ,  c^^,  etc.,  dont  la  limite  est  zéro, 
n'en  forment  qu'une  seule  liée  par  la  même  loi  et 
qu'on  peut  écrire  ainsi  . 
limite  o  . . . .  c,^^,  c^^,  c^ ,  c,  c',  c",  c'". . . .  limite  i. 

Cette  suite,  qui  peut  être  prolongée  indéfiniment 
7" 
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dans  les  deux  sens,  est  ce  qu'on  appelle  une  échelle 
des  modules ,  et  l'on  voit  que  les  fonctions  F(c,  <p) , 
E(i?,  4»)  peuvent  être  transformées  en  une  infinité 
d'antres  fonctions  de  même  espèce  ^  qui  auront  pour 
modules  les  difTéreos  termes  de  cette  échelle. 

La  précédente  échelle  a  d'abord  été  découverte  par 
Lagrange;  la  loi  de  sa  formation  est  très  simple; 
mais  cette  loi  peut  varier,  et  par  conséquent  il  peut 
exister  différentes  échelles  de  modules  pour  la  même 
fonction  elliptique.  Long-temps  après  Lagrange,  Le- 
gendi'e  en  découviît  une  seconde  dont  la  toi  est  plus 
compliquée,  mais  qui  jouit  de  propriétés  analogoes. 
Enfin ,  dans  ces  derniers  temps ,  on  a  démontré  qu'on 
pouvait  former  une  infinité  d'échelles  de  modules,  à 
chacune  desquelles  correspondra  par  conséquent  une 
infinité  de  transformations  diverses  d^a  même  fonc- 
tion elliptique  en  d'autres  fonctions  dflnême  espèce, 
dont  les  modules  seront  tous  déterminables  par  des 
opérations  algébriques.   La   démonstration  de  cette 
belle  propriété  des  fonctions  elliptiques  (àil  l'objet 
du  célèbre  théoi-ème  dû  à  M.  Jacobi,  dont  les  tra- 
vaux, ainsi  que  ceux  de  son  émule  l'ingénieux  Abel^ 
trop  t6t  ravi  aux  sciences ,  ont  donné  tout  à  coup  un 
nouvel  essor  à  cette  branche  d'analyse  au  moment  où 
ou  la  croyait  épuisée.  Cependant,  tout  en  rendant  jus- 
tice aux  savantes  recherches  de  ceux  qui ,  après  La- 
grange ,  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  nous  devons  dire  que  sous  le  rapport  du 
calcul  pratique  de  ces  fonctions ,  qui  est  le  véritable 
but  que  l'on  doit  se  proposer,  leurs  travaux  n'ont 
rien  ajouté  aux  résultats  obtenus  par  ce  grand  géo- 
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mètre.  Ed  effet,  cette  multitude  d'échelles  de  modules 
dont  ils  ODt  démontré  l'existence ,  en  permettant  de 
Tarier  à  l'infini  les  transformttioQs  des  mêmes  fonc- 
tions ,  a  conduit  à  la  déconveiie  d'un  grand  nombre 
de  propriétés  neuves  et  intéressantes  dont  s'est  enri- 
chie l'analjrse  ;  maïs  relativement  à  l'intégration  de  ces 
fonctions ,  elle  n'a  Eut  que  reprodnire  sàas  des  formes 
diverses  la  même  méthode  d'approximation ,  sans 
conduire  à  aucune  intégrale  nouvelle;  et  comme  de 
toutes  les  échelles  celle  de  Lagrange  est  la  plus 
simple  et  la  plus  facile  à  former,  c'est  en  définitive  à 
celle-ci  qu'il  faudra  l'ecourir  toutes  les  fois  qu'on 
voudra  calculer  numériquement  les  fonctions  ellipti- 
ques qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de 
questions  de  Géométrie,  de  Mécanique  on  d'Astro- 
nomie. Legendre  est  donc ,  après  Lagrange,  celui  qui 
a  rendu  le  plus  important  service  k  cette  partie  du  cal- 
cul intégral  ;  il  a  fait  pour  les  fonctions  elliptiques  ce 
que  les  snccessenrs  de  Neper  avaient  fait  pour  les 
fondions  logarithmiques  et  trigonométriques  ;  il  a 
construit  des  tables  au  moyen  desquelles  on  peut, 
dans  chaque  cas,  trouver  la  valeur  numérique  de 
tonte  fonction  donnée  avec  tonte  la  précision  dési- 
rable ,  sans  être  obligé  pour  cette  recherche  à  des 
calculs  laborieux.  Le  secours  de  ces  tables  rend  l'em- 
ploi des  fonctions  elliptiques  d'une  application  aussi 
facile  que  celui  des  fonctions  logarithmiques  et  cir- 
culaires. Ce  travail ,  moins  brillant  sans  doute  que 
tant  d'antres  du  même  auteur,  est  celui  qui  doit  peut- 
être  lui  mériter  le  plus  la  reconnaissance  des  géo- 
mètres ,  par  les  soins  qu'il  a  exigés  et  par  son  utilité.. 
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Nous  aaroos  plusieurs  fois,   dans  U  suite  de  cet 

ooTrage^  l'occasioD  d'en  faire  i|sage. 


formule  (i)  on  aura 

dp 


.(0  I    /"w  <<pcogy 


^1  — 2«COS^  +•• 

II  y  a  plusieurs  moyens  de  ramener  ces  deux  in- 
tégrales à  la  forme  des  fonctions  elliptiques.  Soit 

sÎD  (^  +  6)  =  a  sin  6 ,  d'où  l'on  tire 

C08(^  H-  fl)  —  0— «'«p^e. 

Faisons  pour  abréger  A  ==  \/ 1  —  a^sm*à ,  ces  denr 
équations  donnent  en  dïfféreotiant 

j^       (f9(«cOT9  —  a) 

**?=  — r — ' 

En  vertu  des  mêmes  équations  on  a  d'aillears 
.  cosf  =:ixsin*6+  cosflû. 
et  par  suite 


\/i  — 3aco8^-f-a*  =  \/(i*cos*6 —  sacofiflA-f- A* 
^acosQ  —  A. 
On  aura  donc 

df  _ 
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Si  VoD  intègre  ces  dem  fonuplfs  ^  obeervfipt  gi^ci 

a*»n*d^  I  —  A* ,  et  que  fîntégrale  yt/OcosQ  devant 

être  ëtendnedepuisâsso  jusqu'à  S^s^,  ce  ferme 


de  6?    deviendroot 

Désignoos  par  F(«)  et  E(«)  les  fonctioos  coniplèles 
de  première  et  de  seconde  espèce  relatives  au  mo- 
dule et,  c'est-à-dire  celles  qui  se  rapportent  à  des 
intégrales  prises  entre  les  limites  6=0  etâ=ï;-nr# 

on  aura      /  "  . .  ,        .   ■  .;  *?=  4H^)*.h^:\i.-  ,.. 

p'  dfl  s/i  — «•sin'9=^4E0<îl.       :.'. 

Les  int^rales  indiquées  devant  s'étendre  ijepuis 
Si=:  é  jusque  S  =s  av.  On  aura  donc  ainsi 

iSi  l'on  substitue  ceâ  valeurs  dans  les  Àjuatious  (S) 
du  n*  19,  après  avoir  &it5=:;,  i s=  o,  oa  aura poot 
déterminer  les  coefficiens  ht   et  fr^  ,, 

jf=i[-2Sï!^l|;^J,*«='4^.  (.9) 
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OD  en  déduira   .  ,  ii  .  , 

*^ 3(1 -«T  "•  *ï  7=,  "~i({"r^rr~-/^' 

Ces  valeurs  ainsi  déterminées^  on  peat  déduire 
facitemeot  tous  les  autres  coefficiens,  des  «fonctions 
y-',  V'  etV"*.  ,    \  •  ■' 

U  ne  s'agira  plus  'que  de  déterminer.'  les  quantités 
F(a)  et  E(a).  Pour  cela ,  si  l'on  ^  veut  les  calculer 
directement  i  il  faudra  ,  conformément"^  ce  ^ui 
précède,  former  la  suite  des  module^  decrdiss^tis  a^/ 
a^,  "m  >  etc.,  jusqu'à  te  qu'on  soif  parvenu  à  iihe 
r^rieurpeu  dii^rénte  de  eéro;  on  en  d^irtt-lâ^  va- 
leurs de  K  et  L  par  les  fonnples  (x)  et(Ç)  n*  aa,  et 
en  substitiiant'des'deuT  quantités  dans  les  foiihules 
{a) ,  on  aura  les  valeurs  de  F  (a)  et  £  (a).  Mais  il 
sera  plus  simple  He  déterminer  ces  deux  fonctions 
par  le  mpj'ea  des  tables  de  Legendre.  , 

Enfin,  si.rQn  voulait  faire  dépendre- comme  dai^le 
n°  5i  du  livre  ÏI ,  la  détermination  des  qaanfités 
'*!*»  6i''v  *t*^- I  dé  celle  des  deux- qdantités  t^l 
et'i^J,  ,  dont  les  dére^ippemeD^  çn.série.sQnl  pfus 
coû<?ei^ens,  on  aoratt  :  ■  u"   •_•    ;:  i'> 

b°i:s=-r    d^  v/i  —  2«cos^  +  «' 

6",    =:   -  /   ''rfipcOBa)  \''l  —  3«COS<p-fi«'." 
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Expressimu  ijgù,  pv  des  tntaafonnatÎQttf  .très  sîmpkiif 
se  raraèaerent  à  U  forme  des  fonctions  elliptiqoes. 

Les  formuler  ptéciàentta  sont  ;  i  ce  qn'îl  nie 
seinble .  |«s  jplus.çç^içodes  que  Fpa  poisse  employer 
poxtr.  If  f^iÇfA  o.9f{ié^<iae'  des  premiers  coefEtciens 
b°  ,-/èl',,  etc.,  et  cette  manière  de  les  déterminer 
me  parait  à  la  fais  plus  simple  et  plus  exacte  qne 
ceHe  des  séries.  Elle  réussit  surtout  '  lorsque  «t.  est 
une  tfë^  petite  qiiantil'é  ,^ii' sorte  que  là  quantité  i — d 
ne  diflère  que  très  peu  de  l'unité ,  et  J'oo  n'a  besoin 
dans  ce  cas  de  caltfdl^  qWon  peSf  iJbmbre  de  termes 
de  la  série  a^,  a,^^,  a,^,  etc. ,  pour  arriver  à  des  ré- 
sultartij  aussi'Macte'qà'oh'péûtle'd^sirGr.  Lo^^tle  lit 
différence  \ -~^a-  est'afa  cotitrarre  très  petite j'  on  ési 
obligé  ^e  pousser  plus  loin  la  série  des  module^;  mais 
le  nombre  qu'il  en  faut  calculer  n'est  jamais  bien  con- 
sidérablej  et  d'ailleurs  I9.  théorie d,es  fonctions  ellipti- 
qaés  ofR'é'^or^  des  moyens  de  profiter  de  cette  tir- 
constance  même ,  ponr  simplifier  les  calculs  et  réridi^ 
les  approximatioD8.pfa9>niipides;-Ctn'pent  aussi  alors 
faire  usage  des  formules  relatives  à  la  suite  ascendante 
des  modules  et  l'on  doit,renfarqiier  en  outre  qu'alors  a 
étant  supposé  très  peu  différent  de  l'unité ,  ce  cas  est 
celui  où  l'on  ne  peut  employer  la  métbpcl^dçS'.sérî^ 
à  cause  de  leur  peu  de  convergence. 

Enfin,  comme. n<^;l'aTOns  âR\^  des  tables  très 
exactes  ayant  été  construites  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques ,  on  pourra  d^^ioef  pac  l^r  moyen ,  pres- 
que Immédiatement  et  sans  aucun  calcul,  les  valeurs 
des  quantités  F(a)  et  E(a),  quel  que  soit  lentodiMlf  «> 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 


■•6  IHiaRIE  AAAËTTIQDB' 

etiesTàlenndeâcoeffidenSJ^;' M'\  9^^,  M'*,VeD 

!■*;■. ■  ■*    .   ■:fr  ...   ip:.i:    ■•■ 

4^uirp^t{wr|es  fonniile6(i8),et.fi9)w,  .   .û     . 

Pour  appliquer  ce  procédé^.^  un  ^empïé  fi&rticu- 
lier,  supposons  qu'il  s-'agUse  de  d^elopiper  lès  trois 

foDCtiODs(i — aacosflH-"*)' *  »  (i— a«cb8<H-«P')~'^ 
(i  — aacos^  +  a*)'*,  relatÎTesàractioD  réciproque 
de  Jupiter  et  de  Saturne.  On  aura  dans  ce  cas  : 

dt  sa  p,.5453t,oa4)   :    : 

ff  par  les  ^les  des  fonctions  elliptique^  on  tBOore 
^atÎTement  à  c^tte  râleur  du  iqodule 

'   '   F(*)=i;7y35o57i  p(«)=  i,44654a5i?,,;'. 


Ces  yale^irs 
dopnent     - 

,  substituées  dans  les 

fc-Trtf.;(!?i. 

#=■  ■•'■"■ 

■i^iioilin/^. 

:.''.'':;';.■:  ^;'' 

..-  ■■'  .... 

'.& 

o.(52<j6SSoo, 

■  ■..  .......  -/, 

d'où  l'on  conclut 

.1 

9'  i  : 

4.5S8d87ôo , 

.   ,.■  ,•. 

■     ','  ".' 

it- 

3.18558554, 

■•.y:,.fl 

et  p»r  suit* 

■      .       ^' 
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An  moyen  de  ces  valeurs  on  poom  d^ternnner, 
par  les  formules  du  d**  a  i ,  le  coefficient  de  l'un  quel- 
conque des  termes  du  développement  en  séries  des 
trois  fonctions  (  i  — 2«cos^+«')~,  (  i  — aocos^Hf-*»)"» 
et  (i — -sacos^-f-a')"»  ,  quel  que  soit  Tordre  de  ce 
terme. 

34.  Conoaissant  par  ce  qui  précède  les  valeurs  des 
quantités  Mr',fe^'>,  M",  etc.,  5^"',  bf ,  bf  ,  etc., 
*i^  *  ^i''  j  *t\ etc. ,  et  de  leurs  coefficiens  différentiels 
sacoessi&,  il  sera  facile  d'eu  conclure  les  valeurs  des 
qnanlità  A<*\  A<'^A«,  etc.,  8^*^,  B^'',  B^î,  etc., 
Cf^\  C^'ï,  (y,  etc.,  et  de  leurs  différences  successives 
tant  par  rapport  à  a  que  par  rapport  h  a'.  En  effet , 
nous  avons  supposé 

(«•— »na' CM  •+«'•)"  s  _^^?=  iAC)-HW')cOiM-A('>co«ïH-elc., 

et  en  faisant  *  =  -j. 

(1  — »■«..,+  «•)*'  =  -  t.'  +  6l'*coif  +  6j_  co«»#  +  eK. 

On  aura  donc  gÀi^alement,  en  GompBrBnf'Ices 
deux  séries , 

A»  =  ^.-6f,    (21) 

et  dans  le  cas  de  t  =  i , 
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En  dîfôrentUnt  ces  Tileiin  et  en  observant  qu'on  a 

ib  I 

3j  =  y,  onanr. 

Mm •_      3 

da    ~  J-   '     <U' 
et  ponrle  cas  de  t=  r 

<f«   —  a*  '    \  dm  J 

Ed  diffëreatiaat  de  Douveân,  on  tronTera  dans  le 
cas  même  où  i^  i 

etc. 
D'où  l'on  conclura  généralemoit 

Le  cas  on  l'on  a  à  la  fois  m^\  eu'si  étant  seul 
excepté. 

De  même  aoos  avons  supposé 

(a'  —  ian'ccwt +  «'•)'■ — ^,=- BC°)  +  B(>)«Mt  +  B(>)  coia^4->ic, 
{«•— Ma'co.«4.a''r«  =-  CW  +  CO)  cm  « -f.  C<')«>.»^  +  etc., 
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(1— i«coif  +  «')~*  =  - ij  +*j    cot^-hbi  eoti^+ tK., 

On  aura  donc  en  général 

BSO=j;,.»^'     et    C->=l,.if, 
et  dans  le  cas  de  1  =5  o. 


BC.>=i(f  _  .). 


En  difiërentiant  snocessiTenieDt  ces  valeurs,  on  en 
conclttra  généralement 


rf-ft('> 


_  rf-cto       I 


K  ,  b' ,  etc.,  a  Favantage  d'introduire  de  l'uniformité 

dans  les  formules,  et  de  simplifîer  les  calculs,  parce 
ces  quantités  et  leurs  différences  relatives  à  a  servent 
i  la  fois  à  la  détermination  des  inégalités  des  deax 
planètes  troublées  par  leur  action  réoproque.  D  con- 
viendra donc  d'introduire  ces  quantités  et  leurs  difl«- 
rences  dans  le  développement  de  la  fonction  R,  à 
la  place  des  quantités  A'*^  A*'^  etc. ,  ff"',  B''*,  etc. , 
00)^  O'^  etc. ,  et  de  leurs  différences  relatives,  soit  à 
a,  soit  à  a'.  Cette  opération  sera  facile,  au  moyen 
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des  formules  précédentes ,  lorsque  les  différences  re- 
latives à  et  auront  été  converties  en  différences  rela- 
tives à  a  par  les  formules  du  n'  5a  du  livre  II ,  qu'on 
peut  prolonger  aussi  loin  qu'on  voudra,  c'est  ce 
que  nous  avons  &ït  dans  le  n'  6  et  saivans.  On  peut 
d'ailleurs,  pour  éviter  toute  opération  inntile,exprimer 
de  suite  les  difi'érences  relatives;  à  a'  en  fonction  des 
quantités  èf\  è'/',  etc. ,  fcf ,  ij\etc.,èf ,  fr^'',etc., 

et  de  leurs  différences;  ou  les  obtiendra  très  ai- 
sément par  la  différentiation  successive  de  l'équa- 
tion (ai). 

35.  \a  méthode  par  laquelle  nous  avons  ramené  à 
la  forme  d'intégrales  définies  les  expressions  des  di- 
vers coefficiens  du  développement  de  la  fonction 
(fl'  —  afUi'cos^  +«'')"'  s'appliquerait  de  même  au 
développement  de  foute  fonction  donnée,  en  série  de 
fonctions  périodiques  de  la  variable,  du  moment 
qu'on  est  d'avance  assuré  que  cette  fonction  peut  être 
exprimée  par  une  semblable  série. 

Si  les  intégrales  indiquées  [wuvent  s'obtenir,  elles 
donneront,  sous  forme  finie,  l'expression  des  coeffi- 
ciënrs  du  développement  de  la  fonction  proposée.  Si 
Fint^rafion  est  impossible  par  les  métbodes  directes, 
tamtat  rexpreati«n  de'  cbaque  coefficient  est  donnée 
sems  la  forme  de  qmdratures,  on  poarr*«oujoura  ea 
détenniner  la  nlearpar  les  métfaod«d  d*«p[rr(niima- 
tîod  cOTloues,  avec  tel  d<^;vé  d'erscétade  qu'on  von- 
dnl.  Dans  toua  les  ca»,  cbtte  expreasion  indiquera  les 
relstiocis  qui  lient  ce  coefficient  à  ceux  qui  le  préc^ 
dent,  et  i-am^era,par  conséquent^  leop détcmmna- 
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tiiOli  générale  ik  ct^  d'uo  petit  aowbn  d'entre 
eux.    . 

.  Celte  sMftièrc:  de  fi»rnier  le  déveloi^ment  d'une 
ùmeiUui  peut  étfa  principialeinwt  utUe  quand,  ctui* 
ttvttde  ses.coefficieha  est  lui-q)éai«  exprimé  par  duc 
série  infinie;  en  sp^te  qa'on-neiMHirait  avoir  sa  re- 
leor  e:ta(;le  pat  autin^e  astre  méthode.  C'est  ainsi , 
par  e^evofAcr  q<ie  dans  les  formales  dn  mouvement 
9llipti<|ufi  chacun  des  coefficiens  des  séries  qui  expri- 
ment le  ftyott  vectenr  et  ]a  Jongitode  vraie  en  foDt>> 
tion  de  ia  longitudË  moyenne»  £o(nie  une  suite  oc- 
donnée  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité  de  l'orbite.  Lorsqu'on  vent  réduire  cet 
expressions  en  nombre,  il  est  doue  boa  d'avoir  le 
moyen  de  calculer  ces  coefficiens  par  des  formules 
indépendantes  des  excentricités,  et  qui  indiquent 
clairemenl  le  degré  de  petitesse  des  quantités  né- 
gligées. 

Mais  c'est  surtout  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires  qne  l'emploi  de  cette  méthode  pourrait 
être  d'une  grande  utilité ,  car  les  coeflSciens  des  diffé- 
rens  termes  du  développement  de  la  fonction  pertur^ 
batrice ,  eu  rinuà  et  çasiBus  des  mtdtipJLes  des  moryens 
mouvemeos  de  la  planète  tronblée  et  de  la  planète 
perturbatrice,  étant  également  des  sénés  ordonnées 
par  rapport  ara:  excentricités  et  aux  inclinaisons 
n»  4  »  «  l'oO  parvenarl  à  évaluer  ces  coefficiens 
pat  le  moyen  des  quadratures  paraboliques,  non-seu- 
lement oo  effilerait  les  pénibles  calculs  qu'exige  le 
dévelt^peraenf  de  cette  fonction ,  mais  encore  on  ar- 
riverait, dans  la  recherCbe  des  in^Ktés  planétaires 
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à  des  résultats  beaucoup  plus  certains  que  ceux  qu'on 
obtient  par  les  méthodes  ordinaires,  parce  qu'oD  n*est 
jamais  bien  assuré  que  quelque  circonstauce  parti- 
culière ne  rendra  pas  sensibles  des  inégalité  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai* 
sons  qu'on  a  cm  pouvoir  négliger. 

On  a  donc  dh  chercher  k  étendre  la  méthode  pré- 
cédente au  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit  de  dévelop» 
per  renferme  k  la  fois  deux  variables,  et  où  ta  série 
qui  l'exprime  doit  être  une  suite  de  sinus  et  de  co- 
sinus des  multiples  de  ces  variables.  Supposons ,  en 
général ,  la  fonction  R  développée  en  une  suite  de 
termes  périodiques  de  la  forme 

K,/  C06  (»?)  —  tip')  -t-  K',/  âa(i<p  — 1>') , 

dans  lesquels  f  et  p'  représentent  les  anomalies 
moyennes  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice  >  î  et  ('  deux  nombres  entiers  qui  peu- 
vent avoir  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives, 
y  compris  zéro.  En  n'ayant  égard  qu'ï  ces  termes, 
On  aura 

R  =  Kiy  C06  (ip — ^^')"f-  K'i/  «in  (ip —  i'f'}- 

Si   Ton    multiplie  successivement   par 

cos  {4(p  -f-  l'^O  tip  <^'  6t  par  sin  {ip  +  i'^')  d^  dp'  les 
denx  membres  de  cette  équation,  et  qu'on  intègre 
entre  les  limites  o  et  av,  il  est  aisé  de  voir  que 
tous  les  termes  du  développement  de  R  dépendant 
d'un  aliment  différent  de  ip  —  i'p'  disparaîtront 
d'eux-mêmes.;, en  soi^e  qu'on  aura 
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les  intégrales  devant  être  prises  depuis  ^ =o  jusqu'à 
fssxr,  et  depai8f'  =  o  jusqu'à  ^=x!r. 

Si  l'on  désigne,  comme  nous  le  disons,  par  F 
le  premier  terme  du  développement  de  R ,  ou  celui 
qui  répond  au  cas  OÙ  l'on  &it  à  la  fois  i=s  o  et  i'=2o, 
cette  formule  devient 


F  s= 


^'Lyr^^^^^'- 


Les  coefficiens  du  développement  de  la  fonction  R 
se  trouveront  donc  ainsi  exprimés  au  moyen  d'inté- 
grales définies  doubles,  et  il  ne  restera  plus  qu'à 
cherclier  les  méthodes  les  plus  simples,  pont*  en  dé- 
terminer les  valeurs  approchées  avec  le  plus  d'exacti- 
tude possible. 

Cette  manière  d'exprimer  les  coelBcîens  du  déve- 
loppement en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  n'est 
qu'une  extension  du  procédé  employé  par  D'Alembert 
pour  calculer  les  valeurs  de  ces  coefficiens  relatifs  aux 
termes  iudépendanides  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, ce  qui  réduit  les  expressions  de  K,_|'  et  K'f,i'à  des  ' 
intégrales  simples  prises  par  rapport  à  <p  et  ip'.  M.  Pois- 
son,  en  l'indiquant  pour  la  première  fois,  conce- 
vait en  même  temps  l'espoir  que  par  quelque  artifice 
d'analyse  on  parviendrait  à  réduire  ces  intégrales 
doubles  à  la  forme  d'intégrales  simples  ;  mais  il  ne 
parait  pas  qu'on  y  ait  réussi  jusqu'ici  ^  et  le  scvl 
ToHE  ai.  8 
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moyen  qui  se  présente  pour  les  câlculed-,  est  d'étendre 
à  deux  variables  la  méthode  des  quadratures  parabo- 
liques. Cette  méthode  consistig ,  comme  on  sait,  à  rcr 
garder  l'intégrale  dont  on  veut  déterminer  la  valeur> 
comme  l'aîro  d'une  porti<m  de  courbe  panitx>Uqaft 
comprise  enti-e  d$s  limites  donnoesT  et  à  partager 
ensuite  cette  aire  en  un  assez  grand  oomhrq  df  par- 
ties pour  que  chacune  d'elles,  r^gardéf  cosDme  un 
petit  trapèze  curviligne  sur  l'un  de  se»  côté^,  pi^is^ 
se  déterminer,  aussi  exactement  qu*qn  le  TOifdrit ,  ffit 
les  moyens  du  calcul  diflërentîel  :  la  somme  de  tous 
ces  trapèzes  sera  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée. 

Supposons  donc  le  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit 
d'intégrer  comprend  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  .Soit ,  par  exemple ,  fydx  dz  une  inté- 
grale quelconque  dont  il  faut  trouver  la  valeur  ap- 
prochée'entre  des  limites  assignées  à  ^  et  à  2,  en  sup- 
posant^ une  fonction  connue  de  ces  deux  variables  ; 
en  sorte  qu'on  ait  j  ^  fonct.  (x,  z).  On  pourra  re- 
garder f  comme  l'une  des  trois  coordonnées  d'une 
snrfàce  parabolique  dont  les  deux  autres  coordon- 
nées sont  J7  et  ;;  ;  et  la  question  consistera ,  par 
conséquent ,  à  cuber  le  solide  compris  entre  cette 
snrfâce,  le  plan  des  xz,  et  les  plans  menés  paral- 
lèlement à  ceux  des  xjr  et  des  j-z,  aux  limites  des 
coordonnées  x  et  z.  Nous  prendrons  pour  ces  li- 
mites j:  =  o,j?  =  aetz=so,  z^=  b,  et  nous 
supposerons  que  pour  les  deux  premières  valeurs  de 
41:  et  de  z  on  ait  yy^ir  rfz  =  o;  ce  qui  est  permis, 
puisqu'on  peut  toujours  placer  l'origine  des  coordon^ 
nées  au  point  on  commence  le  solide  cherché,  et 
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|»ire,  jgT  oQowi^fttttf  que  j:  et  r  >t'ê¥«a*nisB«Bt  «|i 
çiéme  teinp^  que  l'iatôgrale  fy^xdt. 

rîpt(s  saf^io^rons  «n  outre .  coQ&wmémâiit  à  ce  q^î 
a  été  dît  p"  34  ^  iiypç  Ul»  que  fUtB$  l'intocTallp  c&mpnis 
eatre  les  limites  x  ==<)  et  x^ti,  z^^fi  et  2  ?=  &,  t'oc- 
jktnnfie  j:  reste  bonjours  de  mâqie  sigpa ,  de  manicte 
que  Iç  solide  qu'on  veut  cuber  soit  compris  tout  ea- 
tier  du  mèpie  c^tâ  du  plan  da$  vj  ;  s'il  en  était  sr- 
irenteut,  il  faudrait  cberdiçr  suosessivvraQnt  les  dï^ 
&Fent«5  partie  du  sçllde ,  ûtuées  soit  au-dessus,  soit 
'  au-dessous  du  plan  de«  JCf,  et  retraocher  la  somme  de 
oplies  quj  sqot  comprises  dans  un  s^ns  de  ^  somn^e 
ibs  oelks  qui  sont  comprises  tlans  l'aptre. 

EnfiDj  qoc^  supposerons  gue  dans  l'interyalle  con^ 
pris  entre  les  limites  assignées  à  l'intégrale,  la  cour- 
bure dç  U  surface  n'épcouve  ^ycuiie  variation  4e 
oatàre  4  rendre  fnfîni  l'up  des  coefficietjut  différep- 

,ieU^,  &,   g,  etc. 

tiy'    ds'    ix^' 

^la  posi»,  dWisops  eu  n  parti»;  égaks  Tua  des 
l^ié»  4^  1»  lûs«  d»  solide  que  npw  voulons  évflq»^; 
SÇ»4t(i|^'riine4B  ces  parties,  ep  sc^te  qu*oa  ait  6=:|f^'. 
Si  l'on  mène  par  chacun  des  points  de  divi^ioi)  d^ 
j^ans  pafatlèles  à  cçlui  des  sq',  on  pourra  regarderie 
solide  di^rché  comme  étant  la  somme  de  tpus  les  pe- 
tits sfJides  curvilignes  doot  la  base  çst  ot'a.  Divisons 
de  même  le  côté  a  en  m  parties  égales,  soita=mai; 
par  cbacpn  des  poipl^  de  division  menoos  des  plans 
parallèles  ii  celai  des  j'js  :  il  est  évident  qu'on  pourra 
considérer  le  solide  représenté  parViutégrale/yd^djE 
e  étant  la  somme  de  tous  les  petits  paraltétépi- 
8.. 
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pèdes  carvilignes  dont  U  base  commune  est  aaf,  et 
dont  les  bauteui-s  sont  les  valeurs  que  prendra  z  lors- 
qu'tm  y  fera  simultanément  z=o  et  x^o,  x^c^  ^ 
x^siOjX^Ze»,  etc.,  ]jisqa*k' x^(m-~i)oti  puis 
a^et',  et  de  mémex=so,  x^oê,  x^  nu,  etc., 
jnsqu'à  jrŒ:(m— i)**]» ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
»a=(n  —  \)a'  et  x  =  o,  a:^»,  etc.;  c'ést-à-dire 
que  comme  nous  avons  supposé^sa  F(x,  z),  si  l'on 
désigne  généralement  par  Y,^|,,  ce  que  devient  y 
lorsqu'on  fait  simultanément  x^ità ,  z  ^  iot',  les 
râleurs  successives  dej'  seront 

y.,,  =F(o,  o),  Y,..=  F(»,o),...  Y«_,,„=F[(ni-ti>,  o], 
Y,.,  =F{o,«'),  T,..  =  FC*,,0,  -  T_,,,=F[(w-i).,  •']. 
Y...  =Fto,a-').  Y...^F(*',a-0,-.-  T^,..=F[C»i— 1>,2»'], 

T.,»-  =FLo,  (w-i)-'],       T„._.  =F(.,  fi-i).'], 
Yr.-.=nC2.,C«-'>T-.-T«_,.,_.=F(m_iV,(„_,).']. 

La  valeur  approchée  du  premier  solide  sera  égale  à 
'(Uât'Y,^  „,  celle  dn  second  à  aa'Y,  „,  et  ainsi  de  suite; 
on  aura  donc  pour  la  somme  de  tous  ces  solides ,  on 
pour  la  première  valeur  approchée  de  l'intégrale 
cherchée  : 

y>rfa:rfa=«û,'(Y.  .    +Y,  „    +Y.  „ H-Y._.  ,) 

+««'(Y,..    +Y,,,    +Y +Y._.,.) 

H-««'(Y...    +Y.,.    +Y., +Y._.„) 

On  peut  encore ,  en  commençant  par  les  derniers 
solides  dans  lesquels  nous  avons  décomposé  le  cube 
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représenté  ^^JfdxdZf  regarder  ce  cube  comme  la 
somme  de  tous  les  petits  parallélépipèdes  curvilignes 
dont  la  base  commuoe  est  (oa',  et  dont  la  hauteur  est 
la  valeur  que  prend  z  lorsqu'on  y  suppose  simultaué- 
meut  z  ^  na»'  et  x  ^  mai ,  x  =  (m  — 1)«,  etc. ,  jiis- 
ijuli  x=3(tf,  et  ainsi  de  suite,  en  remontant  jusqu'à' 
z^u'  et  x^moi ,  x:=(m'—  i)âi...  x=:  CD.  Qa 
trouTera  ainsi  une  nouvelle  expression  de  l'intégrale 
cherchée  ;  la  première  représentait  la  somme  des  pe- 
tits parallélépipèdes  inscrits  au  solide  qu'on  veut  éya-> 
Iner ,  la  seconde  sera  celle  des  petits  parallélépipèdes 
qui  y  sont  circonscrits.  £n  prenant  donc  la  demi- 
somnoe  de  ces  deux  expressions,  et  en  observant  que 
Von  8  de  la  même  manière ,  en  ne  considérant  que 
les  deux  tranches  extrêmes  du  solide , 

-'(Yo..  +  Y,,.  +  Y. +  Y_,.J 

-*''fiY.,.+Y„,+  Y......+  Y^,,,  +  iY.,J, 

-'fY„.  +  Y.,,+  Y,.....+  Y.,.) 
=  -'(ÎY,.,+  Y,,.  +  Y.,....+  Y._,. ,+  iY.,,) , 

00  trouvera  pour  Texpression  de  fydxàz  plus  ap- 
prochée de  la  précédente 

y><fai=4.(iY.,.+ï,,„+Y, +ï.„,,.+;ï.,,)," 

+W.(iY.,.+Y.„+Y. H-Y.„..-(4ï^ ,),  j 

+.»'(iY.,.+Y.,.+Y. +y._.,.+:y.,.), 

+^<;ïo..+ï.,.+ï. +ï.^„.+Y.,.> 
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Gutto  fortttate  i<e|niiMDten  d'autant  plas  encte» 
«Mut  U-nietitAeVintégcBli  jy-dxdHi  que  le  nombre 
d<s  parties  datu  lesquelles  ota  aura  divise  a  «i  è  son 
jAns  çoDsîdérable ,  puisqull  est  évident  ^'en  maltï- 
pHânt  it  nombre  des  paraUétéfHpèdes  élémeataîrs» 
kar  flotnme  approchera  darantage  ds  bolide  chiu^diéi 
Ofi  a  donc  ainsi  ub  moyeB  de  calcsler  l'iutégraltf 
ffdxdB  avee  toute  la  precisioa  qw'oii  pourra  dësifer  ; 
on  pourrai^  d'aiHeurs  déterminer  analyti^enient  it 
correejion  qu'on  doit  appliquer  à  la  formule  pté- 
eédente,  pour  avoir  une  valeur  plus,  exacte  de  in- 
tégrale qu'elle  rejiréseatej  mais  comme  celte  foitntiW 
de  correction  serait  trte  compliquée ,  et  tpx'éa  «M  f«^ 
rait  bien  rarement  usage  dans  la  pratique ,  Aoas  né 
nous  y  arrêterons  pas  ici. 

Appliquons  maiotenaot  les  considérations  précé- 
dentes au  calcul  des  formules 

K',_,'  =  £s7""  /""  RsinfiÇ  —  ttp')épdip', 

où  les  doubles  intégrales  doSveot  être  prises  depuis  1^ 
et  ^'  égaux  à  zéro ,  jusqu'à  ^  et  <p'  égaux  à  3?r. 
51  f'oii  ^dppàsé 

■À  =^.r"'/'"  ftïûàr*tî06^»'rfpdy, 
a»*  J  o     J  a 

i  =t-L/'"  /'"ftsinfipsin/^'rfpdlp', 
C  ==  -~  /  /  Usini^cosi'fWipiï^', 
■b*=-^r  '  r^  Rcosiçs'inr^'rf^*. 


Eiiiizedbv  Google 


IH)  STSl^E  DU  MONDE.  119 

liCS  intégrales  étant  prises  dans  les  mêmes  limites 
queles  précédentes,  il  est  clair  qu'on  aura  K,,'=A-}-B 
et  K'1,1'  ^  C  —  D  ;  on  aura  par  conséquent  les  râleurs 
de  E|  l' et  de  K\y,  dès  qu'on  connaîtra  celles  de  A ,  B, 
C  et  D.  Occupotn-nous  donc  de  calculer  ces  quatre 
quantités. 

Commençons  par  la  première.  SI  Ton  veut  com- 
parer son  expressioB  à  oelle  de  l'intégrale  générale 
fjrdxdz,  il  faudra  supposer  ^  =  x,  f)'  =  z  et 
jr^V[x,  z)^Rcosii^co8r^'.  Les  intégrales  rela- 
tiv.es  à  9  et  ip'  devant  être  prises  depuis  9  =  0  jusqu'à 
ip  =  3»,  et  depuis  ^'  ^  o  jusqu'à  ^'  =.^3'rt ,  si  l'on 
suppose  la  drconJerence  entière  divisée  en  m  parties 

égales,   qu'on  substitue  successivement  <p  =  —  , 

Ç  =  a  .  —  ,  ip  =:  3  .  —,  etc.,  à  la  place  de  f  dans 

R  ;  qu'on  suppose  ensuite  la  circonférence  divisée  en  n 

parties  égales,  qu'on  fasse  successivement  <p'  ^  — , 

ç'=2.  -^,  <p's=^.  — ^  etc.,  danslï,  et  qu'on  désigne 

en  général  par  Rx,^'  la  valeur  de  cette  fonction  corres- 
pondante à  la  supposition  que  l'on  a  simultanément 

fsssÀ,  —  et  f'  =s  A'  .  —,  d'après  les  notations 
précédemment  adoptées,  on  aura  généralement 
Îk.  .'  =  K  X'  cos  (i\  ^)  COS  (l'A'  ^). 
La  formute  ^  A  ) ,  en  y  supposant  ce  =s  -^  çt 
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*'  =  "V  '  **  ®"  faisant  pour  abréger  «=  i  ^  et 

■  =  '"  —  ,  dooDera  donc  aitui  : 

+  ;^.«»î.(iH^.co.o+B,,co..+Il^,co.a.,.  +  lR^_«o.™,) 

Pour  faire  nsage  de  cette  formule ,  on  commencera 
donc  par  calculer  les  quantités  R^^,  R,,o,  etc.^  en- 
suite on  calculera  les  quantités  suivantes  : 

^.  =  S  \>."*">  +  ^,,„'»»«  +  \.  cotM.. .+ iR_^_  co,  ^  ( 

et  l'on  aura  enfin  cette  expression  très  simple. 

En  changeant  dans  les  expressions  de  f,,  V, ,  etc. 
et  dans  celle  de  A  les  cosinus  en  sinus,  ou  aura  la 
valeur  de  l'int^rale  que  nous  avons  représentée 
parB ,  et  l'on  trouverait  aisément  des  formules  sem- 
blables pour  déterminer  les  valeurs  de  C  et  D. 

Si  l'on  nomme  F  le  premier  terme  ou  la  partie 
constante  du  développement  de  R ,  on  aura 
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Ce  terme r^pondi  la  sn^iosition  de  is=o  et  f=^Of 
ce  qni  donne  «t=o  «.'  =  0.  Oa  aara  donc  pour  la 
Vfledr  de  cette  intégrale 

£d  faisant^  pour  abréger, 

P.  =  JR.,,  +  R.,.  +  R.,.---  +  ;R^., 
P.  =  jRo,.  +  R...  +  R +  ;».,., 

P.  =  1  R...  +  R,,.  +  R.,.  . .  +'  i  R..1. 

La  Talear^e  F  ainsi  calcol^  est  cd\e  qu'il  foodn 
substituer  dans  les  équations  différenlieUes  qui  dé- 
terminent la  partie  séculaire  de  la  TariatioD  des  élé- 
mens  des  orbites'planétaires. 

Oh  voit  donc  qu'il  sera  toujours  facile  de  dater- 
miner  par>-uiie  suite  d'opérations  ires  simples  le« 
cMlBcwns  de  l'un  quelconque  des  -tentaes  du  déve> 
loppemeut  de  la  fonction  perturbatrice,  du  moment 
que  Ton-aui'a  calculé  la  suite  des  quantités  que  nous 
ATOns  désirées  par  Rq.oj.  K.,i  >  etc. 

U  nous  reste  à  montrer  comment  se  calculeront 
ces  quantités.  ■ 

Or,  R  étant  la  fonction  qui  représente  l'action  ré- 
ciproque de  deux  planètes  m  et  m',  on  a    . 
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Comme'  là  partie  —         ■  '         — — -■■-  ■-■  est 

commune  aux  deux  planètes,  et  qaeUè  est  Oette  '^Hi 
entraîne  les  plus  longs  calculs ,  il  sera  bon  de  la  cal- 
culet  séparément ,  €i  de  diviser  aînât  la  fonclion  "ft  -en 
deux  parties.  En  n'ayant  égard  qu'à  la  première ,  et 
nommant  f  la  distance  des  deux  l>!a'itèee^,  où  aut^ 

R=  — f  let  par  le  n**  I , 

f*  ar:  /•'.  •+■  r''  -^  srr'cos' ç>  CW  (/ -7-  v) 
—  srr'  sin*  ~  y  cos  (v'  +  f)  ; 

r  et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  de  m' dans 
leurs  orVitës  elliptiques,  v  et  v'  les  longitudes  vraies 
compta  de  ta  «ooionine  iatersectiou  d^  ces  yyr- 
bites. 

INous  avons  nomtné  précédetnmBnt  p  et  ^'  lebani»- 
malies  moyennes  de  m  et  de  m',  6t  uotis  avoQ&  cbsiû 
ces  deux  variis^les  pour  les  abscisses  du  solidb  parabo- 
lique dont  F  [p,  ^')  représentait  l'ordonoée^  Si  l'on 
mippose  doue  qu'on  remplacb  danç  l'ei(preB«)»a  ftér- 
oédeote  r,  r',  v,  v",  par  ieârs  valeur»  ^n  fonction 
^ff»  anOHialïeis  moyennes  des  de^x  plan^ta^,  on  aura 

F  (9,  9')  ^  >  ■"*  ,!  ,  et  il  ètndra  commencer  pa?  *al- 

cnler  les  diverses  valeurs  de  ^  ((p,  ip')  qui  correspon- 
dent aux  valeurs  successives  qu'on  peut  donner  à 
^  et  à  ^'.       ' 

Pour  cela,  on  calculera  d'aboira  les  valeurs  an 
rayon  lecteur  r  et  de  la  longitude  v  de  la  planète  m 
correspondanteïftnxValeutssiftcessiYes  de  l^nomalie 
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calera  de  même  les  valenra  de  /  et  de  v^  eor- 
respoodaotes  aux  râleurs  dé   l'aDomalie  moyenne 

^^o,  ^= — ,  ^'=a  — ,  etc.,  et  l'ou  formera 
no  tableaa  de  ces  valeurs.  On  combinera  ensaite  en- 
tre eak  ItA  f^ultats  ^e  ce  tablëïià ,  de  liiailièré  à  fd!-- 
mer  les  valeurs  de  chacune  des  quantités  représentées 

généralement  pkr  f^A — ,  A' — \ -A  et  A'  ponvant 

prendre  tontes  les  valeurs  positives,  comprises  pour 
la  première ,  entre  o  et  m ,  et  pour  la  seconde ,  entre 
o  et  n.  Ces  cômbibiiisons  seront  ab  ndtiibt«  &e  myft, 
ainsi  que  lès  'q\iHitités  %  fenneri  Ces  taleUrstdctUdft, 

OD  en  déduira  gëuéraIemeDtRx,V=--rT '~~Tt  et 

1^  formàles  (BJ  e(  (C)  doaiuront  ensuite  les  V*<* 
le«rs  d^  iktégralcs  cbtrebéta. 

Toiit  ce  qui  précède  •s'a{>|riiqikendit  Vlé  mâme  évi» 
dtnmieat  râ  calbnl  de  rinbégrale  jydpd^',  resuttaat  ■ 
de  la.-dca>ième  partie  de  la  fonction  H  :  on  iriMenrérâ 
seidenMDtqneceUe  ipulieme  prbdaÏAsmt  ancun  terme 
constant  dans  le  développement  de  R,  la  valeur  de-F 
n'en  sera  pas  altérée. 

2I6.  Lorsqu'oD  aura  ef^ectuè,  par  ce  qui  précède,  le 
développementde  la  fonction  perturbatrice  easéHèdt 
sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  ^  et  de  ^',  rien 
ne  sera  plus  faèile  que  <f  en  déduire  le  dévëloppéméril 
de  il  en  (emetàan  des  JdtigîtudM  imàjinasa  Ht-i^tfjt 
n't  +  e',  de  fif  et  4e  tn'-,  a'eat-4-dîrt  sçoa  h  fonate<Mi 
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cette  quantité  e«t  ordiiuûremeDt  employée  dans  le 
calcul  des  perturbatioDs  planétaires.  En  effet ,  (p 
et  <p'  étant'  les  anomalies  tnoyeanes  des  planètes  m 
et  m',  on  aura 

^  =  n<  +  (  —  a     et     ^'=n't-\-i — eo'. 

En  substituant  ces  Taleurs  dans  R ,  et  en  faisant 

R  =  mT  sin  {i'n't  —  int  +  i'^  —  fc) 
+"  iwT'  ces  {i'n't  —  int  ■+-  ïV — ii) , 
Ob  aura 
m'P  =  K,,,'  sin  (l'o'  —  ia»)  —  K',_,'  cos  (i*»'  —  ûp), 
ni'P'3==  Ki/cos^iW  — ♦  i»)  H-  K',  i'  nn  (?»'  —  i»). 

On  pourrait  encore ,  à  la  place  de  ip  et  de  ^,  em- 
ployer toute  autre  variable  que  l'on  voudra  pour  le 
calcul  des  coefficiens  du  développement  de  R,  il  suf- 
fira de  substituer  à  la  place  de  ip  et  de  ^',  dans  les 
expressions  de K|  ('et  K'i/,  leurs  valenrsen  fDDCtitmde 
'  œs  nouve1}ès  variables.  Par  exemple,  si  l^oa  vent 
faire  usage  des  anomalies  excentriques  u  et  i/»  d'a- 
près les  formules  du  nDonvement  elliptique ,  ou 
aura  ' 

^  =  B  —  e  sin  u,       ç'  =  m*  —  e*  sin  «*  j 

d'où  l'on  tire 

dlp  =  d«(i  —  e  cosu),    d^'  =i  eb/{i  — /ces»'). 

Les  angles  u  et  i/-  ayant  d'ailleurs  les  mêmes  lîmitee 
que  les  angles  p  et  <p't  on  aura  donc 
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E(,/  -  jj^'y|*'Re«<((i.-«ii«».)-i'(»'-«'tii>«'a(i-«coM.X'-«'«»*'y»A"'. 
X**.!*— ^r*'r'*IUiB[i(i.-w(i>u).f(i/Viio«0](i-»c»M.X"-«'MMOA«'«'i 

«t  pour  le  cas  oîi  l'on  a  i^o  *  l's:  o, 

F:=-~  PTT'RCi— «co««)  {i  — «'co8a')dHrfu'. 

Od  réduira  l«s  coeffici«ns  de  R,  soas  Iç  sigoe  inté- 
gral ,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  e 
«t  de  et  et  l'on  eOèctuera  ensuite  les  intégrations  re- 
latives i  u  et  i  u'. 

Four  cela,  il  faut  supposer  R  exprimé  en  fonction 
des  anomalies  excentriques  «  et  u'>  en  développant 
ensuite  R  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  ces  deux  angles.  Soit 

R^2Aj,vC0s(ùi~i'u')-f'Zi^ysia(iu — iV), 

I  et  S  étant  des  nombres  entiers  positif ,  négatif  ou 
seroj  on  aura  généralement 

A,.,'  =  ^. /,"/"  ^  <^  ('"  —  '""'3  ''"  ***'* 
B,./  =  ^,  f^Ç^  R  ain  (m  —  i^u')  rfucft*'. 
et  en  particulier, 

n  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  des  valeurs  de  K,,/ 
et  K'i,/  pourront  s'exprimer  au  moyen  des  quantités 
A,y  et  JB|/,  sui^Mtséea  calculées  po^r  toutes  les  i{a- 
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leurs  de  i  et  de  î',  et  sans  qu'il  soit  beeûin  de  noa- 
velles  intégralions.  Quant  à  ces  dernières  quantités, 
09  les  calculera  par  I^  méthode  exposéç  plus  liaut 
pour  les  intégrales  doubles,  après  qu'on  aura  exprimé 
les  variables  qui  entrant  dans  l'expression  de  l(  en 
fonction  des  anomalies  excenlriques  if  ^t  uf.  Mais , 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  cette  méthode  entraîne- 
rait dans  de  plus  longs  calculs  que  la  précédente,  et 
encore  ne  donnerait-elle  que  les  valeurs  des  coeflS- 
ciena  Kj/  et  K'i/  exprimés  en  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  excentricités  et  à  l'inclinaison  nuttoelle 
des  orbites  de  m  et  de  m',  comme  on  les  obtient  par 
les  Biétfaodes  ordinaires.- 

Cependant  l'expression  de  la  fonction  R  en  série 
è»  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  u  et  de  u> 
jouit  d'une  propriété  particulièi-e  trie  remarquable, 
c'est  qu'on  p^ift  eu  déduire  immédiatement  les  valeurs 
des  intégrales /(fR,  fdtfd'R.et  des  autres  difiFé- 
rences  partielles  de  la  fonction  fKdt  qui  entrent 
dans  les  expressions  des  variations  des  élémens  de 
l'orbitç  de  m,  développées  en  ^ries  semblables, 
sans  être  obligé  de  sulistituer  les  valeurs  de  u  et  u' 
en  foqclion  du  temps  t  avant  le^  iatégratipns.  Ea 
effet,  soit 

/rfR=ïA',,('  cos  (iM—  i'u')  -f-  ZB'fi'sin  (jk  —  /m'), 
et  supposou,  oomme  précédemœeiit , 
R  f=i  2 A,,/  cps  (iu  —  f'^)  -^  SBi./  sin  Qu  -r-  (VJ:    (fi) 
Si  l^n  différentie  par  rapport  à  u  cette  demièpe 
équation,  qu'on  différentie,  par  rap^rt  aux  varia- 
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Um  it  tt  «'r  il  première,  et  qu'ensuite  on  ottQffifa 
aépnâafDt,  daas  les  équations  résultantes,  les  t^iv 
mes  affectes  (le  sinus  et  àe  cçfùim  im  inuit^ple^  ^ç  w 
et  u',  en  observant  qu'on  a 


OD  trouvera  les  deux  équations  suivantes  : 

ZA,/iiii(ii/-rij')— î^  =XA',,/»iD(rH-f'M'/-  -î^ i^ — ;V] 

^  1  -«coiu  \i-«çoH(     I  T<  tatu  J'  I 


G>osidéron8  d'abord  la  première.  Si  l'on  multiplie 
les  deux  membres  par  (i  — ecosu)  (i  —  e'ces  u'), 
on  aura 

«ZiAii/iiiitàj'^i'M^— )i0'ZiAi,i'«iD(iu  —  iVjcosu'    | 

+  »'cS»''4'(,/ fi»  (ii(  —  t'p')  ço»  u.  J 

Hais  on  a  identiquement 

ïA'i.i'smtiM  — »'M')cosu=iSA'i,i'Mn[('+i)''  —  '''0 
+  itA',/smE(»— 1)«— ^■'H']=iZ(A',_,.^+A'^H,/)siD(J■a-.V), 

et  de  ntème 

ïAi/sîii(Mi— iV)coit»'=iï(Ai/_,  +Ai,/'^,)  siii(iii— iV), 
lAV'»«>iM<'"-*'«')<»o"^ï«lï(AV-i'*-A'i./*.)»«>>  (*»—»'•*'>. 

L'équation  (0),  en  y  sobstiloanl  C06  valeurs,  et  en 
comparant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem» 
bves,  doaneu  ainsi  : 

(iB— /B')A'iy-iiWCA'j,i'_,+A',/^.,)-H''«'«(A'i_,/+AV./> 
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«t  ea  opënnt  de  la  ^ême  manière  nr  k  ttcoade 
des  ëquationi  (d),  on  aurait  entre  les  quantités 
B'iy»  B'f,i'-ii  etc.,  Bi/,  B),i'_.»  etc.»  une  équa-" 
tioD  semblable. 

Il  sera  facile,  au  moyen  de  ces  équations,  de  dé- 
terminer la  valear  des  coefliciens  A',y,  B',,/,  lorsque 
celle  des  coelBciens  Aj,,',  Bj,,',  du  développement  de 
R  en  série  sera  connue ,  quel  que  soit  le  procédé 
qu'on  ait  suivi  pour  l'obtenir.  ^  effet ,  supposons 
qu'en  ordonnant  par.rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  des  excentricités  le  second  membre  de  l'é- 
quation (^),  on  ait 

Al/-  ie'(Ai.,'_,+  Ai.iV.)  =  Pt"î+p{.)+pC>+pC3)-|-  etc.,  (A) 

Pt»>,  pt'î,  ?<•*,  etc.,  étant  des  quantités  connues,  dontla 
première  est  indépendante  des  excentricités  ,  la  se- 
conde est  un  binôme  dont  les  deux  termes  ont  pour 
facteur  e  ou  e',  la  troisième  un  trinôme  dont  chaque 
terme  a  pour  facteur  l'une  des  trois  quantités  e%  e^> 
ef',  et  ainsi  de  suite. 

Soit  d,e  même  • 

A',./ = Qf, + q;;', + q;;;  , + <ç^.  +  e,c. , 

oùQ.  ^,  Q.  ^,  etc.,sontde8  inconnues  qu'on  supposera 
ordonnées  par  rapport  à  e  et  à  e',  de  la  même  ma- 
nière que  les  quantités  connues  F^'^,  V^'\  P<*^,  etc.  Ea 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (k),  et  en 
égalant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres, on  aura 
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(;«  — i'ii')Q'"  =  iitP<«, 

fin  —  iVjO";  =  11*"'  +  j  '"«'^Q">^      +  g'''     > 

etc. 

lit  première  de  ces  éqaatioas  donnera  immédUte- 
ment  le  premier  terme  da  développement  de  A'j,/,  et 
l'oD  en  déduira  snccessivement  autant  de  termes  de 
celte  série  qu'on  voudra,  au  moyen  des  équations 
suivantes.  On  obtiendra  de  la  même  manière  la  va- 
leur en  série  da  coefficient  B',/-  La  valeur  de  l'inté- 
grale fdR  étant  ainsi  complètement  déterminée,  on 
en  déduira  celle  de  l'iDlégraleyc/f/ïf' R,  en  substilnautj, 
dans  l'équation  (c)y  Jd'R  k  la  place  de  R.  On  ponr- 
rail  étendre  aisément  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
aux  intégrales  plus  générales  f^tfff^t',  et  l'on 
en  déduirait  j  par  la  di0ërentiation ,  les  difiërences 
partielles  de/Rtitf  par  rapport  aux  élémens  de  l'or- 
bite de  m,  qui  entrent  dans  les  formules  qui  détei> 
muent  leurs  variations.  On  aurait  donc  ainsi  les 
variations  finies  de  ces  élémens ,  sans  être  oblige , 
pont  effectuer  les  intégrations,  de  réduire  la  fono 
tion  perturbatrice  k  ne  renfermer  explicitement 
qu'une  seule  variable  ;  mais  cet  avantage  paraîtra 
bien  faible,  si  l'on  observe  que  les  élémens  de  l'or- 
Tome  111,  '  9 
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bite  troublée  se  trouTeroot  alors  exprimés  en  séries 
des  sinus  et  cosiaus  des  angles  u  et  u',  et  qu'il 
faudra  de  nouvelles  opérations  pour  les  ramener  à 
la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  co- 
sinus des  moltiples  des  longitudes  moyennes  nt-{-t, 
n'i  +  e'-  Cette  manière  de. développer  les  fonctions 
R,  ffidt,  etc.,  ne  nous  parait  donc  qu'un  point 
curieux  d'analyse  ;  elle  entraînerait  le  calculateur 
dans  des  opérations  beaucoup  plus  longues  que  les 
méthodes  ordinaires,  et  nous  ne  l'avons  exposée  ici 
que  parce  que  plusieurs  ouvrages  en  ont  déjà  fait 
mention  >  et  qu'il  nous  semblait  utile  d'en  signaler  les 
Ihoônvéniens. 

'■  Au  reste,  ce  que  tious  avons  dit  précédemment 
suffira,  dans  tons  les  cas;  pour  obtenir  d'une  ma- 
nière très  approchée  les  valeurs  des  côefficieus'  de 
ta  série  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
^rturbatrice ,  toutes  tes  fois  que  t  et  f  ne  serdnt  pas 
dé  th>p  grands  liombres;  car  on  voit,  d'après  les'  va-^ 
liftirt  deP',,  P',,P',,etc.  (,n'  a5),  qu'on  sera  obligé 
de  resserrer  de  plus  en  plus  les  ordonnées  du  éubé  pa-* 
^bboltque  à  tnesure  qu'on  considérera  des  iné^litéi 
dé^JKodantes  cle  knultiples  plus  élevés  des  a.i6malteif 
lUayerines  des  deux  planètes,  pour  qde  les  tèrtnes 
dont  ces  quantités  ie  composent  ne  changent  paS  trop 
ifobVént  dé  signé ,  ce  qtii  nuirait  k  leur  eiractltâde. 
II'^ùi*ra  dbric  arriver  que  les  calculs  dévienilétit 
ihitMisSîbles  pat-  leur  multiplicité,  et  l'on  sera  oblige 
)(klbr&  de  renoncer  aux  avantages  qu'oflVe,  SOUs  d'autres 
fsf^rtb,  l'emploi  de  cette  méthode.  Mais  nDtts 
revendrons  sur  Cet  objet  lorsque  nous  hbus  oc- 
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caperOQS  de  réduire  en  nombres  les  formules 
analytiques  des  inégalités  planétaires ,  celte  di- 
gression nous  ajant  déjà  écarté  trop  long  -  temps 
du  sujet  principal  que  nous  traitoos  eu  ce  'mo- 
ment. 
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CHAPITRE   III. 


Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supéiieures  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

37 .  Noos  avons  divise,  dans  le  livre  II ,  les  inégalités 
des  planètes  qui  résultent  de  lear  action  réciproque  , 
eu  deux  espèces  distinctes,  tes  unes  sécidaires,  les 
autres  pétiodiques.  Dans  le  chapitre  Vllt  du  même 
livre ,  nous  avons  exposé  la  théorie  complète  des  pre- 
mières, et  dans  le  chapitre  IX,  nous  avons  développé 
les  inégalités  périodiques  indépendantes  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons,  et  celles  qui  dépendent  de 
lenrs  premières  puissances.  Nous  nous  proposons  ici 
de  porter  plus  loin  ces  approximations,  et  de  présen- 
ter des  formules  générales  au  moyen  desqnelles  on 
pourra  déterminer  les  inégalités  périodiques  dépen- 
dantes d'une  puissance  quelconque  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  même  celles  qui  dépendent  du 
carré  des  forces  perturbatrices. 

Dans  toute  inégalité  planétaire  il  y  a  deux  élémens 
à  (considérer,  le  coefficient  et  l'argument  ;  le  premier 
détermine  la  grandeur  de  l'inégalité,  le  second  sa 
période.  Tous  les  termes  du  développement  de  la 


Eiiiizedbv  Google 


DD  srSTËUE  DU  HONDE.  i33i 

fonction  perturbatrice ,  qui  dépendent  du  carré  et  des 
pnissaDces  supérienres  des  excentricités  et  des  îdcIî- 
Raisons,  étant  en  général  insensibles,  ils  ne  peuvent 
produire  d'inégalité  considérable  dans  le  Diouveroent 
é'nne  planète  ,  que  par  les  petits  diviseurs  que  Tinté- 
gration  leur  (ait  acquérir  n*  Sg,  livre  II.  La  gran- 
deur de  chaque  inégalité  dépend  donc  non-seulement 
de  l'ordre  de  termes  auxquels  elle  appartient ,'  mais 
encore  des  modifications  que  les  termes  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  auxquels  elle  correspond ,  subis- 
sent dans  les  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 

-  Si  le  coefficient  qui  multiplie  le  temps  sous  le 
signe  sinus  on  cosinus  a  une  valeur  coasidérable  » 
l'argument  prendra  des  accroissemens  rapides ,  la 
période  de  l'inégalité  sera  courte,  et  sa  grandeur 
dépendra  uniquement  de  l'ordre  auquel  elle  apparu 
tient,  relativement  aux  excentricités  et  aux  inclî-* 
naisons  des  orbites.  Dans  la  théorie  des  planètes 
principales,  on  ne  porte  ordinairement  l'apppoxima^ 
Hon,  relativement  à  ces  inégalités,  que  jusqu'aux 
termes  qui  sont  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
excentiieités ,  et  qui  dépendent  de  la  première  puis- 
sance des  masses  perturbatrices.  Cette  approximatioa 
suffit  ;  et  d'ailleurs  comme  de  pareilles  inégalités  sa 
manifestent  proraptement  aux  regards  de  l'observa-i 
tenr,  il  n'est  pas  h  craindre  que  la  théorie  puisse 
en  omettre  aucune  susceptible  de  devenir  considé- 
rable. 

Si  au  coiitraii'e  le  coefficient  du  tempe  sous   la 
»igae  sÏQiis'Ou  cosinus  est  une  très  petite  quantité» 
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l'a^mâest  crott  alors  avec  une  grande  l«Dteiir»  li 
période  de  rinégalîté  est  très  l<Higuer  et  pandaDt 
long-t^nips  on  peut  regarder  ses  aocroissemeot 
oomme  {««portioanels  an  temps.  Ce  n'est  d<Hic  que 
pat  la  comparaison  d'observations  très  éloignées  qae 
de  pareilles  in^alilés  penvent  devenir  sensiUes  ;  et 
elles  ont,  comme  on  voit,  tous  les  caractères  de 
véritables  ioégalités  Becalaîres.  On  les  a  nosHnéet 
inégalités  à  longue  période,  et  leur  tbéorie  est  d'aa- 
tant  plos  importante  dans  rexpositïon  analytique,  du 
s^'ïtème  du  monde,  qu'après  avoir  été  regardées 
long-temps  comme  une  anomalie  dans  la  loi  de  la 
pesanteur  universelle,  elles  en  sont  devenues  une 
des  [neuves  Jesplus  convaincantes  depuis  qu't»  en  a 
reconnu  les  véritables  causes. 

C'est  à  Laplace  qu'on  doit  cette  découverte»  Les  ob^ 
servatioos  anciennes  et  modernes  indiquaient  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  dans  celui  de  Saturée 
deux  grandes  inégalités  qu'on  avait  en  vain  cbeccbé 
i  expliquer  par  la  théorie ,  parce  qu'on  ne  supposcal 
pas  qu'il  put  exister  dans  le  mouvement  des  plapètM 
aucune  inégalité  sensible  parmi  tes  termes  dépendans 
des  puissances  des  escentricità  supérieures  à  la  pre- 
mière. Ces  inégalités  sont  affectées  de  signes  con- 
traires, en  sorte  que  si,  par  leor  effet,  le  moyen 
mouvement  de  Jupiter  parait  s'accélérer,  le  moyen 
mouvement  de  Saturne,  au  contraire,  parait  krere-t 
tardé,  et  vice  versa.  Enfin,  Laplace  remarqua  en-» 
core  que  l'accélération  du  moyen  mouvement  dé  la 
première  de  ces  planètes,  déterminé  parHalley,  était 
au  ralentissement  du  moyen  mouvement  delaaecoode. 
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p  très  pmprèsoHBrae  le  nusae  de  Saturne,  multifdiéc 
par  la  mcîne  carrée  de  son  dooiir^aad  axe,  est  à  U 
aiaasedeJupilevoHillipliëe  de  même  pari*  radnecan- 
réffdela  ipoitÎB  du  grand  «xe  de  sbii orbite.  Ces  diversM 
r^lioiis  çont  celles  qn'inclique  la  théorie  entre  les  îwé^ 
galkés  à  loagqe  peiriode'  de  defax  filanèt^  r^gisunt 
l'anç  .«or  l'aolre.  Comme  d'ailleurs  les  moyens  iiioa->- 
vemevs  ne  peuveol  être  aoumia  à  aucune  inégalité 
iadéppudante  de  leur  configuration  nnitnelle,  Laplace 
ne  dimta  pins  que  les  inégalîtéi  dont  îl  s'agit  ne  ré- 
Ealtaaaent  de  l'action  téciproque  de  Jupiter  et  de  Sar 
Inme ,  et  que  ces  inégalités ,  rangées  parmi  celles  tpie 
J'on  avait  r^M^ées  jusqne-là  cwnme  inaj^réciables, 
ne  derïoeeeat  sensibles  pu*  Fefet  de  quelque  circons- 
4anee  particulière.  En  effet ,  les  mpyens  monvemenS 
de  œs  Aeax  j^nètes  -ap|nodiant  beanconp  d'étf« 
GOnwnenSBiables ,  en  aorte  que  cinq  fois  le  naoyen 
monTenaent  de  Jupiter,  moins  deux  Ans  celui  de  Se- 
torae ,  est  nne  très  petite  quantité ,  l'iDégalité  k  los- 
^e  période  qui  dépend  de  cet  argument  peut  dere^ 
pîr  ooosidérable  ea  acquérant  cette  petite  quantité  - 
pour  diviseur,  qaoiqn'elie  soit  an  moins  du  troisième  ' 
ontre  pw  rapport  anx  excentricités  et  aux  inclinai- 
sixis.  Le  calcul  confirma  pleinement  cette  conjecture; 
et  c'est  ainsi  qne  cette  déconverte ,  Fune  des  pins 
bellies  de  l'Astconomie  phjrôqne,  résulta  d'nne  suite 
de  coosîdératinns  fondées  sur  la  théorie  ,  sans  que  le 
lusàrd,  qaeLqaefbis  si  favorable  même  attx  géoroè^ 
trêfl ,  7  ait  eu  anoune  part . 

.    Il  en:est  de  mçme  de  toutes  les  î  uegplités  de  l'cspèe* 
de  fxlles  qne  nous  avons  nomnées  inégalités  à  Ion* 
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gués  périodes;  elles  seroDt  d'anlant  pltœ  sensibles^ 
que  Jes  iDojrens  mouveniens  des  deux  planètes  qui 
réagissent  l'une  sur  l'antre,  approcheront  davantage 
d'être  commeusnrables;  et  l'on  voit  que  plus  elles 
erol  Iront  arec  lenteur,  plus ,  toutes  choses  égales  d'ail- 
leurs, elles  pourront  devenir  considérables.  Parmi  ces 
inégalités»  les  plus  importantes  sont  celles  de  Jupiter 
et  de  Saturne»  à  cause  de  la  grandeur  de  leurs  coeffi- 
ciens  ;  et ,  par  cette  raison  »  on  a  été  forcé  de  porter 
dans  lenrcalcul  l'approximation  jusqu'aux  cinquièmes 
puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  et 
jusqu'aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses.  On 
verra  que  les  résultats  qu'on  a  ainsi  obtenus  représen- 
tent les.  observations  avec  une  grande  précision.  Une 
inégalité  à  longue  période  existe  encore  dans  le  mouve- 
ment de  la  planète  Uranus  ;  une  autre ,  mais  beaucoup 
moios  sensible,  dans  le  mouvement  de  Mercure;  en- 
fin» on  a  découvert,  dans  ces  derniers  temps,  dans 
le  mouvemen.t  de  la  Terre  une  inégalité  de  même 
espèce,  dont  le  coefficient  est  peu  considérable,  il  est 
■  vrai  »  puisqu'il  ne  s'élève  guère  qu'à  deux  secondes, 
mais  que  cependant  les  observations  modernes  ren- 
dent sensible ,  et  qui  doit  être  comprise  désormais 
parmi  celles  qui  servent  à  la  construction,  des  ta- 
bles du  Sokil. 

"  La  théorie  des  inégalités  à  longue  période  va  par- 
ticulièrement nous  occuper  dans  ce  chapitre.  Mous 
déterminerons  celles  du  myon  vecteur,  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude»  qui  dépendent  dune  puis- 
sance quelconque  des  excentricités,  en  employant 
U  méthode  fondée  sur  l'intégration  directe  des  équa-> 
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tions  (lîfiërentielles  du  mouvement  troublé ,  et  ensuite 
le  procédé  de  la  Tariation  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  que  nous  l'avons  £ait  dans  le  livre  II,  nous 
montrerons  l'accord  parfait  de  ces  deux  méthodes, 
et  nous  indiquerons  les  avantages  particuliers  à  cha- 
cane  d'elles. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans,  nous  réduirons 
ces  formules  en  nombres ,  en  y  substituant  les  va- 
leurs relatives  à  chaque  planète.  Ce  grand  travail 
avait  déjà  été  en  partie  exécnté  par  divers  géomè- 
tres avant  même  l'apparition  de  la  Mécanique  cé- 
leste; cependant  il  n'avait  point  encore  atteint  toute 
la  perfection  désirable  :  de  nouvelles  inégalités  ont 
été  découvertes  depuis  cette  époque,  et  quelques  er- 
reurs inévitables  dans  les  longues  opérations  numé- 
riques ont  été  signalées  dans  plusieurs  résultats  de 
cet  ouvrage.  J'ai  donc  pensé  qu'il  serait  utile  de  re- 
prendre ici  ce  travail  en  entier,  et  de  profiter  des  re- 
cherches de  tons  les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
des  inégalités  planétaires,  ponr  présenter  dans  nn 
même  ensemble  le  tableau  des  résultats  les  plus  com- 
plets et  li-s  plus  exacts  qu'on  ait  obtenus  jusqu'à 
présent  dans  cette  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde,  si  importante  pour  la,  précision  des  tables 
astronomiques,  dont  elle  est  la  base. 
.    aft.  Reprenons  la  formule  {5)  du  n°  89  du  livre  II  : 


de 


^'^'■-^'-./d1^-r(§)  =  o.    W 


Si  l'on  suppose,  comme  dans  le  n*  48,  r=  a(i-(-u), 
et  qu'on  observe  que  par  les  formules  du  mouvement 
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elliptique  on  a  •^:^n',  on  aura 

ï^=îaB>*<«+"X'+")-'""n''K»+«X'-3'H*<'-i»«»+i5«*-9ii<»+iu;.), 

OU  bien 

î^=BT/r  — a/.'/rf3ii  —  3«'+ 4u'—5u  <+&*»— 7««+»"'-9"'+etc). 

En  faisant  donc«  pour  abréger, 

F=5a— 5aH-4«*—  5«*-t-6«*— 7«'+8«^— 9«»+elc. , 

l'équalion  (i)  deviendra 


D'après  l'expression  du  rayon  vecteur,  u,  et  par 
conséquent  F,  sont  des  quantités  de  Tordre  des  ex- 
centricités ,  il  suffira  donc ,  dans  l'équation  précé- 
dente ,  de  substituer  pour  Jr,  dans  les  ternies  multi- 
pliés par  F,  la  valeur  de  cette  quantité  résultante  des 
approximations  qui  précèdent  celle  que  l'on  consi- 
dère. Si  donc  on  substitue  pour  u  sa  valeur  dans  F, 
et  pour  /r  les  valeurs  résultantes  des  premières  ap- 
proximations» et  qu'on  &sse,  pour  abréger, 

P  =  an'  F/r  +  a/î/'iH- r^, 

on  pourra  regarder  P  comme  développé  en  une  «uite 
de  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  des  moyens 
monvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 

perturbatrice- Soit  donc  (i^^^i^f  +/).)'«H  qiwlc^m- 
que  de&  termes  de  cette  suite  ;  en  n'ayant  égard  qu'à 
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ce  terme  f  on  aura 

et  l'on  satisfera  k  cette  équation  en  faisant 

On  déterminerait  de  la  même  manière  chacun  des 
termes  de  la  Tsleor  de  rj^r  correapondant  au  terme 
qae  l'on  aiira  considéré  dans  la  fonction  P  ;  et 
d'après  la  théorie  des  équations  linéaires,  la  réunion 
de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  'complète  de 
la  quantité  rS'r. 

Cela  posé,  considérons  dans  K  tin  terme  de  la 
forme  : 

m'k  cas  [i(n't~  TU  -^^  —  t)-^  lnt+h-+C]. 

En  observant  que  r^^a^  ,  n'  4»  on  aura  re- 
latiTement  k  ce  terme  : 

V'fi+'-^=«'r;j^^^^*4^5;]c'»['C'»'<-n(-H'-i)+/nf+/*+*]i 

et  si  Ton  observe  qu'en  faisant  ^^  i,  ce  qui  revient 
k  prendre  pour  unité  de  masse  la  somme  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète  /n ,  on  a  a^n*  =  i ,  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  en  résultera,  dans  la  valeur  de 

— T- ,  le  terme  stûvant  : 
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où  i  pent  prendre  tontes  les  valeurs  positires  ou  né- 

f^atives  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini. 

Le  diviseur  de  cette  expression  étant  la  différence 
de  deux  carrés,  peut  s'écrire  ainsi 

[,-(n'_n)+(/+,)n][i(«'-n)  +  (i-  ■)«]  ; 

et  si  l'un  des  deux  facteurs  de  ce  produit  est  une  très 
petite  quantité,  l'inégalité  précédente  pourra  devenir 
coDsiilcrable. 

Dans  l'impossibilité  où  l'on  est  de  calculer  rigou- 
reusement toutes  les  inégalités  qui  dépendent  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  des  excentricités 
et  des  inclinaisons ,  à  cause  de  leur  multiplicité  i  on 
doit  s'attacher  spécialement  à  celles  qui  peuvent  ac- 
quérir quelque  influence  par  l'intégration,  et  l'ex- 
pression (3)  donne  un  moyen  très  simple  de  les  re- 
connaître à  priori. 

En  effet,  tous  les  termes  du  développement  de  R 
sont  généralement  insensibles,  lorsqu'on  passe  la  pre- 
mière puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  , 
à  cause  de  la  convergence  de  la  série  ;  et  si  ces  termes 
produisent  ensuite,  dans  l'expression  du  rayon  vec- 
teur, quelque  inégalité  importante ,  cela  provient  né- 
cessairement de  ce  que  l'intégration  leur  fait  acqué- 
rir de  très  petits  diviseurs  qui  les  rendent  considé- 
rableE.  Celte  cii-constance  se  présente  toutes  les  fois 
qu'il  existe  quelque  rapport  de  commensurabilité 
entre  les  moyens  mouvemrns  de  la  planète  troublée 
et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  inégalités  qui  en 
résultent  dans  les  mouvemens  de  ces  deux  planètes 
croissent  avec  une  grande  lenteur,  puisque  le  coeffi- 
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cient  da  temps ,  sous  les  signes  sinus  ou  cosinus  dont 
elles  sont  affectées,  est  supposé  une  très  petite  quan- 
tité; elles  mettent ,  en  général,  plusieurs  siècles  à  pas- 
ser de  leur  maximum  au  minimum  de  leurs  valeurs , 
et,  par  cette  raison ,  on  les  a  nommées,  comme  nous 
l'avons  dit ,  inégalités  à  longue  période. 

On  voit ,  par  ce  qui  précède ,  comment  les  inéga- 
lités de  cette  espèce  peuvent  devenir  considérables  , 
quand  même  elles  dépendraient  des  puissances  supé- 
rieures des  excentiicités  et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc,  pour  étudier  complètement  la  théorie 
d'une  planète ,  on  commencera  par  former  leS'  trais 
quantités  i{n' —  n)  +(' —  ))n,  i{n' — n)-\-ln, 
i{n'  —  n)-4-(ï-l-  i)n,  dans  lesquelles  /  sera  l'expo- 
sant de  la  puissance  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons auxquelles  on  s'est  arrêté  (n"  4)  ,  et  i  pourra 
prendre  tontes  les  valeurs  positives  et  négatives  pos-* 
nUes,  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini.  Si  parmi  Ces  va- 
leurs  iJ-eo  est  qni  rendent  Tune  des  trois  quantités 
précédentefr  très  ptrtite,  on  '  considérera  dans  R  le 
terme  qui  lenr  correspond',  et  l'on  déterminera  par 
la  formule  (3)  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  l'ex- 
pression du.  rayon:  .vecfeur;  .on  réunira  ensuite  cette 
inégalité  aux  autres  termes  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
pendent du  même  Argument ,  et  qu  on  déterminera 
delà  manière  suivante  : 
Nom  avons  suppose 

F  =  _  3u  H- 3w  —  (iK» -h  5ii*  —  Ôif*  H- 7u' 
—  8m'+  9u'  —  etc. 

On:  a  (a*  3) 
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ii=ï-*-(<-j»'+,-^«'-Kw-)cM(n*+É--)-(4'-J<!H-«U!.)w.»(flt+*^: 
-{|t»-^'-Hie.)c«i«5(«t+M.)-5e<«»({(ir+<— )-^«i.5;nr+.-«) 

d*où  t'oD  conclura 

.    Soit  mainteDtnt 

G  cos  [ï[h''  —  rtï  -f-  €'  —  €)  +  ^n(  +  g*  +  »)J, 

l'an  des  termes  de  la  valeur  de  —    dépendant    des 

puissances  des  exceatricités  ejt  des  inclÎDaûons  d'aq 
ordre  inférieur  à  celui  qne  l'on  couidère ,  et  d^j^dé* 
terminé  par  les  approximations  précédentes.  Ed  eom* 
binant  cette  valeur  avec  la  préoédeqte;  il  oa  résnU 
tera  dans  la  fonction  an'.TjT  4«s  l«cntes  de  cette 
forme  .  ! 

{  t^n*H  cos[i(b7—  nt  +  /  —  t) 
+  (ga=/)(ni-1-0  +  V]. 
où  i  est  susceptible  de  tontes  les  valeurs  positivcfc 
et  négatives ,  en  y  comprenant  zérp  ;  et  où  \'o»  doit 
supposer  successivement  y=  i,  /=3,  f^=Z,  ^c. 

Si  parini  ^s  tè'niies  od  choisit  ceux  dans  lesquels 
on  a  g  ±  y  =  2,  et  on  le  coefficient  H  est  du  même 
ordre  ^  par  rapport  aux  excentricité  et  anx^itidi- 
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naisonSf  que  les  idëgalités  que  Fon  veut  calcolâr; 
qu'on  les  substitue  datas  l'équatïoD  différentielle  (2)  » 
et  qu'après  l'intégration  on  les  réunisse  aux  termes 
qui  résulteat  directement  de  la  fonction  R ,  et  que 
nous  avons  déterminés  plus  haut,  on  aura  toutes 
les  inégalités  de  —    qui    dépeadent  de   l'argumeut 

i(n't  —  fit)  -+•  Int,  et  qui  peuvent,  par  çOQsé-' 
qneat,  devenir  sensibles  dans  l'expression  du  rajon 
vecteur.  On  trouve  ainsi 

i-ln'jHcoi[i(n't  — «!  +  ■'— .)  +  iK  +  /.  +  /]  J    ) 

la  caracléristiqne  Z  devant  comprendre  tous  les  ter- 
mes de  la  foQctioa  F^r  qui  dépendent  de  l'argument 
m't  •+■  (i  —  î)nt,  et  qui  sont  de  l'ordre  l  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

£0  donnant  à  i,  dans  cette  formule,  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y  compris  zéro , 
on  aura  toutes  les  inégalités  du  rayon  vecteur  de  l'or- 
dre l  dans  lesquelles  le  coefficient  de  nt  surpasse  ou 
est  surpassé  par  celui  de  n't  de  l  unités. 

ag.  Déterminons  les  termes  correspondans  de  la 
valeur  de  cTc;  oit  a,  par  la  formule  (6)  du  u"  dg  du 
livre  n, 

V'i— e' 

£0  négligeant,  pour  plus  de  simplicité,  le  déoomi- 
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natenr  \/t  —e',  et  en  ne  consideraot  d'abord  que 

la  partie  de  «Te' qui  dépend  de  la  fonction  R,  on 

aura 

J^v  =  —  ^afndtfd'K — 2a  fr  (~) .  ndt  ;     (6) 

par  conséquent,  en  Vertu  du  terme 

m'Jt  ces  [i  (n7  —  Trf +  «'  —  «;  + fai -f  &+€] , 
que  cette  fonction  reoferme ,  on  aura 

I  et  /  étant  susceptibles  da  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  la  quantité  i(n' —  n)  4-  /n  est  très  petite,  il  en 
résultera  dans  ^v  une  inégalité  d'autant  plus  sen- 
sifïle,  que  le  carré  même  de  cette  quantité  entre 
comme  diviseur  dans  l'expression  précédente.  C'est 
donc  spécialement  au  calcul  des  ioégalitcs  qui  sont 
assujetties  à  celte  condition  qu'il  faut  s'attaclier;  et 
elles  sont  d'autant  plus  importantes  à  considérer,  que 
le  moyen  mouvement  de  la  planète  m  est  affecté  lui- 
même  des  mêmes  inégalités.  '  En  effet ,  en  faisant 
Zs=/ndt,  on  a  (n"  4',  livre  II) 

:      <rf  =  —  5ffandt.etR. 

En  n'ayant  donc  égard,  dans  le  développement  de 
la  fonction  R,  qu'au  terme  que  nous  considérons,  on 
aora 
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La  partie  de  J'v  qui  a  pour  divisear  le  carré  de 
iÇT^—n)~^ln  est  donc  celle  qui  résulte  de  la  varia- 
tion du  moyen  mourement.  dans  l'expression  de  la 
longitude  moyenne  71/  -f-  e.  Le  second  terme  de  cette 
expression  dépend  de  la  vaiiation  de  l'époque  ;  mais 
comme  le  premier  est  généralement  beaucoup  plus 
(^nsîdérable  qne  les  autres,  ou  pourra,  sans  erreur 
sensible,  appliquer  au  moyen  mouvement  la  va- 
riation entière  de  ^v  calculée  par  la  formule  précé- 
dente. 

Considérons  mainteDant  la  partie  — '~^^, <>" 

;-^- de  1  expression  de  «Tf.  La  cpiuitite  — ^rgr 

s'obtiendra  immédiatement  en  muItipUant-le  coeffi- 
cient de  l'expression  précédente  de,    ~  par. 


Li — _ J  j  et  en .  changeant  ensuite  les  cbsïïius 

en  sinus.  Four  plus  de  simplicité,  nons  la  laîse^is 
sons  cette  forme. 

Quant  à  la  quantité  j-j;»  c'est  d'elle  que  rési^ 

tent  dans  «Tf  les  termes  indépendans  de  R,  qii'on 

calcukra    de    la    manière    suivante     :     réquation 

r=a(i  •+-«)  donne,  en  différentiant  — Ç^—j-;  En 
^      '      ■"  '  Midi       ndi 

vertu  de  la  valeur  ide  u  rapportëe^plus  Itaut,  on  xa^ 

donc 


ToMB  ni. 
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+  re'— ïe*jsina(«(4"' — ") 

+|e*sin4(n«H-«  — m) 

+  ^e*8itt5(n«  +  «  — a») 

-h  «ete. 

Représentons  par  h  ca»j\nt-\~t  —  u)  on  terme 
^odcoQ^e  àfi  cette  suite,   et  considérons  comme 

{tPécédeAittftnt  dans  —  le  tonne 

%  Ton  combine  ce  tenue  arec  ceux  dont  se  com- 
jKwe  l'expression  précédente  de  -—rjit  il  eii  résuJUarm 

dans  le  produit — -j.  —  une  suite  de  termes  de  cette 
tbrme: 

=fc^  Ksiiip(n'i— n<+<'-0+(g=fc/)Cn'H-«)+j8], 

^et  i'  étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  posi- 
tives et  négatives,  y  compris  zéro,  et  le  signe  supé- 
'iAHùT  ^yant  ïieu  quand  /est  pris  positivement  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire.  On  voit  de  f^us, 

parTexpressionde  — ^,  que /est  l'exposant  de  la 
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piùssuic*  la  moins  ëlorde  de  rearoratrichs  e  dans  la 
série  qne  h  représente. 

Si  dans  la  «nite  dfi  tanaes  ainû  déterminés  on 
choiat  ceux  où  Ton  a  ^rby=^,  et  sî  on  les  réunit 
aux  tenues  qa!  résultent  directement  da  développe- 
m^t  de  IL  ^  et  dont  l'expression  a  été  donnée  pins 
haut,  on  aura  alors  toos  les  termes  de  A  qui  dépen- 
dent de  l'ai^ment  i(n' — n)t~i'lat,  et  que  Haté- 
ffatàoa  peut  vaadpeaeBsydes.  Oo  tronrera  ainsi, 

i  étant  susceptible  de  tontes  les  valeurs  positives 
on  négatives^  y  compris  séro,  /étant  le  nombre 
d'unités  dont  le  owfficient  de  n't  surpasse  o«  est 
surpassé  par  le  coefficient  de  nt^  et  le  signe  Z  devant 

comprendre  tous  les  termes  du  produit  —-j  ^ni  dé- 
pendent de  l'argnipent  sfn' — n)  t-^-bUf  et  qui  sont 
par  rapport  aux  exMntricités  et  aux  ioclinaisoDS  4a 
véme  ordre  que  K. 

La  période  des  inégalités  du  ra^on  vecteur  et  de 
la  longitude  dont  nons  venons  de  donner  l'expression 
générale  étant  supposée  très  longue ,  les  élémens 
elUpliqiias  des  orbites  de  m  et  de  m' changeront  pen- 
dant ^  iaterraUe,  en  T«nn  de  leurs  variations  sé- 
calftircs;  et  pour  l'exaetiinde  des  résultats ,  il  sera  né- 
cessaire d'avoir  égard  à  ces  altérations  dans  les  fiw- 
mnles  pré^deales.  C'est  k  quoi  l'on  parvieodn  tris 
amplement  delà  manière  suivante  : 
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Noos  soppoeerans.aux-  termes  da  développement 

de  R  qaî  dépendent  de  l'argoment 

«fn'<  —  nt-i- 1'  —  f)  p^  bit  +U  cette  forme  ; 

'  K  =  mTsm[i(n't—  rU-^^ ~i)  +irU  +  U] 
-h  n^coslUn't  — nt+t'—t)-^lra-^U'}.  - 

En  différentiant  par  rapport  a  nt,  on  aura 

+m'(i— i)ntfeP'sin[f(rt'i — n/+t' — É)  +  bU-^U].^ 

Si  l'on  intègre  maintenant  cette  expression  par 
parties  en  y  regardant  P  et  F'  comme  des  fonctions 
vanables  des  élémens  des  orbites  de  m  et  de  m', 
on  aura 

\_  .  '  [J(n'— n)  +  /n]A       [i  (n'— n)  +  fn]-<ù'  \ 

-^.-(„-.,„y+f,.].A'-^"-3"'"^'t"''-"'-^-*i-^'"-^'l( 
rr_       .    ~«^  3rf-P  .   / 

Les  quantités -^T,    ttt  i   "j- »     etc.,    décroissant 

avec  une  grande  rapidité,  vu  la  lentear  des  variations 
séculaires  des  élémens  elliptiques,  on  pourra,  dans 
la  plupart  des  cas^  n'avoir  égard  qu'aux  deux  pre- 
miers termes  des  séries  précédentes. 

On  aura  ensaïte ,  en  vertu  de  la  valeur  précédente 
deR, 
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n  est  ioutile  d'avoir  égard  aux  Tarialions  des  quan- 
tités F  et  P'  dans  ce  tenvâ ,  qui  est  toujours  très 
petit  relativemeut  .au  précédent;  la  valeur  de  J^c 
deviendra  ainsi  '  .  '        ' 

On  obtiendrait  relativement  au  rajon  vecteur  une 
expression  semblable,  en  introduisant  à  la  place  de  R 
sa  valeur  précédente  dans  l'équation  différentielle  (i), 
et  en  Vintégrant  ensuite ,  en  ayant  égard  à  la  varia- 
bilité de-P  et  F;  mais,  canine  les,  tenn«3jqui  aa.ré- 
cnilenient  dans  l'expression  de  ~  sont,-  i  très  pea 

près,  insensibles,  nous  nous  dispenserons  de  .cette 
opération. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  -^ ,  -^ ,  dF  » 
-^ ,  etc. ,  il  faudrait  dîfférentîer  les  quantités  P  et  P' 

p9r  rapport  auxéléi^ens  elliptiques;  que  ces  quàiititiâB 
renferment,  en  substituant  ensuite,  au.  lieu  dea  diff 
féreoces  de  ces  élémens ,  leurs  valeurs  ordonnées 
par  rapport  aux  pnissùices. du  temps,  on  aurait  les 

«xpressionsde^,  j?  »^  "Â  »  "S^'  ®''^*'  «evelop- 
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pétf  de  U.  même  manière  ;  en  s'en  tenant  aux  termes 
ninltipliég  par  le  carré  du  tehips,  l'expreBsion  préoé- 
4eBte  de  /f  prendra  alors  celte  forme  : 

+<A'-t-B'H-C'r)Da8p(«'<— Bi-f-/— ()4-'n'-t-^<]» 

cl  cette  expression  pourra  s'ëtendre  en  général  à  pla- 
ùeors  siècles ,  ^yant  et  après  l'instant  que  l'on  aara 
clioiai  pour  époqn*. 

Mais  dans  les  api^ications  il  sera  plus  aim|Je  de 
dçtenmnerlesTaleorsde^,  -^^  ^,  -^,  de  U 

manière  sutrante.  L'expression  de  F  an  bout  du 
temps  t  sera  généralement 

CeUa  Qxpressioo ,  en  s'en  tenant  aux  termes  dé- 
pmdant  du  carré  du  temps,  pourra  s'étendre  k 
mille  OQ  douze  cents  ans  avant  et  après  l'iostaDt  que 
Ton  a  choisi  pour  époque. 

Cela  posé  on  calculera ,  en  a^ant  égard  aux  varia- 
tions q«e  mbiaent  dans  cet  interralle  les  élémens  des 
orbites ,  les  valeurs  de  P  pour  deux  nouvelles  époques 
distantes,  la  première  de  ^,  la  seconde  de  t\  de  celle 
i^  l'on  oompte  le  imtpe  i.  En  nomtaaût  P,  et  F,  ce* 
nlcnn,«Dftara 

p.=P+/.*  +  i\.^, 
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d'où  rfm  tlnp 

«fp         i"(P,  —  P)  —  ï''(P.  -  p) 

rfT                 ('(P,_P)_/'{P,^P) 
^==  a ?P(F=.-?) ■ 

On  aurait  de  la  même  manière  les  valeurs  de-  -^ 


Dans  la  plupart  de  ces  cas,  c'est-à-dire  lorsqn« 
les  in^lit^  que  l'on  vent  déterminer  ne  sont  pas 
très  considéreUeStOn  peut»  comme  nous  l'a-vons dit 

plus  haut  dans  l'espression  de  iv,  në^iger  -^ 
et  -j^  i  on  axa*  alon  simpietnent 

t'  diâigoant  ici  un  intervalle  de  deux  h  trots  siècles 
qui  sépare  les  époques  pour  lesquelles  les  valenrs 
de  9,T,,V  et  V,,  ont  été  calculées. 

Sa.  Là  formule  (8)  »  lorsqu'on  né^ïgt  lès  tfr- 
mes  dépendane  des  difieiwncfis  ^  ^^âT-*  ^^-^Viv*^ 
cîder  avec  la  formule  (7).  C'est,  en  effet,  ce 
dont  il  est  facHe  de  s'aasnrer  en  développant  cette 
dernière,  et  en  observant  que  par  la  compararisos 
des  deux  expressions  que  nous  avons  supposées  adx 
termes  de  R   que  nous  considérons,  on  a  ■ 

P'  SK  kcwC ,        P  =  —  i  sintf. 
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RÂàproqnemeirt ,  il  est  souvent  utile  daos  la 
théorie  des  perturbations  planétaires  de  réunir  en  ua 
seul  terme  le»  dÎTerses  parties  d'une  inégalité  dépen- 
dante d'un  argument  déterminé  iV  — in.  Pour  cela  , 
on  commencera  par  décomposer  ces  différentes  par- 
ties ,  de  manière  à  donner  k  leur  somme  la  l'orme 
suiraate 
A5in(i'n't — t/»i+t*«— M)+Bcos(ùi'i— w»(-f-iV — m). 

Si  l'on  suppose  ensuite  que  l'inégalité  dont  il  s'agit 
devienne 

Lsia{i'n'( — mf-f-ïV-^^ii-J-ft),' 
on  aura  pAnr  [léterminer  X  et  fl  les  deux  équations 
L  = 

Ces  tratfeformatioQS  nous  seront  très  utiles  dans 
la  suite.' 
3i .  Lorsque  la  valeur  de  C_  sera  dét^minée ,  il  sera 

facile  d'en  conclure  celle  de  — ■  En  effet,  si  l'on  désigne 

ptr'  —  la   partie    de    —  qui   dépend   de    l'angle 

i(t^t — nt-^i'—t)-i'lnt  +  U  et  par 

2Nços[i(n'ï  — nï  +  e'  — i)  +/«'+/* +x]  les 
autres  termes  dont  cette  quantité  se  compose ,  on 
^ura 

Si  l'on  substitue  pour  -sa  valeur  i  -f-u,etque  dan» 
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le  prodoit  zt2Fcc>s[i(n'i— n(+f  — e)H-/«i-+/t-Hc3 , 
on  ne  conserve  que  les  termes  dépendans  de  l'angle 
i[n't  —  ni-4-fi'  —  t)  +  liU~{-Uf  que  pour  abréger 
oa  daigne  ces  termes  par 

ïLcos[((nV— Bi  +  e*  —  (}  +  /n/-)-ù-f  O],- 

l'ëquation  précédente ,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  qui  dépendent  du  même  argument  ^  don- 
nera 

Ç=f—ïLcos[t(n'<— »/+«'— €)+foï(-f&-f-0}. 

3a.  11  nous  reste  à  déterminer  les  iBégalités  du 
piouvement  de  la  planète  en  latitude.  On  pourrait 
employer  pour  cela  la  formule  (7)  du  n°  89,  livre  II. 

-3^-+— -S-='*      (9) 

Comme  cette  équation  suppose  que  l'on  prend 
pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive,  après 
avoir  difiërentié  par  rapport  à  z  la  fonction  IV,  on 
fiera  2  =s  o  dans  le  résultat ,  et  l'on  formera  le  déve- 
loppement de  la  fonciioD 

dR  .  ,1  1  11 

par  les  mêmes  moyens  que  nous  avons  employa 
ponr  le  développement  de  la  fonction  R.  On  peut 
d'ailleurs  déduire  ces  deux  ex^M'essions  l'une  de  l'autre 
an  moyen  des  formules  du  n*  4;  Téquation  (9) 
ayant  même  forme  que  l'équation   (i)j  s'intégrera 
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çasnite  de  la  méaie  mMière,  et  donnera,  par  des 

«[^HTOiîmations  successÏTes,  les  inégalités  de  la  lati-' 

tade  de  tel  ordre  qa'oQ  voudra ,  par   repp(H4'  aux 

puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des 

inclinaisons. 

Mais  comme  les  inégalités  de  la  latitude  sont  en 
général  très  peu  considérables,  il  suffira  de  détep* 
miner  celles  qui  pourraient  deveair  sensibles  par  les 
très  petits  divisears  que  l'intégration  leur  fait  ac- 
quérir. Alors  il  sera  plus  simple  d'employer  à  cette 
détermination  les  formules  iclatÎTes  à  la  variation 
des  constantes  qui  fixent  la  position  du  plan  de  l'or- 
bite* On  aura,  n"  86,  livK  U, 

/j=tr^sin(f — n)  — J7>cos(i' — n).   (lo) 

'Et  pour  déterminer  J^p  et  S'q ,  on  aura  »  n*  4 ,  les 

formules     9 

,  andi  I      dR. 

dp'  ■■■        ,  cos  -  >  -j-  ; 

-  Si  l'on  te  borne  à  o(Misidérer  dans  l'expression  da 
la  latitude,  parmi  les  termes  dépendans  d'un  ai^ga» 
ment  donné  ceux  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  élevé 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  indînaistms,  on 
pourra  négliger  les  termes  multipliés  par  e*  et  7*  , 
dftasctf  deux  exfoiessions ,  ce  qui  donne  As=«d};j 
•B  aura  sinflemeot  ainsi 
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SoitdODC 

m'A  >!*  CQs^fn't  —  in/  +  B  —  agO  ) 

un  tetnte  qnelconqne  de  R  dépendant  de  l'angle 
fn't-^mt.   Eu  n'ayant  égard  qa'ii  ce  terme  ,  on 


51^  es  agi»' AX*^'  8in(i'n'f  —  ûii  +  B  —  »gU), 
et  par  conséquent 
/p  =  _  y_^^  X*»-'  sin  (i'h'*  —  in/  +  B  —  agH)  , 

En  substituant  ces  Talears  dans  rex{)ression  (lo)  , 
on  trouvera 

/j=^^X«-*8in[i'n'/-in/-iM-B-(2g-i)n].  (ii) 

Od  aura  doue  ainsi  les  inégalités  de  U  latitude  cor»> 
respondantes  aux  termes  de  R  qui  dépendent  de 
l'angle  fn't  —  in<  ^  et  que  la  petitesse  du  diviseur 
fn'—in  peut  rendre  seoahles.  L'exiM^essioa  de  ^s  ne 
resferme,  il  est  rrai,  ce  diviseur  qu'&  la  première 
poisunoe;  et  aous  ce  rapport,  l'inégalité  qui  en 
résulte  doh  être,  pw  oouséquent,  beaucoup  moins 
oOQsidéruUe  que  Finégalïté  coirespondante  de  la  lon- 
gitude moyenne;  mais,  d'un  avtrecAté^  l'ordre.de 
•on  coefficient  -se  «rowvant  abaissé  d'une  unité ,  cette 
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circODSlance  doit  contribuer  à  augmenter  sa  vàlenr. 
An  reste,  toutes  les  inégalités  de  la  latitude  d'uD 
ordre  sapérieur  au  premier  sont  insensibles  dans  les 
mouTetneDS  des  planètes,  excepté  rdatireineat  à 
Jupiter  et  à  Saturne,  à  cause  dn  rapport  de -eom- 
tnensarabilité  qui  existe  entre  leurs  moyens  mou- 
,  vemens. 

55.  Si  l'on  vent  rapporter  le^  mouveinent  de  m  à  un 
plan  fixe  très  peu  incliné  à  celui  de  son  orbite  primi- 
tive ,  qu'on  nomme  (p  Finclinaison  de  cette  orbite  sur 
«  plan  ,  6  la  longitude  de  son  nœud  ascendant ,  et 
/  la  projection  de  c  sur  le  plan  Gxe ,  en  supposant 
que  m  ne  quitte  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive, 
6n  aura,  à  très  peu  près, 

1  il'  —  flï=:i" — 5  taDg'4tsin2(i'  —  6), 

5=  tang^sin{c  —  fl), 
ou  bien 

(/  —  flc=  c— .i  jtang^cos(t' — fl). 
Si  donc  on  fait  croître  la  latitude  s  de  S  s ,  on  aura 
i^ — As:!» — •^tang'^sina(c — 8)  — ïerrtang^os(i' — fl). 

Oh  Toit ,  par  conséquent,  que  la  variation  de  la> 
latitude  introduit  dans  l'expression  de  la  longitude 
rapportée  à  un.  plan  fikë ,  des  inégalités  dépendante» 
des  cai*rés .  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons;  mais  les  termes-  qoi  <tsni 
résultent  sonl  insensibles  même  dans  la  théorie  dc' 
Jupiter  et  de  Saturne.  , 
54.NousalloDs  considérer  en  particulier  les  inégali^ 
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dépendantes  du  carré  et  des  produits  des  exceatricité^ 
et  des  inclinaisons.  En  De  portant  rapproximation  que 
jusqu'aux  termes  dépendans  des  premières  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons^  on  a  trouvé, 
n'  85  du  livre  II , 

^=Î^C«co..-(/.'(-n(-iy_.)+n.'BDW™.[i(™'(-„(-H'-.)-H«+.--] 

+  «VE«co.[.(/.'r  —lu  +  /_.)  +  «!  +  .-  -^. 

En  supposant  1  =  3  dans  les  formules  (4)  et  (7)  (*), 
on  trouve  ainsi  : 

!3    ,      l     (Cm-HK'ftj'eo.Wn'*  — »l  +  ^— il+a«-Ht  — >•](  1. 

5^  ti{«'—»)-i- M  [<('»'-")  +  '■]  ( 

'•™  a*iuK~3   1+EOM'«»Wn't  — nt  +  <'-»>»-a"»+M— •"-•]  il 


3(<  — «K"' 


a„^a  ■—  1  1 


En  donnant  à  i  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives, en  y  comprenant  zéro ,  on  aura  toutes  les 
inégalités  du  second  ordre ,  dans  lesquelles  le  coelB- 
àent  de  n't  surpasse  celui  de  ra  ou-^st  surpassé  pa^ 
lui  de  deux  unités. 

Si  la  quantité  in'  -+•  (3  —  i)n  diffère  peu  de  ±n, 
l'un  des  diviseurs  i(n'  -—n)-\-5n  ou  /(«'  —  n)  +  n 

étant  peu  considérable,  l'expression  de  — ;  peut  ac- 
quérir une  valeur  sensible.  Si  la  quantité  in'-4-(a— i)« 
est  très  petite,  les  termes  de  l'expression  de  <f  v  et 

{*)  Les  Tslean  de  F,  pages  i4i  et  142,  doivent  être  change 
de  signes. 
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ceux  de  la  Talenr  de  -;-  qni  ont  cette  quantité  pour 
diviseur^  pourront  donner  Uea  à  des  inégaliteB  con- 
sidérables. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 
des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  de  l'angle  i(n't — «/+«' — t)  +  3nt+M , 


Ia  fonction  R  renferme  des  termes  de  l'ordre  dn 
carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons  qni  dépen- 
dent de  l'angle  i(n't  —  nt-i-^—i).  Supposons  qu'en 
n'ayant  égard  qu'à  ces  termes  cm  ait 

R^m'A'cos[i(n'i  —  nt  -\-  é  —  *)+p3' 

En  faisant  l^o  dans  les  formules  générales  (4) 
et  (7),  on  aura  pour  les  inégalités  de  -^  et  (Tcdé- 
pendantas  da  même  ai^ment» 

;""  ■1+E<')«'co.[i(»'«-fl(  +  /-,)  +  -— '1  t  i 

*'^      "^n^^  a  \+E<')e«'.ln  ((«'(  — nl  +  i'—.J  +  .-.Of         t 

Si  la  quantité  i(n' — n)  difière  peu  de  ±  n ,  alors 
Texpression  de  — ;  peut  acquérir  une  valeur  sensible 
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«aTertnde  l'on  deBtrès|>etitsdÎTÎsenni(n'— ii)-^n 
ou  i(r' — n) — n  qu'elle  renferme  ;  enfin  si  la  quantité 
i(n'  —  n)  est  tris  petite,  c'est-i-dire  si  lea  moyens 
monvemens  des  denx  planètes  di6%reDt  peu  Tan  de 
l'antre,  il  en  réstiltera  des  înégalités  qui  peuTcnt  de- 
venir très  sensible!  dans  l'expresaicHi  des  longitadei 
des  denx  planètes. 

En  désignant   par  —   la  partie  de  —  qui  dépend 

de  l'angle  i(n't — /li-f-*'— »)  et  qui  est  de  l'ordre 
des  carrés  des  excentridtés  et  des  indinaisons,  on 


^a-,2Ç.+2yaD(0-.4:MycoMf«'fr-ni4-«'— «)) 
H — EÏ0eë'cos[i(n7-nï+i-i)+«-«'].  I 

i  devant  être  pris  avec  le  signe  4~  et  avec  le  signe  — 
dans  toutes  ces  formules.  Les  formules  (C)  et  (D)  in- 
trodoiwnt,  comme  on  vmt,  dans  l'expression  du 
rayon  vectenr  et  de  la  longitnde ,  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  anx  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  qui  dépendent  des  marnes  argamens  qne 
les  termes  indépendans  de  ces  deux  élémens. 

Les  formules  (A),  (B),  (C)  et  (D)  donneront  toutes 
les  in^alités  da  rayon  vectenr  et  de  la  longitude , 
dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  incli- 
Baisttna  ;  mais  comme  leur  nombre  est  trop  considé- 
rable pour  qu'on  les  puisse  calculer  tontes,  oo  se 
iMmera  k  déterminer  celles  qui  sont  assujetties  i 
l'une  des  quatre  conditions  énoncées  plus  haut ,  et 
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qui ,  par  cette  raison ,  peuvent  acquérir  tine  valenr 

fensiÛe- 

Sî  l'une  dès  inégalités  de  la  longitude  est  sutcep- 
tible  de  derenir,  considérable  il  sera  nécessaire,  dans 
l'expression  de  S^v^  d'avoir  égard  à  la  variabilité  des 
élémeos  des  orbites,  on  pourra  recourir  alors  à  la 
formule  générale  (8)  ,  et  elle  donnera  sans  peine  des 
'  formules  applicables  au  cas  où  l'on  considère  les  iné- 
galités dépendantes  du  carré  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

55.  Considérons  mainten&nt  les  inégalités  dépen- 
dantes des  cubes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Comme  ces  inégalités  ne  deviennent  sensibles  que  par 
les  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  acquérir, 
on  peut  se  borner  à  calculer  les  termes  qui  sont 
afièctés  de  ces  diviseurs. 

Ponr  cela,  supposons  que  par  l'approximation 
précédente  on  ait 

■^  =  Acos[i(n''— «'+«'  — 0+2n/  +  M-f-«r). 

Le  coefficient  k  étant  affecté  du  très  petit  diviseni 
r(r»'— n)-4-5n.  Il  en  résultera  dans  —le  terme 

Acos  [j(b'(  —  nf  -J-  fi'  —  e)  -(-  27ii  +  as  +  (T]. 

Et  cette  valeur  de  —  introduira  dans  l'équation 
didërentielle  (i)  des  termes  dépendans  de  l'angle 
i(n't — nt-\-^ — ()+57i<-4-5i,  et  des  termes  dépan- 
dans  de  l'angle  i{n't  —  ni+é'  —  fi)-|-nf-|-(^  qui 
auront  pour  diviseur  /(»'  —  n)H-  3n,  d'après  ce  que 
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nons  avons  dit  n°  38;  en  ne   conside'rant  que  ces 


termes,  on  aara 


En  faisant  donc /=:  3  dans  la  formule  générale  (4)* 
et  en  observant  que  Ton  pent  négliger  i(n' — «)+  3n 
4eTant  n  dans  les  diviseurs  de  cette  expression ,  on 
aura ,  en  ne  considérant  que  les  termes  qui  <Mit 
ï(n^ji)+5n  pour  diviseurs, 

—  =— -  e\  cos  [(■(«'(  —  nt+  ■'— i) +3n/  +  3i  —  «  +  /] 

+  i«A  co>  [iV*  -  W  +  .'-.)+  n(  +  ,+  -  +  /] 
,    a(3-0m'n 


Ea  vertu  de  celte  valeur  et  de  la  précédente 
— =  k  cos  [i{n't  —  nt  +  e'  —  e)  +  an<  +  ai  +*  J*]  . 

on    aura  pour  la  partie  de  —  qui  a  pour  diviseur 

iCn*— n)-h5n 

—  =  Acos[t(n'f  —  n<  +  £' —  g)  +  37«  +  ai  +  «f]  A 
—  eh  œsliÇn't—nt^  é' — é)  -+-  3n(  +  5fi  —  a  +  JW 
4-  eA  cos[i\n'«  — ftf  -j-  fe'  —  ê)  +  ni+  i+  û^-f  /]  >  (E) 

4-^Ë^^„-'ï^<iCn''-»<+»'-fi)+5ni+3s-K],) 

ToHï  ni.  11 
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l'équatioD  (5)  peut  s'écrire  ainsi , 

Ëft  ne  considérant  que  les  termes  qui  dépendent 
de  l'angle /(«'(  —  n(+e' — t)-\-nt~\-i,  et  qui  ont  pour 
dÎTÎseur  i{n' — n)+3n,  en  vertu  des  valeurs  précé- 


"■=-  (-'!î^^i±^^\«4«ii[fl»'»-W+-'-.)+nl+rt-*+Jl 


La  quantité  i{n' — n)+5n  étant  très  petite,  dans  le 
coefficient  de  cette  inégalité  on  peut  supposer,  sans 
erreur  sensible ,  i{n' — n)= — 3n;  la  partie  iodépei»- 
dante  de  R  de  la  formule  (5)  introduira  donc  dans 
l'expression  de  i^^  le  terme 

En  vertu  de  la  valeur 
^=  À cos  [i(n't  —  nï  +  î'  —  ()  4-  an<4- a«  +  «T)  j 


—  ^î^=^^i^.aA8in[i(n'(-^r-K-i)+anH-!î«+<r]. 

ou  bien  en  obserrant  qu'on  a  à  très  peu'  près 

i(n'  —  n)  +  5n  =  o ,  le  terme 

H-  aÂsin  \i(n't — n<  +i'  —  *)+2nH-aH- J^]  ; 

'le  terme -j-     donnera  celui-ci  ; 

-r-  ^ek  sin  [<«'<—  «(+«'— i)+3i«  -f-  5i—  «>  +  /]. 

En    réunissant  donc  les  différentes  parties  de  ^v; 

feisanf  /==  5  dans  la  forihule  générale  (7},   et  en 
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ne  considérant  que  les  termes  qai  ont  ((n'— n)  +  3n 
pour  dÏTisedr,  on  aura 

Jf=-^eh  tb  [i{n't  -  n(  +  i*  _  .)  +  3ni  +  3i  -  •  4-  /l  \ 

—  bA  (ip  [<(»'(  ~  n(  4-  •'  —  •)  +  an*  +  a.  +  J-]  I 

+  ^eh  *in  [<(«'(  —  «(  +  ,'  —  .)+«.(+■  +  •  +  /]  ) 

Les  formules  (E)  et  (FJ  donneront  toutes  les 
inégalités  da  troisième  ordre  croissant  avec  une 
grande  lenteur,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles  en 
acquérant  par  l'int^ration  un  très  p^tt  diviseur. 

36.  On  pourra  doue ,  an  moyen  des  formules  des 
n"  a8  et  ag ,  détermioer  toutes  lès  inégalités  de  m 
dépendantes  d'une  puissance  donnée  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  qui  peuvent  avoir  une  valeur  sensi- 
ble. Mais  lorsqu'il  s'agit  seulement,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent,  de  calculer  quelques  inë^liliésparti- 
colières  dépendantes  d'un  arjjument  déterminé,  il  est 
plus  simple  d'employer  la  méthode  4e  la  variation  de^ 
constantes  arbitraires ,  qui  donnera  immédiatement 
toutes  les  inégalités  d'un  ordre  quelconque,  qui  de- 
viennent sensibles  par  les  petits  diviseurs  ^ue  l'ioté- 
gratioD  leur  &it  aqqnçrir,  «ans  qu't^.soil  obligé  de 
s*occuper  des  inégalités  d'un  orflre  inférieur. 

En  effet  j  soit 

m^k  C08  [i{n't'-nt-^^—i)+btt+h—fi)»~-jW—2f'ïr], 

l'un  des  ternies  du  développement  de  R.  D'après  ta  loi 
de  ce  développement,  a'  4>  '  et  /  ét^nt  supposés  posi- 
tif;, et  1  plus  grand  qne  t.  Te  coefllcient  m  sera  de  l'ordre 
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l  oad'nn  ordre  snpërîenr  dc^deux ,  de  quatre ,  etc.  > 
UDités  f  relativemeot  anx  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ;  en  sorte  que,  si  parmi  les  inégalités  dépen- 
dantes de  l'angle  i(n't — nt)-{-int,  on  n'a  égard  qu'à 
celles  qui  sont  de  l'ordre  le  moins  élevé ,  relativement 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  m  sera  de  la 
,  forme  ^^^'X'^Af/tf  elfétsut  des  nombres  tous 
trois  positife  liés  par  l'équation  / — / — f  —  3/"=  o 
et  A  étant  une  fonction  indépendante  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  On  aura  donc 

de  •'  e     '     ■ 

Supposons  maintenant  que  le  terme 
m'kcos{i(n't—nt+i' — 6)-i-lntfi-U—fa>~J'u'-»2j"n) 
prenne  la  forme  suivante  » 

tn^Tua  li{n't  -  nt  + .'— .-4-''>(+/«]+'"*P'™«['C»''— «^+V— .)+fal'+/«]. 

en  comparant  ces  deux  expressions,  on  aura 

P=  *sinO+/i,'+a/'n),    , 

(la) 


/V+a/'n).    I 


P'=  *cos(/»+/'a 
Si  l'on dtfiëreatîe  par  rapport  à  £,  «,  A,  et  n  ces 
expressions ,  et  qu'à  la  place  de  ^  et  de  v-  on  subs- 
titue leurs  valeurs  précédentes,  on  trouTera 

dP  _      JF  ^ it 

dm  de   '  dm  ~~  da    ' 

rfp_     jp;       ^_        ^ 

rfn""^  A  '        dn  -~       ^  <&• 
Cela  posé ,  si  pour  abréger  on  fait  i(n't — «/+»' — «) 
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^bit+U^a,  et  qti'oa  néglige  les  ioég&lités  qui 
seraient  d'an  ordre  supérieur  à  /,  relativement  aux  ex- 
centn'cités  et  aux  inclinaisons,  ontrouTera,  d*'  ^"ji*)* 
que  le  terme  précédent  du  développement  de  R,  in- 
troduit dans  chacun  des  élémens  de  l'orbite  de  m  les 
inégalités  correspondantes  qui  suivent  : 


3n^a  (i-i)n' 


4^(1.-0. +  1-00..), 


■S)H- 


Hi'an*  /■dp  .  JP*  \ 

9^ ■■ r"-i — T! jr^\  T-Hnn  +  T"  *^  "  )■ 

'  IID  >[(«'— (i—fln] VA  dx  / 

Ces  diverses  inégalités  peuvent  devenir  très  sen- 
sibles, si  le  diviseur  in'  —  (/ — /)n  est  une  très  petite 
quantité  ;  les  plus  considérables  seront  d'abord  celles 
do  moyen  moavement ,  à  raison  du  très  petit  coeffi- 
cient dont  elles  sont  affectées ,  et  ensuite  'celles  de 
l'excentricité  et  de  la  longitude  du  périhélie ,  parce 
que  l'ordre  de  ces  inégalités  se  trouvant  abaissé  d'iine 
unité  par  rapport  au  premier  de  ces  élémens ,  et  de 
deux  unités  par  rapport  au  second ,  elles  peuvent, 
par  cette  cause,  devenir  très  sensibles  si  l'excen- 
tricité est  très  petite ,  et  même  surpasser  les  inéga- 
lités correspondantes  du  moyen  mouvement ,  quoi- 

(*)  Les  terin»  de  ta,  tZ  *  ^^'t  donnés  n"  1 7,  ont  ^té  prit  pu 
crrenr,  arec  an  signe  coniraïre. 
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qu'eUesD'aieatpourdÎTÎseurqae  la  première  pufseance 
de  la  quantité  in' — (j — l)n,  comme  la  théorie  des 
satellites  de  Japiter  en  ofiire  un  «xemple.  C'est  doQC 
pHiuipalenieDt  aux  inégalités  de  ces  trois  élémens 
qu'il  faudra  avoir  égard  dans  la  détermination  des 
perturbations  planétaires. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'introduire  ces  variations 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  pour 
avoir  les  formules  qni  conviennent  au  mouvement 
troublé.  On  a 
v=ifndt  •\-  É  +  aesinfyndi  +  i  —  w) 

4-  |e»sin3  (fruit +  t  —  a)  +  etc. 

Cette  valeur  de  la  longitude  vraie  étant  celle  que 
l'on  obtient  lorsque  dans  les  formules  de  l'orbite 
elliptique  on  change  le  moyen  mouvement  nt  en 
Jhdt ,  pour  rendre  ces  formules  applicables  an  mon- 
v^oient  troublé,  confonaéraept  à  ce  que  nous  avons 
^it  n*43,  livre  II. 

Si  l'on  difiërentie  l'expression  précédente  par  rap- 
port à  la  caractéristique  J'f  en  observant  que  l'on  a 
■/hdts^nt-i-Z  f  e%q\i  on  peut  saf  poser  Jhdt=nt  dans 
les  termesquisont  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisqu'on  néglige  ici  leur  carré ,  en  sapprimaut  les 
ternies  qui  après  la  substitution  des  v^eors  de  ^,  cTc, 
J'e ,  etc. ,  seraient  d'un  ordre  supérieur  à  t,  on  aura 
^«=j;+<re+£rc[3sinCn/-fe— i»)H-fe3in2(ttH-e— fl.)} 
— e(fû'[acos(n/-H — ai}+^ecos2{ne+€-v)']' 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  Ç,  ^e , 
et  e^a  leurs  valeurs  précédentes ,  et  qoe  ponr  abré- 
ger on  fasse 
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m'an  dk         , 

(f=-/)/i— iV  ■  S~     ' 

et  5= — fo»  —  fct'  —  ^'n  ,  on  trouvera 

^ 3«'(i  — fin-      t      «ï^»™  ['("''  —  «*  +  l*—  i)  +  *»l  +  /•]  l  \ 

""Pfn'-i.j-l.iil-l-  «P"»  ['V"  -  ni  +  ^-  •)  +  1».  +  «  / 

- !5r=;r)+s |^.5„i„..,  _„  +  ,_.,  +  j„,  +  „  1 1 

—  i-AdntV—  n'  +  •'—  •)  +  in«  +  /•  +  C] 

+  »A  •iiiHn'»  -  M  +  i*—  ^  +  y  —  i>il  +i/  — i)l  +  -  +  fl 

+  îdWnCiCn'r  —  m  +  .'—  i)  +  (/  —  »)«  +  (/  -  »>+a-+  C]. 

De  niÂine  pour  le  rayoD  vecteur  on  a 

-K=  1  —  eco8(ynf&+<  —a») 

j  +ic^i—.cos2C/>«''+ «—*)]  + etc. 

et  en  difiereotiant  par' rapport  «  c^ 

^= *  +  •/«  —  /»  c<»»  ("'  +  •  —  ■)  +  •=■»"(»'  +  '  —  «n 

—  efc[ii»  (n(  +  .  —  •)  +  crin  î(Bt  +  •  —  •)]. 

Ed  substituant  pour  ^a,  J'e,  «Tw  leurs  valeurs  »  on 
aura 

fr       am'(f— i)ii    /      «P  ■In  [i{«'t  _  m  +  /  —  »)  +  fel  4-  fc]  1  "J 

.>  ^i(n'— nj  +  /n  t+iiFcot  [îKt  —„(  +  ,'-.)  +  («(  +  /.]{  / 

—  •fcco«[i{F»'l  — m  +  ,'—,)  ^i»(  +  /,  +  C1  l 

4.  A  cw y  (*''-«  +  •'  — •)  +  ('-') <«-»-('-')•+•  +  «]  l 

-4-MB0.[*(fl't  — n(  +  ^  -  .)  +  {'-a)«(  +  C/— »>+»«-*<l.  J 

Enfin,  en  vertu  de  l'équation (ii) du  n'Ss^le  terme 

m'Acos[i(/ï'(— nï+i' — t)-^lnt+li—/u—^a'— if'Jl] 

de  la  xaleur  de  R  produira  dans  lexpreseion  de  la  la- 
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tilnde  le  suivant  : 

Si  Ton  fait  maintenant  /;=5  dans  les  expressions 
précédentes  ,  en  observant  qu'on  a  €  ■^S  —  », 
et  que  pour  F  e^  P  on  sulistitue  leurs  valeurs  en 
fonction  de  £  et  de  €  données  par  les  équations 
(fa),  OD  retrouvera  les  valeurs  de  ^r,  ^v ,  J's 
que  nous  avons  déduites ,  n'  55 ,  des  formules 
générales  d«i  n"  38  et  39.  L'accord  des  deux  pro- 
cédés est  donc  parfaitement  vériCé ,  quel  que  soit  le 
degré  d'approximation  que  l'on  veuille  obtenir,  ainsi 
que  uous  l'avions  déjà  établi  dans  le  n"  91  du  li- 
vre II,  relativement  aux  termes  dépendans  des  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

57  -La  méthode  de  la  variation  des  élémens  de  l'orbite 
elliptique  conduit  très  simplement,  comme  on  voit, 
à  la  détermination  des  inégalités  qui  sont  affectées  de 
diviseurs  qui  les  rendent  considérables;  mais  s'il 
s'agissait  de  déterminer  toutes  les  inégalités  d'une 
planète  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  la 
multiplicité  des  termes  qu'introduirait  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
k  latitude,  la  variation  des  élémens,  rendrait  ce  pro- 
cédé long  et  pénible;  et  dans  ce  cas,  pour  éviter  des 
réductions  trop  compliquées ,.  il  sera  mieux ,  comme 
nous  l'avons  dit,  n*  88,  livre  H,  de  recourir  aux 
formules  générales  qui  résultent  de  l'intégration 
directe  des]  équations  différentielles  du  mouvement 
troublé. 

Nous  avons  exposé  dans  le  chapitre  II ,  pour  c«)- 
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cnler  le  coefficient  d'an  terme  quelconque  de  l'ex- 
pression de  R  en  série ,  relatif  à  un  argument  dé- 
terminé >  nn  procédé  qui  est  indépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons ,  et  qui  dispense  d'effectuer 
le  pénible  développement  de  cette  fonction.  On  aura 
de  cette  manière,  sans  beaucoup  de  calculs,  les  va- 
leurs de  P  et  F  que  l'on  doit  substituer  dans  les  for- 
mules précédentes  ;  et  ce  procédé,  joint  à  la  méthode 
de  la  varialion  des  constantes  arbitraires,  est  sans 
contredit  le  plus  simple  et  le  plus  sur  qu'on  puisse 
employer  pour  déterminer  les  inégalités  d'une  planète 
qui  peuvent  devenir  sensibles  quoiqu'elles  soient , 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons , 
d'un  ordre  supérieur  au  second. 

38.RepreDOQsles  formules  (G),  (Hj  et  (K). 

Le  cas  de  1=  3  mérite  une  attention  particulière  , 
parce  que  c'est  de  lu!  que  dépendent  les  deux  graades 
inégalités  que  l'observation  avait  fart  remarquer  de- 
puis long-temps  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  dont  on  avait  vainement  cherché  la 
cause.  En  effet,  en  supposant  que  n  se  rapporte 
à  Jupiter  et  n'  à  Saturne,  si  dans  i{n' —  n)  H~  if* 
on  fait  /^3  et  i=  5  ,  ce  diviseur  devient  5ra'  —  an, 
quantité  très  petite  en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  les  mo^'ens  mouvemens  de  ces  deux  planètes, 
n"  59,  livre  II  ;  de  sorte  que  les  inégalités  qui  ont  cette 
quantité  pour  diviseur  peuvent  devenir  considérables, 
quoiqu'elles  soient  au  moins  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Comme  ces  inégalités  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  mouvemens  planétair^,  nous 
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allons  dévelo^ieT  complètement  les  formules  propres 
■ji  les  determùier.  Pour  cela,  désignons  par /n  la  roasse 
de  Jupiter  et  par  m'  celle  de  Satame.  En  ne  codkî- 
^raot  que  les  termes  du  troisième  ordre  relalÏTo- 
ment  aux  excentricités  et  aux  înclinaisons  qnî  dé- 
pendent de  l'aogle  5rU  —  2itt,  on  a  ,  par  le  n"  4  ^ 
R  =  MWfi*  cos  (Sn't  —  an*  +  5('  —  as  —  5&.) 
+  M*'Ve'co8(5/ï'i — 3nt  +  5^ — 3« — ac? — «') 
-J- Mï'W*cos(5nV — an(H-5(' — ae —  « —  a»') 
4-  M^^'  ces  (5n't — 3nt-\-5^  —  as—  5»') 
+  NWcA'cos(5n'« — ani+Se' — as — « — an) 
H-  N"e'>.'oos(5^'^-  ani+Se'  — ae— «'— aO). 
Les  valeurs  de  M^^  M^'',  etc.,  étant  détermioées 
par  les  formules  générales  du  n*  7 ,  dans  lesquelles 
on  fera  t  ^5,  ce  qui  donne,  en  substituant  en  outre 
k  la  place  de  A®  et  de  ses  coefBciens  différentiels , 
leurs  valeurs  e»  l^,  a  —z — ,  etc., 

(  ,««      *»<•'    «!n 

».r  ,«    •"!"    *''"   ■'■»'.'' ^ 
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Si  l'on  décompose  l'expression  précédente  de  R  en 
sinDset  en  cosinus  de  l'angle  Ob'*  —  2n/+5t'  —  3t  ,. 
et  qu'on  lui  suppose  cette  forme  : 

R  =  mTsin(5re'(— îni  +  5<'— a<) 
+  7n'P'cos;(5nV— anï  H- 5e' —  3<) , 
on  aura 

«'«T  =  «TaPJ-'MO  3- +  «'MWe'a'.in  (*.+ lO  +  B^<')""«m  (•  +  a»*) 
-f-aTtlCVnoî-'+oT^'J^'râi  (•+  an)-|-a'HC-V»,'»Lii{«'-)-3n)  ; 

et  la  quantité  m'a'^  sera  déterminée  par  la  même 
expression  dans  laquelle  on  changera  simplement  les 
sinus  en  cosinus. 

Cela  posé  ,  si  l'on  {âît  1:=^^  et  i  =  5  dans  les  va- 
leurs de  ^v  et  S'r  du  numéro  précédent,  on  aura, 
relativement  à  Jupiter  ,  pour  les  inégalités  de  laloo- 
gitnde 

"=5fe;<5î^.  "'--?)•'■  («»■.-».+».■ 

+  aA  tin   (&.'!  —  3n(  +  S/  —  3.  +  /)  V** 

—  ^th  limiMt  ~  Mt-hU  —  M  —  m  +  t) 

-(--■A  tin  (Wl  —  4nf  +  9<'  —  4i  +  •  •^  /}, 

et  pour  celle  du  rajon  vecteur , 

tr      _     4.1'n     r      aP  im  (W'  —  anï  +  V  -  ï.) 
a  ^      Sn'  —  ln"L+  «P'co»  (5n'(  —  an(  -f-  5/  —  9i) 
■4-   A  CM  (Sn't  —  3n(  +  V  —  3<  -f-  /) 
—  «A  CM  (Sn'i  —  Mt  +  5/  —  a.  —  -  +  /) 
+  «A  CD.  (Sn'(  —  4n(  +  5/  —  4.  +  •  -f-  /). 

En  supposant  f  =^  —  a  dans  les  formules  (G) 
et  (H) ,  et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m 
en  ce  qui  est  relatif  à  m',  et  k  en  h',  on  aura  des  for- 
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mules  analogues  aux  précédentes  pour   délenniiter 

les  in^alîtés  du  mouvement  de  Saturne  troublé  par 

Jupiter. 

On  trouvera  ainsi 


Sn*— », 

=(^ 

■a'P  +îa'' 

■£)-!- 

1— an(+5.'- 

mn-       f     i5n' 

-aT-f-»a' 

.->,w, 

i-^r+5/- 

■      iJ<'i 

iD{K«-- 

»(  +  (.' 

-^  +  r) 

■ie'A'.i 

n  {5n'<  - 

>»l  +  5.' 

-  a.  -  -' 

+  '0 

.5^A-.i 

n  (Sn'l  _ 

a/il  +  3t' 

—  ai  +  ■' 

+  0, 

lomn'    r      «"Pi 
5«'-«.Ui'P'< 

llo  (Sn-ï  - 

>nl  +  Si-  - 
«.  +  5.'  - 

-..)J 

+    A'c™  (4n'(  -  Mj  +  4/  _  ,.  +  J^  S  (N) 

-  a'A'ciM  (Sn'l  —  MH-Sf"  —  a*  —  •'  +  /0  1 

+  e'A'co.  {3n'i  -  MU-  3.'  ~  ii  +  •'  +  ^).  J 

59.  On  doit  observer  que  les  quantités  P  et  P'  con- 
servent les  mêmes  valeurs ,  soit  que  l'oa  considère 
l'action  de  ni  sur  m,  soit  celle  de  m  sur  m',  ce  qui 
résulte  de  ce  que  dans  le  développement  de  la 
fonction 

la  partie  ^*  •  "^  —  ne  produit  aucun  terme 
de  l'ordre  des  cubes  des  excentricités  dépendant  de 
l'argument  Siit  —  mt ,  en  sorte  que  ces  termes  ne 
peuvent  résulter  dans  R  que  du  développement  de 
la  partie  [(j?'— j:)»+(/'— 7/H-(z'— z)]"ï  qui  est 
commune  aux  deux  planètes, 
n  suit  de  là  que  si  l'on  ne  considère  dans  Sv  et  /(^ 
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qne  la  partie  qui  a  pour  diviseur  (5n' — an)» ,  et  qui 
est  la  plus  considérable  de  ces  valeui^ ,  ou  aura  entre 
elles  la  relation 

OQ  bien  en  observant  qu'ea  vertu  du  rapport  qui 
existe  entre  les  moyens  moaveniens  de  Jupiter  et  de 
Saturne ,  5n'  est  à  très  peu  près  égal  à  an,  et  que 


équation  d'oii  l'on  conclura  la  partie  «Te  qui  a 
(5n' — an)'  pour  diviseur  de  la  partie  correspondaote 
de  J'v'p  et  réciproquement. 

Cette  équation,  d'ailleurs,  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier d'une  relation  générale  qui  existe  entre  les 
ÎD^alités  à  longues  périodes  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m',  troublées  par  leur  action 
mutuelle ,  et  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  parce  qu'elle  peut  servir 
soit  à  déterminer  l'une  par  l'autre  ces  inégalités ,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  opérations  numériques ,  soit 
à  vérifier  leurs  valeurs  lorsqu'on  les  a  calculées  sé- 
parément. 

On  peut  démontrer  à  priori  cette  relation  de  la 
manière  suivante  : 

En  nommant  R'  la  valeur  de  R  relative  à  l'action 
de  m  sur  m',  on  aura,  n"  ^5,  livre  II , 


:.g.l.:ecll!,G00Qlc 
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Ç  =  —  Zanfdtfd'K, 


,     ('3) 

Wn'fdif(fa;.\ 
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_■»  .  'juwtt  'j  /.  I  dxdx'-t.dyiiy-\-âsdz'\ 
mdK 4-  m'd"R'  =  mmd  .\^a-\ j^—^ / 

La  difiërentielle  du  second  membre  désignant  une 
dîKrentielle  complète.  On  aura  donc  en  intégrant 

^/■fR+  myd-R-  =  .W  (-^■^+.y +'"^'  +  a) 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  déterminer 
les  inégalités  de  Ç  et  de  ^'  qui  dépendent  d'un  argu- 
ment donné  i'n't — int,  et  qui  ont  {i'n' — in)'  pour  divi- 
seur. U  faudra,  dans  l'équation  précédente,  considérer 
les  termes  qui  dépendent  de  cet  ai^ment,  et  qui  sont 
déjk  divisés  par  ^n'—in,  puisque  ce  sont  les  seuls 
qui  puissent  acquérir  le  carré  de  cette  quantité  pour 
diviseur  en  subissaot  une  nouvelle  intégration  dans 
les  valeurs  de  ^  et  de  Ç'.  Or,  il  est  évident  que  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  ne  contient 
aucnn  terme  semblable,  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux 
quantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses;  en  ne  con- 
ûiéraat  donc  que  ces  termes,  on  aura 

m/(fR  H-  n^ftfR'  =0. 

Si  l'on  intègre  nne  seconde  fois  cette  équation  ,  et 
qo'on  substitue  pour  fdtftHK  et  fdtf^K'  leurs  va- 
kais  tirées  des  formules  (lï),  on  anra 

m'oTiÇ  -f-  mWnX'  =  o, 

«a  bien  en  (observant  que  nzi=ia  •  et  n'  si  a"~s , 

tfoè  foD  tirera 
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Lorsqu'on  aura  calculé  les  inégalités  de  Ç  qui 
ont  (i'n'  —  in)*  pour  diviseur ,  cette  équation  donnera 
les  ioégalités  correspondantes  de  ^'. 

La  relation  précédente,  qui  lie  entre  elles  les  iné- 
galités à  longue  pénode  de  deux  planètes  soumises  à 
leur  action  mutuelle,  est  la  même  que  celle  qui  existe 
en  général  entre  les  varialidns  séculaires  des  élémens 
elliptiques  d'un  système  de  planètes  réagissant  les 
unes  sur  les  autres. 

40.  Considérons  enfin  les  inégalités  du  mouvement 
en  latitude  :  l'expression  de  R  contient  les  deux  ter- 
mes suivans  : 

N('**eA'cos(5nV  —  snt  +  5é'  —  as  —  co  —  ail), 
N<'VA*cos(5n'i —  ant+5t'  —  ae  —  a»'—  afl).  * 

En  vertu  de  ces  termes,  on  aura  pour  les  inégalités 
de  latitude  j  n'  56..    ■ 

Wan    r        «xHWïin  (5b'(  —  3nt  +  5/  —  3»  —  •  —  H)  T 
5n'- wiL  +  u'xWW  «in  C5n'(  -  3o(  +  5i'  -  3.  —  •'—  n)  J" 

En  changeant  dans  la  formule  (K)  tout  ce  qui  se  rap- 
porte à  m  dans  ce  qui  est  relatif  à  m'  et  réciproque- 
ment ,  et  en  observant  que  N'^'^  et  N'^'*  désignant  ce 
que  deviennent  N'** .et  K^'^  relativement  km',  on  a 
Nto)  ___  J  N(0  N^o  =_  ^  N",  on  aura  pour 
l'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  la^tude 
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àe  m' 

iy~-        "-","'  r       "^HW  «»  «"'«  —  anr  +  4,'-  a.  —  .  -  nn 
W  -  M  ;?  L  +  ^»>NC')  >i>>  (4n'l  -  M(  +  ^/-  a,  —  .'_  n)  J* 

n  d^gnaht,  comme  dans  ce  qui  précède,  la  loDgitude 
du  nœud  de  l'orbite  de  m'  sur  l'orbite  de  m. 

Ces  inégalités  peuvent  s'élever  à  4"  à  peu  près  pour 
Jupiter,  et  à  10"  pour  Saturne.  Ce  sont  les  seules 
in^alités  de  la  latitude  dépendantes  du  prodnit  des 
exceotricités  et  des  inclinaisons,  qui  soient  sensibles 
dans  le  système  planétaire. 

On  a  vu ,  dans  le  n"  35 ,  que  la  valeur  de  ^s  in- 
trodnit  dans  l'expression  de  la  longitude  rapportée  à 
un  plan  fixe  le  terme  —  taQg^(rjco8(i', —  fl),  en  subs- 
tituant donc  pour  J's  sa  valeur,  il  en  résultera  mi 
terme  dépendant  de  l'angle  5n't —  anï  qui  devra  être 
ajonté  à  la  grande  inégalité  qui  afTecte  la  longitude 
de  m;  mais  ce  terme  est  insensible  pour  Jupiter  et 
pour  Saturne. 

41 .  On  déterminera,  au  moyen  des  formules  précé- 
dentes, toutes  les  inégalités  de  l'ordre  des  cubes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  qui  dépendent  de 
l'angle  5n't  —  sni ,  et  qui  peuvent  devenir  sensibles 
dans  les  longitude»»  les  latitudes  et  les  rayons  vec- 
teurs de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  vertu  de  la  com-' 
mensnrabilité  ap[Rt}chée  de  leurs  moyens  mouve- 
mens.  Comme  les  inégalités  du  mouvement  en 
loDgitnde  sont  très  considérables,  il  sera  nécessaire, 
dans  JV et /<^,  d'avoir  égardanx  variations sécubires 
des  élémens  elliptiques  de  m  et  de  m';  pour  cela, 
dans  les  expressions  de  ces  deux  quantités ,  à  la  jAace 
de  ^  et  de  a'F,  on  Substituera  les  série» 
Tome  111.  12 
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a?- 
aT  — 


naJP  3atiP 


(5rt*— aii)d(  (5n'— anjdï' 

aadP  3adP 


<5n' — aB)A  (5R'-^BR)<ft  * 
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on  smiiu  dd  hoicie.  ,^ 

et  poordétenniner  les  quantités  M<«,  M<",  etc. ,  on  aura 
^  V."»**}+<i!»-^+V-3J--.W.^j 

-•^r  ."   *"   "'i'   ''".'"i 


-^•( 


i{».(»v'«?)H.^4(4!.+.^)| 
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.,    I  -13- V'^^  +  ^-ir— "•-j^— "-ss-y  ( 

I      m'u'a'iL'l      ,,P>,  ï         c.»  .«Il 

llt'«M'*X>(      ...(■)  oc  •  .1  .  ï  I 


Si  l'on  décompose  les  siniuet  cosinos  del'expresuoa 
de  R  en  sinus  etcosiausde  l'angle  5n'^ — ^Ttt-\-^i — 3.1^ 
on  donnera  à  cette  fonction  la  forme 

m'Q  sin  (5n'<  —  jnï  4-  W  —  a<) 
+  id^coA  {5n't — ani  4. 5i'  —  ae) , 

et  poardéterminep  Q'  on  anra 

m-Q"  K  a-MW  co.  (4«  —  •!  +  o'MC)  co»  3.  +  o'MW  co.  (f/+  m) 
+  aW<»  G«  (m'+ •)  +  «WCQ  co*  3*'+ aW<Q.ccM  (4</— •) 
+  a'N(*)  r<M(l^•f-9■--W>fs■'Tf(■)G0•(lIH••]-^'l'N(•>eM(an+•^ 
+  al<(i}  COI  (an— •+W>+alf(4)coi(4n— d>(-a^<')c«*(4n— •}, 

et  Q  sera  donné  par  la  même  éqnalion  dans  laquelle 
on  changera  les  cosinus  eq  sinus. 
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£d  sobstitoaiit  ces  valeun  à  la  place  de  P  et^P'  dans 
les  formtiles  (K)  et  (L),  on  aura  la  partie  de  la 
longitude  et  du  rajon  vecteur  de  Jupiter ,  du  cia- 
quième  ordre  par  ra{^rt  aux  exceotncitës  et  rela- 
tive à  Tangle  5n'l  —  ant. 

Les  inégalités  corcespondanlesde  Saturne  se  déter- 
mineront de  la  même  manière  au  moyen  des  for- 
mules (M)  et  (N).  Soit  Q,  et  Q',  ce  qae  deviennent  (J 
et  Q'  par  rapport  à  Saturne ,  on  aura  relativement  à 
l'action  de  Jupiter  sur  cette  planète 

R'  =  mQ,  sin  (5n'/  —  ant  ■+■  5«'  —  ae) 
+  niQ'  ,cos{5n't  —  snt  +  5^  —  21). 

On  substituera  m'Q,  et  mQ',  à  la  place  de  mP  et  de  mP' 
dans  les  valeurs  de  é'v'  et  de  eT/',  et  l'on  aura  les  iné- 
galités de  ces  deux  quantités  qui  dépendent  à  la  fois 
des  cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  et  de  l'angle  Sn't  —  snt. 

Coinrae  cette  partie  des  deox  graoïles  inégalités 
de  Jupiter  et_de  ^atume  est  pen  ctusidérable  rela- 
tivement 4  celle  que  nous  avons  déterminée  dans 
le  numéro  précédent,  on  pourra  se  borner  à  en 
Calculer  les  termes  principaux.  Ce  sont  ceux  qui 
sont  affectés  du  très  petit  diviseur  (5n'  —  an)* ,  et 
qui  sont  introduits  dans  l'expression  de  la  longitude 
par  la  variation  du  moyen  mouvement.  Oo  pourra 
donc  ici  supposer  simplement 

/v  «=  —  5a/ndt/d'R  , 

et  par  conséquent  ori  aura  enliore  entre  les  termes  dés 
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deax  grasdes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Satnrae  qui 
dépendent  des  cinquièmes  puissances  des  excentricités 
et  des  iacliqaisons  b  relation  ordinaire 

«Tf  KS  —  — ^  .  /i» . 
m  y  a 

d'où  l'on  conclura  immédiatement  la  partie  précé»- 
dente  de  la'grande  inégalité  de  Jupiter,  lorsque  la 
partie  correspondante  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne sera  déterminée. 

Il  est  aisé  d'ailleurs  de  vérifier  la  relation  précé- 
dente dans  le  cas  que  nous  considérons.  En  effet, 
d'après  la  natnre  de  la  fonction  mR  y  les  tcrmeîi  de 
son  développement  qui  renferment  la  quantité  A^*^ 
et  ses  difierences  sont  les  seuls  qui  ne  sont  pas  com- 
muns aux  deux  planètes,  en  sorte  que  la  quantité  M^'^ 
«8t  la  seule  dont  le»,  valeurs  différeront  dans  les  ex- 
;w«sBÎon8  eo  série  de  ml^et  de  m'R'.  Lorsque  L'on  con- 
sidère Tactioo  de  m'  sur' m  on  doit  &ire,  a"  34, 

•  if 

A^'^=s  —-  —  -s  ,  et  dans  le  cas  où  l'on  coosidcn 

»!"    .■ 

l'action  de  m  sur  m',  iï  faat  faire  At'*==  -4 — .  Si 

l'on  suppose  donc  simplement  A^''  =  -^  ,  on  auca 
rigoureusement  mR  =  m'R',  et  par  conséquent  Q=Q, 
et  Q*  =  Q,  ;  il  faudra  ensuite  dans  tes  termes  dépen- 
dant de  A*'' et  de  ses  difîérences,, faire  A''*  =  —  -7;, 
ce   .qui  ajoutera  à  la    valeur  de  M^'^   la  quantité 
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—  "*'  ~W  '   â^  '   ***  quand  on   considérera   l'action 

de  m  sur  m' ,   il  faudra  faire  A''^  = :  ^  ce  qui 

ajoutera  à  la  valeur  de  M^"'  la  quantité  —  m'  -7^  .  ~-r^. 
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45.  Od  rencontre  dans  la  tbëorie  de  Mercnre  troublé 
par  la  Terre  une  inégalité  du  troisième  ordre  ^  à 
laquelle  îl  &nt  également  avoir  égard  ,  parce  que  le 
rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouTemens  nt 
et  n't  de  ces  deux  planètes,  rend  très  petite  la  quan- 
tité nt — ^'t  f  et  peut  rendre  considérables  ,  par 
conséquent,  les  inégalités  dépendantes  de  cet  ali- 
ment. Toutefois,  comme  les  inégalités  de  Mercure 
sont  en  général  de  peu  d'importance,  il  suffira  de 
considérer  celles  qui  sont  afiêctées  du  petit  diviseur 
(  n  — 4'*'  )*  f  et  <]"i  ^^^^  introduites  daos  l'expression 
de  la  longitude  par  la  variation  du  mo^en  mouve- 
ment. Pour  les  déterminer,  supposons  que  m  et  m' 
désignent  respectivement  les  masses  de  Mercure  et  de 
}a  Terre  ,  on  aura 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction  R  od  n'a 
égardqu'anx  termes  qui  dépendent  derangle4M'< — n< 
et  qu'on  suppose 

R  :=  mTsîn  (^n't  —  nt  +  4»' — l) 
+  m'V'coB(4n't  —  n< + 4»'  —  *) , 


.  __3mV_     f     aVàD{4r^t—rU  +  4i'—t)) 
**  "— 14"'-")'  '  I— flPco8(4n't— ni  4-  4*'— «)j* 

En  faisant  i  =4  àaus  les  formules  du  n"  7^  on 
trouve 
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'      R  =  W'e'cos(4n'(— n«  +  4'  — •— 5») 

+  M">eVcos(4n'e  —  nt+^i'  — •—  a» —  «') 
+  WW'cos(4ri'i — n(+4<' — • — «* — 3«'; 
+  M"V'cos(4n'(  —  nt  +  4i'— f—  5»') 
H-  N<'''e^•  cos  r4n'i  —  n( + 4.'  —  l  —  »  —  ^n) 
+  Nt'VA'co8(4n'«— n(+ 41'— t'— •' —  an). 

Et  pour  délenniner  M'",  M''',  etc. ,  on  aur» 

■'»■"'=  %\'^'i'-^"i'-£-<-'"'-di-*''-:si-  J  ■ 

-     f    (o         <  ' 

En  comparant  ta  valenr  précédente  de  R  à  celle 
que  nous  lui  avons  supposée  ,  on  trouvera 

et  l'on  aura  pour  déterminer  m'a'V,  la  même 
équation  ,  dans  laquelle  on  changera  seulement  les 
sinus  en  cosinus. 

En  rédnisant  ces  formules  en  nombres ,  et  en  subs- 
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tituant  ensuite  pour  aT  et  oT'  leurs  valeurs  dans 
l'expression  de  /c,  on  aura  sans  difficnlté  la  partie 
principale  de  l'inégalité  de  Mercure  produite  par  l'ac- 
tion de  la  Terre.  Cette  inégalité,  au  reste,  ne  s'élève 
guère  à  plus  d'une  demi-seconde  dans  sa  plus  grande 
valeur  ;  les  termes  que  nous  avons  négligés  peuvent 
donc  être  omis  sans  erreur  sensible. 

44*  U  existe  dans  la  théorie  de  la  Terre  troublée  par 
Vénusnne  inégalité  dépeudantede  l'angle  8n£ — i5n't, 
et  par  conséquent  du  cioquiàne  ordre  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  incL'naisons,  à  laquelle  il 
fiiul  avoir  égard ,  parce  qne  8n  —  1 3n'  est  nne  très 
petite  quantité,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes.  En  effet , 
l'excès  de  buït  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus 
sur  treize  fois  celui  de  la  Terre ,  est  d'environ  la  ^jv 
partie  du  moyen  mouvement  annuel  delà  Terre; 
et  cette  circonstance  donne  lieu  à  une  inégalité  dont 
la  période  est  de  34*3  "^s  environ ,  et  dont  l'influence 
est  très  sensible  lorsque  l'on  compare  entre  eux  des 
lieux  du  Soleil  observés  à  de  longs  intervalles.  Pour 
la  déterminer ,  supposons  que  m  soit  Vénus  et  tk'  la 
Terre;  comme  cette  mégalité  est  peu  considérable, 
on  peut  négliger  les  termesqui  n'ont  pa«(i5n'  -— 8n)' 
pour  diviseur,  alors  si  l'on  suppose 

R=mTsio(i5n'(— 8nï+i5V— 8f) 
-hm'Fco8(i5n'i— 8n/4->5i'-  8i), 
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_  _iW'»'      (    aP'sinfiSn'f— 8n^4-I5<'— 3*)ï 

*"—  (i3b'— gS)ï'l— <iPcos(i3n'ï— 8n(+i5i'— 8i)'' 
A/—       39W».'      [  aT'sin(i5n'i— 87«+i3i'-8f)) 

•"^^  Ci3n'— 8n)'  •  i— aTco8(  1 5n'i— 8lI^^l3f'-8•;/' 

les  valeurs  de  P  et  P'  étaat  les  mêmes,  soit  que  l'oa 
considère  r«ct)oa  de  m'sar  m,  soit  que  l'on  con- 
sidère l'action  de  m  sur  m'^  et  i  Sn'  e'tant  à  très  peu 
près'  e'gal  k  8n,  ou  aura  entre  ^v  et  J^c'  l'équation 
ordioaire  de  condition 

En  famat  i=  i5  dans  les  fbnnules  du  n*  g,  on 
aura 

»=M«iî»co«(i37i't— 8nt+  iW— 8«— 5») 
+  M!"e<iî'cos(i5B'<— 8b<+  iSl"— 8i— 40— i»")! 
+  M<'>e'«"cot(i3n'(— 8b(+i5i'— 8t— 3»— ao") 
+  M"'e'e"cos(  1 3n'(—  8ni+ 1 3i'—  8i'—  ao— 5»') 
+  M«'e<!'*c08(i5/i't— 8»«+i5<'— 8«— •— 4»') 
+  MWV'cos  (i  5n'J — 8n<  H-  1 3('— 8<— 5«') 
+N<°>e»A'c<M(i3n'i— «iX+  i3i'— 81— 3»— ail) 
+N<''iî"e'AV»s(  1 3n'(— 8nH-  ■  5^— 8«— ao'— »'— ail) 
+N<''ee"A'cos(i3/i'«— 8nl+i3i'— -8<— <»— affl'-an) 
+  N<V"AVx)s(i3»'ï— 8im-i3i'— 8«— 5»'— an) 
+  N<«>eA<co8(i3n'«— 8n«+i5/— 81— •  — 4n) 
+N»>e'A<co»(i3n'(— 8b(  +  iSi"— 81— a'— 4n). 

et  l'on  trouvera 
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+  fc—'  -jj-  +  ■'•■'  -afe-*  •■  -s!-J  • 
■  (  .       (-.1  '*^'"*  ''■*i"* 

+  *- sJ-+"""TÈ-+-'-3j-^. 

'  ,.0  ■"■"*  *''.'■' 

»!■•'  *»<■•' 

^  +I.541Î.-  -ji- 


•^•^-^ 


•™<->=-^ 


^w=    ^ 


••""— w 


•■'"■'=  ii, 


5i47.'. 

4Ma93  6i    +tiïa$B5"-^  +iiS4i7«* 
+  S3lli.>  -ji-  +  iig.1  -jA- 

i  iU  "  t 


^  (        <•>  ■»'■'  «!" 

^  I^(9>>"i5»j  +.31.31».-^ +.,»,;„._;. 
+  »'--35-  +  "=-' -si- +•■ -Sri-^. 
•Tiw=_^^  g4es4  '+i.&(.-^+e3.'-^+,i-«     ) 
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Ed  comparant  entre  elles  les  deux  expressions  pré- 
cédentes de  K^  on  aura 

-^  a^(tie\*  <»«(•+  4n]  -H  a'n<'to'»<cot  (■'•(-  4II)  ; 

et  pour  détermioer  P  il  suflSra  de  changer  dans  cette 
équation  les  cosinns  eo  sinus. 

En  substituant  ensuite  oes  valeurs  dans  les  expres- 
sions de  iTc  et  de  /^',  on  aara  la  partie  la  plos  sen- 
sible .des  inégalités  de  la  Terre  et  de  Vénus,  résultant 
de  leur  action  réciproque  et  dépendante  de  l'angle 

Ce  calcul  n'a  de  difficulté  que  son  extrême  lon- 
gueur. C'est  à  M.  Âipy^  savant  professear  de  l'Univer- 
sité de  Cambridge ,  que  l'on  doit  la  découverte  de 
l'inégalité  précédente.  Il  est  remarquable  que  la  prin' 
cipale  partie  du  coefficient  de  cette  inégalité,  qui  s'é- 
lève à  près  de  3"  pour  Vénus ,  et  à  3"  seulement  pour 
la  T«rre,  résulte  des  tonnes  dëpendans  de  rinclinai" 
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son  mataelle  dei  oriiites ,  tartnes  que  l'on  n'uvait  paq 
snâiBaimiient  considérés  jusqn'ici ,  et  panni  lesquels 
on  arait  même  cm  pouvoir  négliger  lontr«-fait  cenk 
qui  reafeimeot  les  puiseanocs  des  indioaisobs  Sapé* 
rieures  à  la  seconde.  Les  termes  qui  dépendent  unique* 
ment  des  excentricités  se  compensent  au  contraire  de 
telle  sorte ,  en  vertu  de  la  position  actuelle  des  péri- 
hélies des  deuT  planètes ,  que  ienr  ensemble  ne  four* 
nit  qu'un  résultat  à  peu  près  inseasible.  On  voit  par 
cet  exemple  qu'il  était  nécessaire  de  donner  au  dé- 
veloppement de  la  fonction  R  tonte  l'étendue  à  la- 
quelle nous  l'avons  portée,  et,  en  même  temps,  que 
nos  formules  suffisent  jusqu'à  présent  à  tous  les  cas 
qui  peuvent  se  présenter. 

'  45.Dansle  chapitre  IX,du  livre  Ilnousavonsdonné 
les  expressions  des  inégalités  dn  rayon  vecteur,  de  1a 
longitude  et  de  la  latitude  de  m,  en  portant  l'ap* 
proximation  jusqu'aux  premières  puissances  des  ëi* 
centricités  et  des  inclinaisons^  ce  quï  suffit  dans  h 
plupart  des  cas.  An  moyen  des  formules  précédentes, 
OD  pOBrra  pousser  les  approxiniatiuns  aussi .  loin 
qu'on  TOndra;  «t  nous  avons  donné,  lea  particalier, 
Texpretsion  des  termes  dépendans  da  carré  des  «x*- 
centricités  «t  des  iodioaisone,  et  coUe  -des  deux 
graades  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  en  tenant 
même  compte  des  termes  du  cinquième  ordre.  Il  est 
rare  que  tes  besMos  de  rAstrooomïe  exigent  do^ 
Taotage }  «o  aura ,  en  tous  cas ,  recours  aux  formnln 
générales,  et  les  considérations  qui  obligeront  de 
caJcnler  qnelque  inégalité  nouvelle,  serviront  à  flii 
Jbciliter  la.  détermmstkm.  Loi  diverutt  insg«lîtéB>de 


Eiiiizedbv  Google 


192  THÉORIE  ANALYTIQUE 

r,  Vf  s,  ainsi  calculées,  s'ajonteront  l'une  à  l'autre,  en 

vertu  de  ce  que  les  équations  qui  les  déterminent  sont 

linéaires,  et  l'on  aura  pour  le  rayon  vecteur,  pour  la 

longitude  et  pour  la   latitude  dans   l'orbite   tron- 

Uée, 

r  +  /r,     V  +  S-v^     s  H-  <r*, 

on  r,  f,  .r,  désignent  le  rayon  vecteur,  la  longitude  et 
la  latitude  dans  l'orbite  elliptique,  et  t^r,  «Tcf  «Tf ,  la 
somme  des  inégalités  dont  ces  trois  expressions  sont 
aâèctées.  Ces  trois  dernières  quantités  seront  compo- 
sées de  termes  de  cette  forme  : 

m'A  "J  \i{n't  —  Bi  +  ,'  _  i)  +  gnï  +  g*  +  A] , 

g  étant  un  nombre  entier  quelconque  ou  zéro ,  et  k 
une  fonction  des  excentricités  ou  des  inclinaisons  de 
l'ordre  g,  ou  d'un  ordre  supérieur  de  deux,  de 
quatre,  etc.,  unités. 

En  effet ,  il  résulte  des  lois  du  développement  de  la 
fonction  R,  et  des  formules  qui  déterminent  les  iné- 
galités planétaires,  que  si  une  inégalité  dépendante 
d'un  argument  déterminé  se  présente  pour  la  pre- 
mière fois  parmi  les  termes  de  l'ordre  g,  elle  ne  se 
présentera  plus  ensuite  que  panni  les  termes  de 
l'ordre  g  +  ^t  f +  4^  &\c,t  et  ainsi  de  suite.  On 
pourra  donc  juger  facilement  à  quel  ordre  appartient 
une  inégalité  dépendante  d'an  aignment  donné. 

Chacune  des  planètes  perturbatrices  /»',  m",  etc., 
produira  des  termes  semblables  aux  précédens,  et 
la  réuniop  de  tons  ces  termes  formera  la  valeur  com- 
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plètc  dn  rayon  vecteur  de  m  et  des  iaégalîtés  de 
son  monvenient ,  soit  en  longitude ,  soit  en  la- 
titude. ^ 

Dans  l'un  des  chapitres  suîvaas  nous  donnerons 
les  r^ultats  de  la  réduction  en  nombres  des  for- 
mâles  précédentes,  relativenfieot  aux  sept  planètes 
principales,  et  nous  présenterons,  avec  une  exactitude 
suffisante,  la  détemaination  de  leurs  principales  iné- 
galité 


TuME  m. 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 


Eiiiizedbv  Google 


DU  SYSTÈME  DV  MOHDE.  tgS 

axe  fet  du  moyen  ntouvement  ;  en  ayant  ëgsrd  aux 
termes dependans  du  carré  des  forces  perturbatrices, 
détttrmiaOns  de  la  même  manière  les  variations  cop- 
resfiondaAtes  des  autres  élémens  de  l'orbite  tUif^^ 
tique.  Pour  cela  t  en  iadiqaknt  par  /  les  variatiodS 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  niasses,  il 
laudra>  daas  les  fonnales  qui  donnent  les  variations 
deà  éUmens  de  l'orbite  de  m  (n*>  4a ,  livre  II),  substi* 
tuer  à  la  place  dek  élémeos  que  ces  formules  renfer- 
ment leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  variations 
i'a,  Ç,  ete,  etc.,  et  R4- J'Rà  la  place  de  R,  en 
nommant  cTR  la  variation  de  la  fonction  perturba- 
trice correspondante  à  celle  des  élémens  de  l'orbite 
elliptique  que  cette  fonction  renferme,  et  dëpendanfé 
simplement  de  la  seconde  puissance  des  forces  pe^^ 
torbatrices  ;  en  sorte  qu'on  a 

Nons  avons  désigné  par  d'K  la  difTérentielle  de 
la  fonction  R  prise  par  rapport  atix  coordonnées  de 
la  planète  troublée ,  et  sans  faire  varier  celles  de  la 
planète  perturbatrice  ;  lors  donc  qu'on  aura  substitua' 
à  la  place  des  coordonnées  de  m  et  de  m' leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  élémens  de  leurs  orbites. 
augmentées  de  leurs  variations ,. on  aura  la  difleren- 
tielle  d'(R.  •+■  «TR)  de  la  fonction  résultante,  en  diffé- 
reotianty  par  Rapport  en  temps  introduit,  piaf  les 
coordonnées  Aa  là  planète  troublée  et  par  lears  v«'- 
nations,  sans  faire  rarier  la  tâmps  ^peâdaàt  àm 
i5.. 
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coordooaées  de  la  planète  perturbatiice  ou  de  leurs 
variàtioDs,  conforniénieat  k  ce  qui  a  été  dît  d"  Go 
lîvr-e  n.  Quant  aux  différences  partielles  de  la  fonc- 
tion R  -(-  SK  relatives  aux  élémens  de  l'orbite  ellip- 
tique «  qui  entreront  dans  les  formules  qui  détermi- 
nent les  variations  de  ces  élémens,  pour  montrer 
cpmnient  on  les  obtiendra ,  désignons  pour  un  mo- 
ment par  R  cette  fonction ,  et  par  a=:  a  -j-J'a  l'un 
quelconque  des  élémens  de  l'orbite  de  m  aug- 
menté de   sa  variation .  -^   sera   la  quantité  qu'il 

âudra  substituer  à  la  place  de  ^  dans  les  for- 
mules du  n"  4  3  du  livre  II,  lorsqu'on  aura  égard 
aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses,  mais 

il  est  clair  que  la  valeur  de  -=-  est  égale  à  celle  de 

-j- ,  dans  laquelle  on  substituerait ,  à  la  place  des  élé- 

meiis  de  l'orbite ,  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs 
variations;  en  sorte  qu'on  aura 

da"'  f^  da' 

Or,  d'après  la  valeur  precédente  de  JH,  il  est  ais^ 
de  Voir  que  l'on  a 

^  «m  _  rf.jR 

'da  ~~'    da    * 
la  différentielle  de  iTR  relative  à  a  devant  être  prise 
en  faisant  varier  la  constante  a  introduite  par  la 
«nbstitution  des  valeurs  des  coordonnées  eUiptiques 
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de  m,  et  en  regardant  comme  constante  celle  qala- 
troduisent  les  variations  de  ces  côordoonees,.  ainsi 
que  celles  des  coordonnées  de  la  planète- fiertur- 
batrice  ni'. 

n  fandra  donc ,  poar  avoir  égard  aux  termes  dé- 
pendaos  du  carré  des  masses ,  substituer  dans  les  for' 
roules  du  n*  ^3,  livre  II,  à  la  place  des  éléroens  de 
l'orbite  de  m ,  que  nous  supposerODS  corrigés  de  leurs 
variations  sécolaîres,  leurs  valéors  elliptiques  aug- 
mentées de  leurs  variations  périodiques,  que  nous 
désignerons  par  la  caractéristique  J\  et  rtietlre  ensuite 
R  +  «TR  à  la  place  de  R,  ^ — | — ^  à  la  place  de 
y  ,  et  de  même  pour  les  différences  partielle^  rela- 
tives aux  autres élémens;  on  bien,  ce  qui  revient  ao^ 
même,  on  différentiera ,  par  rapport  à  la'paractéris-r. 
tique  ^,  les  formules  du  numéro  cité,  en  observant 
que  dans  les  différences  partielles  de  la  fonction  JH , 
relatives  au^t  élémens  de  l'orbite  elliptique  de  m^oa, 
doit  regarder  comme  constantes  les  variations  ^a , 
^,  /a',  etc. ,  qui  entrent  dans  l'expression  de  ^ , 
ainsi  que  les  quantités  qui  en  dépendent. 

Cela  posé,  en  observant  que  -T^-j:*  on  troU'- 
vera 
Wo=:2a't'''<fRH-4arf'R/(/'R),  (1) 

-  ^"  "'''  (."30-  +  '^  ^-/^^  ^)  )  (a) 
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A  =  —  ^^—S-ii^V^^^)  (d'Sti—ad'Rfd'K)\ 

EnAd ,  la  formule  (4)  «la  n*  61  du  livre  H ,  en  ob- 
servant que  Tùn  a 

donnera,  pour  laTariation  du  moyen  mouvement ^ 

rfÇ  — —  3amft/rf'/R  +  f^VC/<^R)'-      (?)  . 

Dans  les  formules  prÀ;édentes ,  il  &ucfra  substituer 
à  la  place 'd«  S'a  sa  valeur  détemdoée  p^r  l'équa- 
tion (S)  du  n"  4^  du  livre  II;  et  en  intégrant  ensuis  , 
ces  formules,  on  aura  les  variations  Bnies  des  éle'mens 
de  l'orbite  elliptique,  dépendantes  du  carré  des 
niasses.  T^ou»  n'avons  pas  effectué  ici  cette  substitu- 
tion, qui  ne  présente  d'a'l'eurs  aucune  difficulté], 
afin  de  ne  pas  trop  compliquer  les  formules. 

4y .  Si  de  même,  dans  la  valeur  (a)  de  J^R ,  on  rem- 
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place  les  TariatioDs  finies  des  ^l^mens  des  orBUes  de 
m  et  de  m'  par  leurs  viletirs  données  pai*  la-  pretnièiv 
approximation ,  on  pourra  développer  l'expresaioa 
résultante  en  série  de  sînus  et  de  cosinus  d'angles 
proportionnels  aux  moyens  tnoitTcmens  des  deux  pla- 
nètes, delà  même  manière  qu'on  a  développé  la  fono 
tioQ  Rdépendante  de  la  première  puîssa  uce  des  masses; 
mais,  dans  certains  cas,  t)  sera  préférable  de  dé- 
tennioei-  la  variation  /R  de  la  manière  suivante. 

An  lieu  de  regarder  R  comme  une  fonction  des 
élémens  des  orbites  de  m  et  de  m',  et  du  lémf»  t,  ou 
peut  considérer  cette  quantité  dans  l'état  où  elle  est 
donnée  par  tes  formules  du  tnouvement  troublé  > 
c'est-^-dire  comme  fonction  des  coordonnées  de  Ib 
planète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  SI 
l'on  désigne  donc  respectivement  par  r,  v,  s,  le  ra^oa 
vecteur,  la  Icfngitude  et  la  latitude  de  m  dans  son  or- 
faite  elliptique,  et  par  S'f,  tTf  et  S^s  les  parties  de  ces 
COOrdonoces  dues  à  l'action  des  forces  perturbatrices , 
ef  dépendantes  de  la  première  puissance  de  ces  forces, 
qu'on  désigne  par  les  mêmes  lettres  accentuées,  les 
quantités  correspondantes  relatives  à  m',  on  aura 

La  première  approximation  par  les  formules  dé- 
veloppées soit  dans  le  livre  11,  soit  dans  les  chapitres 
précédens,  fera  connaître  les  valeurs  de  «Tr,  Sv,  tî's, 
exprimées  en  suites  de  eiuns  et  de  cosinus  des  moyens 
moavemens  de  m  et  de  m',  ordonnées  par  rapport 
«ux  puiuaocec  et  aux  prodnîts  des  excentricités  et 
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des  inclicaisonfi  de  leurs  orbites.  Nous  avons  donné, 

dans  le  a°4»  ^^  moyen    d'obtenir  les  valeurs  des 

différences  partielles  -j-,  j-,  ^,  exprimées  de  la 

même  manière;  on  pourra  donc  déterminer  sans 
peine  les  termes  de  e^R  correspondaas  aux  termes 
que  l'on  aura  considérés  dans  chacun  des  facteurs  des 

produits  T- JV,  j-^^t  Â*^*»  1"®  ***^  fonctjoa 
renferme.  11  en  serait  de  même  relativement  aux 
produits  ^  J^r',  j-;/»^»  T'^^'  ®'  ''  ^""^  facile, 
par  conséquent ,  de  distinguer  tous  les  termes  de  «TR 
qui  dépendent  d'un  argument  donné ,  et  de  tel  ordre 
<|n'on  voudra  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

On  aura  les  termes  correspondans  de  d'^H  en 
différentiant  par  rapport  au  temps  t ,  introduit  par 
les  coordonoé^  de  la  planète  trouMée  et  par  leurs 
variations  Jr,  ^v  y  S's  t  et  eu  regardant  comme 
constant  celui  qui  dépend  des  coordoanées  de  la 
planète  perturbatrice  et  des  variations  /r',  S'v'  et 
^s' ;  enfin  ^  on  obtiendra  les  termes  correspondans 
des  différences  partielles  de  /R  relatives  aux  élé- 
meus  du  mouvemeat  elliptique,  en  différentiant, 
par  rapporta  <xs  élémens,  l'expression  {b) ,  sans 
faire  vaiier  ceux  qui  se  trouveraient  renfermés  dans 
les  valeurs  des  variations  /r,  JV,  «Te,  etc.,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit  précédemment. 

48.  On  déterminera  donc  de  cette  manière  les  iné- 
galités des  élémens  de  l'orbite  de  m,  dépendantes  de 
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la  seconde  puissance  des  forces  pertorbatrices  ;  et 
en  introdaîsant  ces  élémeas  corrigés  de  leurs  var 
riatioDS  ainsi  obtenues ,  dans  les  formules  du  moa- 
Tcment  elliptique,  on  aura  les  inégalités  correspond 
dantes  du  rayon  vecteur ,  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  :  toutefois  ,  comme  les  termes  dépendans  du 
carré  des  mafises  sont  en  général  très  peu  considé- 
rables, on  n'anra  besoin  d'avoir  égard  qu'à  ceux 
qui ,  par  l'effet  de  quelque  circonstance  particulière, 
peuvent  devenir  sensibles.  Si,  par  exemple,  il  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  m  et  de  m'  un  rap- 
port tel  que  /'n'  —  in  soit  une  très  petite  quantité, 
i  et  i'  représentant  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques ,  les  ine'galités  les  plus  considérables  parmi 
celles  qui  dépendent  du  carré  des  masses,  dans  les 
mouvemens  réciproques  de  ces  deux  planètes,  se- 
ront, tontes  choses  égales  d'ailleurs,  les  inégalités 
qui  aoront  pour  diviseurs  les  plus  hautes  puissances 
de  cette  quantité. 

Or,  les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç'  renferment  des 
termes  dépendans  de  l'angle  i'n't — int ,  et  qui  ont 
(iV  —  îny  pour  diviseur;    en  les  combinant  avec 

les  termes  des  différences  -^f  **/^'»  ')"'  dépendent 

du  même  argument ,  il  en  résultera  dans  '/(  des 
termes  dépendans  de  Tat^meut  ^{i'n't — irU)  ,  et 
qui,  à  cause  de  la  double  intégration,  seront  af- 
fectés du  diviseur  {i'n'  —  irif,  et  dans  les  variations 
des  autres  élémens  des  termes  périodiques  dépen- 
dans du  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  di- 
viseur {i'n' — irif.  Ces  derniers  ternies,  quoique  sous 
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ce  rapport  moiii»  considëraUcs  qoe  les  premiers ,  pea- 
vent  oepitD<iant  prodoire ,  daas  lei  expressions  des  ex- 
oentriàtés  et  des  lonfptudes  des  périhélies  »  des  inéfi;a- 
litéi  très  sensibles,  et  qui  m^c  surpasseroat  celles  du 
in<v]ren  mouyément,  à  les  excentricités  de  m  et  de  m' 
sont  trb  petites,  parce  que  leurs  coefficienBserontd'un 
«rdre  moins  élevé  relativement  aux  exccntricitës  et 
aux  indioaison^.  Cette  remarqne  est  analogue  fc  celle 
qoe  nous  avons  faite  n'  36  par  rapport  aux  ioéga- 
lîtés  dépendantes  de  la  première  puissances  d«s  forces 
perturhatrices. 

'  Les  expressions  de  i'a,  ^e,  etc. ,  renferment  des 
termes  dépendans  de  l'at^ment  i'n'X  —  mf  ,  et  affec- 
tés du  diviseur  f  n^  —  in  ;  en  les  combinant  donc  avec 

les  termes  de  -3-,  -r-,  etc,  dépendans  du  même  an- 
gle, il  en  résultera,  dans  l'expression  dn  mojeo 
mouvement ,  des  termes  dépendans ,  comme  les  pra^ 
cédens,  de  l'argument  a  ^i'n't  —  int)r  et  qui  atOYint 
{i'n'-^iny  pour  diviseur,  et  dons  l'exprassion  des 
antres  élémens  de  l'orbite  de  m,  des  termes  raUti& 
an  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  diviseur 
{Vt^ —  in)*;  cependant ,  il  faudra  encore  avoir  égard 
à  CCS  termes,  principalement  dans  les  expressions 
des  variations  des  cxcentncîtés.  et  des  périhélies ,  par 
la  oiêtne  raison  que  précédemment. 

Enfin,  si  Xoxt  coniidène  les  termes  de  la  fonc- 
tion J^R  qui  dépendent  sim^dement  de  l'argument 
i'n't-^int,  il  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résultera  dans 
J"^ ,  par  la  double  intégration  qun  ces  termes  Babi»< 
sent,  des  iqégalités  qni  n'auront,  il  est  yrai ,  pouc 
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diTH^eur  ^ofi  Ifl  qMntité  {i'n'-—in)*,  quia  »Ds»i  fjni 
ê^TOût  swplem^itt  4t  t'pnke  i'r^  i  n9Uti¥eii)«Dt  aak 
eueiiU-icités  $t  «air  ÎQpliawiâoiis ,  tepdv  que  ies 
iiu%«litéfi  r«lfttiv«s  À  ilVnglQ  a(i'n'* — («*),  qpi  sont 
^ffec\ée&  du  4>vi$9t(r  (i'A'-^tn)^  sâront  à«  l'ordre 

('■'-•■)■• 

JUuacfM'on  p'«  égtrd  qu'à  U  première  puiss^ttce  dfM 
forces  perturbatricQs ,  rexpRssion  dti  moyen  mpnve- 
nent  est  1»  £9ule  qui  contienne  (Ua  iwgaUtw  dépea-< 
deBte«,  comme  les  précédentes, de  l'angle  iV'-^ûifi 
et  nyaot  (i V—  «/  pouf  diviseqr ;  et  c'ost  elle,  par 
conséquent,  qui  foonkit  alors  la  principale  partie  de 
la  v&riatioQ  d«  la  longitude  moyenne;  mai*  tons 
Us  élément  de  l'oHïite  pourront  contenir  des  iaô> 
gelités  BembUblea  partni  celles  qui  Kutt  de  l'ordre 
du  carre  delà  foroe  perturbatrice-  En  e0bt,  pour 
les  obtenir,  il  suffira  d«  combiner  daw  ^R.  les 
termes  âf&  varietiooa  de  J^a,  ie,  «D:.«  qni  dé- 
pendent de  i'angle  i*n't  —  ùttt  et  qui  sont  divisés 
par  f'/i'  —  i/tf  avec  Jea  partios  constantes  dea  difie- 

rences  -r  ,  -r-  ■,  etc.  :   il  en   résultera  évMerfiment , 

par  rintégration  dans  Ja  ;  J'e,  etc. ,  des  inégalités  r^ 
latives  a»  awme  angle ,  et  qui  auront  (jV  —  h»)* 
pone  diviseur.  Ces  tennea  seront  donc  comparifU^, 
aoQs  tous  les  rapports,  à  ceux  qui  leur  correspondent 
dans  rflx{»fS6ion  du  mojeQ  mouvement  ;  et  il  ne 
sera  pas  permis  île  les  négliger,  dn  moment  qn'oo 
aura  reconnu  la  nécasaité  d'avoir  égaid  k  ces  derniers 
terme». 
Les  d>0nreift«  iol9g«lités  quA  nmm  venMis  dW 
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diquersont  celles  qui  résultent,  dans  tes  ex^fti^essions^ 
des  variations  des  élémens  de  l'orbite  de  m  dépen- 
dantes du  carre  de  la  force  perturbatrice  de  la  fonc- 
tion J^R  et  de  ses  différences;  mais  il  est  clairqne  les 
antres  termes  des  expressions  différentielles  de  ces 
quantités  introduiraient  de  même  dans  leurs  valeurs 
finies  des  inégalités  dépendantes  de  l'angle  {"n'i — int, 
et  ayant  pour  diviseur  (t'n'  —  m)',  et  des  inégalités 
dépendantes  du  double  de  cet  angle,  et  divisées  par 
{i'n'  —  ih)*,  {i'n'  —  in)'  ou  {i'n'~  in).  Pour  les  ^- 
terminer,  il  suiBrait  d'examiner  a'Vecsoia  les  diSéren- 
tes  parties  des  formules  générales  (i),  (a)  etc.  ;  mais 
comme  ces  inégalités  ne  deviennent  assez  considéra- 
bles pour  qu'on  en  tienne  ironipte ,  que  dans  la 
théorie  de  quelques  planètes ,  il  sera  plus  simple  de 
les  développer,  dans  chaque  cas  particulier,  selon 
rimportance  qu'il  présentera  3  les  <:irconstances  qui 
auront  rendu  leur  considération  nécessaire  conlri* 
boeront  toujours  à  faciliter  ce  développement. 

4g.  C'est  principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne  que  la  grandeur  des  deux  inégalités  qui 
affectent  leurs  mouvemens  réciproques  oblige  à  te- 
nir compte  des  termes  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  Nous  allons  donc  appliquer 
aux  iuégatltés  de  cette  espèce  ,  qui  peuvent  deve- 
nir sensibles  par  le  rapport  qni  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes ,  les  con- 
sidérations précédentes. 

Occupons-nous  d'abord,  parce  que  ce  sont  les  plus 
faciles  à  déterminer,  des  inégalités  relatives  au  dou- 
ble <le  l'argument  de,  la  grande  inégalité,  et  qui 
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ayant  ponr  dïvisear  la  très  petite  quantité  (5n' —  ut)*, 
peuvent  acquérir ,  par  cette  raison,  une  valear  sen- 
sible ,  quoiqu'elles  soient ,  comme  on  le  Terra ,  du 
second  <»dre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice , 
et  dn  sixième  ii  l'égard  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons. Lefi  inégalités  de  ce  genre  ne  peuvent 
exister  que  dans  l'expression  du  moyen  mouTement. 
Reprenons  donc  la  formule  (7),  et  supposons  que 
m  représente  Jupiter,  m'  Saturne,  et  que  toutes  les 
quantités  relatives  à  m ,  marquées  d'un  accent ,  dé- 
signent les  mêmes  quantités  relatives  à  m',  en  inté- 
grant, on  aura 

J^Ç  =  —  San/dtfd'J'R  ■+■  ^/dt  (/d'K)\ 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  de  cette 
expression.  En  n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  dont 
nous  nons  occapons,  on  peut  supposer,  d'après  ce 
qui  précède; 

En  ne  considérant  que  les  termes  du  développe- 
ment de  R  qui  dépendent  de  l'angle  5n't  —  snt , 
soit 

R  =  mT  un  (jn'l  —  an*  +  St'—  .)  +  ib'Fcq*  [5n'(  —  ani  ^t-  5t'—  ï«)  ; 

'où  l'on  tire 


l 


-^  s  — am'PciM  (Sn't  —  ant -f- s/— ai)  +  »'^*>a(5n'(— 9n6f5*'— it}], 
^7^=      5ni'Pco«(5n't  —  aïK  +  5/—  «)—  5m'P.in(5n'(— an(+6,'_a,)], 

et  par  suite 

/R  — m'(5{'—  a{)[Pco«(5n'l  -m^^.V-»•)-P'»ill(5«'t-w«+5«'— «)]. 
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Fonr  avoir  U  différentielle  d'^K,  il  (kut  faire  ▼«- 
rier  dans  cetw  expressiod  ^  et  ne  { *"^^  '^^  P^^*  rejc" 
WT  d'abofd  la  partie  dépendante  de  la  dlfféreotieUe 
de  Ç,  patce  qfa'il  n'en  réseller*  datu  ^Ç  que  des  ter- 
mes relatif  à  l'angle  a  (Sn'i  —  ûtU),  ayaat  (5n'—  an)* 
tx>ur  diviseur;  on  ironrera  ainsi 

^^=aii.'(5i:'-30tl'«io(5;/(— ;M»/4-5.'~a^+Pcoi;5«'t— »(W+5i'— 9.)). 

On  a  d'ailleurs  (ft*  56) 

et  au  moyen  de  l'équation  Ç*^ —  "~i.^^ODen 
conclut 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expreaston  préos» 
dente,  on  trouve 

d'.ifl_      6m'-ifa  (Sm V^+am' \/â\  (    (P''-P'>iM(5n'i— a«ï+5.'-ï.), 
'^dr~    (M—3Jt)\         „,'^l-         ^i— »PP'coi3(5n't-in(+5/— 3.).   f 

on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme, 

„. flm-'n'a'    /Sw  V^n+ini' \/?\  f     (P''-P-;.iiil(Sn'(^n(+5«'-»i)\ 

'^-     ^^;7^ia)\  „,.^-'  yi— 3pp'co.»{5n'(-»n(+5^-9i).      f 

Celte  inégalité    doit    être   ajoutée    à   la   longitude 
moyenne  de  m  dans  l'expression   elliptique  de   la 

longitude  vraie.  En  la  niultipliant  par  —  ■^..^  t  et 

faisant  a  =  -7,  on  en  couclara  pour  la  valeur  cor- 
respondante de  <rç'. 
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._   9ni*n*fl'«/'5-«Va+;tw'i/?\f  (P'*-P'>mi(Si»'(-»«+5i'-»t)j 

So.ConsiderODS  maintenant  l'inégalîtéde^Ç  relative 
à  l'angle  a(5n'"i  —  ant),  et  qui  a  (5n' —  an)'  pour  di- 
viseur. Les  termes  qui  la  produisent  peuvent  résulter, 
I*.  de  la  partie  de  /R  que  nous  venons  de  considé- 
rer, i'.  du  deuxième  terme  de  la  farmule  (7);  3*.  de 
la  partie  de  cTR  qui  dépend  de  la  variation  des  elé- 
mens  a,^,  s,  etc. ,  des  orbites  de  m  et  de  m'.  Péter» 
minons  successivement  les  différentes  parties  de  oett« 
inégalité. 

L'expression  de  J%  donne,  en  différentiant  par 
rapport  à  Ç , 

d'. /R  =  ïm'<f{  [l"»!!!  (Sn-i  —  a«( -t.  V- i.)-P  co.  (5n'(— a<M+5.'— a.)], 

et  en  substituant  pour  dÇ  sa  valeur, 

dm_    Sw'Ma    /     (P''-P')«n»{5»'l  — a*(+V  — »é)  1 
arf(       (Sn'  — 9n)"(  — aPP'coi7(5n'(  — M(  +  W  — 11).  J 

et  par  suite 

mn'-B'a'    f      (P'»  —  P*)tin  a(5n'i  —  anr  +  5.'— 3.)   . 
^  "■  a^''— 3n)*l-aPPc<'«  a  (5"''  —  an(  +  S/—  a.,.  J 

Supposons  maintenant 

J^Ç  n  ia'nfdt{/d%yi 

la  valeur  précédente  de  R  donne,  en  la  difiëren- 

tiant, 

dH  = — aiw'nA  tP  eo.  (5i»'t— anf+V—  S*)— P«b  flo'f— »*+«_  ai)] , 

et ,  par  conséquent , 
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Ea  élevaDt  cette  valear  au  carre,  et  en  rejetaot  les 

ternies  non  périodiqaes,  on  trouve 

(/<m)'=:^^^,  { CP''-P')co.ï(5n'(-M(+5Ér-Wi)-nPFMn»C5«'(-»»(+5('o.)l, 

et  par  SDÎte 

«_    S"^'"*"'    f     (P'»-P«)«tii9(5n'i  — »»t  +  5/  — m)  ^ 
^-  a(5n'—  9Ji)n  —  »PF eo« » (5ii'(  —  m(  +  5/ - ».).  f 

Cette  iDegalîté ,  jointe  à  la  précédente ,  donne  la  sni- 
yante  : 

tr—    "^'"^*    S      (F"— P')iiii»{5ii'(  — Mt  +  W-M)  ï 

On  trouverait  pour  l'inégalité  correspondante  rela- 
tive à  m', 

jSmW^  f      CP'--P')iùi.(5n'*-MI  +  5«'->t)  \ 
"  ~  3(5«'— »»)''l-3pP'co.a(Wï-an(  +  5i'  — •).  J 

Ces  deux  inégalités,  comme  celles  que  nous  avons 
précédemment  déterminées,  sont  du  sixième  ordre  , 
par  rapport  aux  excentricités  et  anx  inclinaisons , 
puisque  P  et  F  sont  au  moins  du  troisième;  mais 
ces  dernières  inégalités  n'ayant  pour  diviseur  que  le 
cube  de  5n' —  an,  tandis  que  les  antres  sont  divisées 
par  la  quatrième  puissance  de  cette  quantité,  elles 
sont  nécessairemeat  beaucoup  moins  considérables , 
et  l'on  s'est  dispensé,  jusqu'à  présent ,  d'y  avoir  égard, 
les  inégalités  affectées  du  diviseur  (5n' —  an)*  devant 
fournir ,  en  effet ,  la  principale  partie  de  la  va- 
riation de  la  longitude  moyenne  relative  à  l'angle 
3{5n't—2nt). 
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Si.  Snf^osons  maintenant 

«a  £usant  abstraction  des  termes  de  J'R  gai  sont 
relatif  à  la  variatioD  des  elémens  de  l'orbite  de  m'. 
I*es  différences  partielles  ^  dans  cette  expression  , 
ainsi  qne  dans  celle  de  -^é  ,  doivent  être  prises  en  re- 
gardant n  comme  constant  (u°  43,  livre  II). 

Si  l'on  substitue  pour  J'a ,  S't,  J'e  et  J'a ,  leurs 
valeors  données  par  l'iatégralion  des  formules  du 
Vl"  43 ,  livre  II,  en  observant  qne  3-  =  —7-,  et'pour 
T-»  3-,  cTp,.  «Tj,  leurs  valeurs  données  n«  4,  on 
trouvera 

Sn]^p080ns,  comme  précédemmoit, 

K  =  n7  lin  {Sn'l  —  ant  +  5/—  m)  +  ml*  coi  {Sn't  ~ant  +  S/~  »,), 

En  faisant,  pour  abréj^^,  5n't — itO^S/ — 9<|:»«, 
r«zpresMon  de  «TR  prendra  cette. forme  : 
Tome  III.  14 
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(6^»,y.  '■ 

...^.i 

ts.'_™l='    |_ 

m"'an 

l5n'-.^)>.Vr=T'- 

nf'ah}. 

>.(&.'-M)V.-«'- 

m'-anli 

(ftl/jps) 


-[S 


r</p .    ^df     T/ffp 


n«4^'C0Ml(Pii|ia+P'«>M)  ' 


Si  |*ûti  opéi'fr;  4>DS  cette  exprossion ,  les  mTiltô>lica- 
tions  iaiiiqaéeSf  on  Verra  que  le  second  membre  se 
réduit  à  une  j;^atité  coDstaote^  de  sorte qoela-ibnc- 
tion  J'R  ne 'cbhlîent  aucun  terme  périodique  dépen- 
daut  de  l 'aoglë  ^.(QA^/  —  'antt)  introduit  par  la^varia- 
tion  des  six  étémeus  de  l'orbite  de  la' planète  troublée  ; 
le  même  ^illt»li.^ui:^  lieu\/âlatiTemeiit  aux.élé- 
mens  de  l'orbite  de  m*»  ce  qui  tient  à  Ce Quêtons  les 
termes  de  la  valewde/R  peuT^ntiipfcaidiv^  daas  les 
deux  cas,  la  forme  générale  K  (Mfîidt  —  Îip/Ut)  , 
K  étant  un  coefficient  constant. 

FoM-  ayoir  la  différentieik  de  ^«^R,  il  (tÀi  diftë- 
rentî&r    TexpreMMi  'préiiébatb    jMr   t^ptm  m» 
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seules  quantités  relatives  à  la  planète  m,  c'est-à-dire 
d'après  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée ,  qu'il 
faudra  ne  faire  varier  le  temps  t  dans  les  &ctenrs 
compris  entre  les  crocliels  [  }  qu'autant  qu'il  est 
tnoltiplîe  par  n,  et  diffëreutier  complètement  les 
focteurs  compris  entre  les  parenthèses  (  ) ,  et  qni 
tout  iotKtduitS'par  la  Tkriation  des  élémois  de  la 
plaitèté  tronblée.  Dans  les  deux  Ites,  cette  expression 
dèvîént  identiquement  ÀuIIe^  en  sorte  que  les  varia'* 
tiôns  du  grand  axè,  de  l'ercentriclté^  dé  l'inclinât-^ 
son;  des  lon^tudes  dé  Vépoque,  du  périhélie  et  du 
nœud  de  l'orbite  de  la  plante  troublée,  n'introdui- 
'ïentdam  la  fonction  'ttS'R  abcun  terme  constaat,  i^i 
aucun  tùme  relatif  à  l'argument  3  (Sn'f  —  ant).  H 
senùt'fadlède'^^ssOrer  que  le  même  i^illttft  a  lien 
relativement  aux  variations  des  élémens  de  la  planète 
perturbatrice.  U  en  résulte  qne  le  moyen  mouvement 
de  m,  de  même  que  celui  de  m',  ne  sont  assujettis,  eii 
vertu  des  mfaues  variations,  à  aucnne  inégalité  crois- 
saotA  ootmoe  lecart^  du  temps ,-  ni  à'  auctioe  inégaKtrf 
^iongoe  période d^wAdante  de  l'aigle  ^(Si^^-iua); 
ce  qui  confirme,  relativement  aux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  de  Saturne ,  le  beau  théorème  de  Vii^var 
riabiiité  des  grands  euces  et  -des  moyens  nuui'emens 
pkaiétt^res,  en  ayaot  même  égaid  au  carré  de  la 
forcé  perturbatrice',  que  nous  devohs  à  M.  Poisson , 
èi  dont  nous  avons  donné  une  démonstration  géné- 
rale dans  le  n°  60  dn  livre  II  (*). 

f*)  m:  PoisaoD  «Tait  conclu  {Mémoires  de  TAcadémie, 
tune  I*')  que  le  mÀibe  rijiultat  sù1ïsiat«  encore  en   portïnt 
14.. 
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Les  expi-essions  de  /C  c*  <^  ^K'  ^^  reoferment 
donc  aucune  autre  inégalité  dépendante  de  l'angle 
a(5n'(  —  ani)»  et  ayant  ponr  diviseur  (5»'  —  an)', 
que  celles  que  nous  avons  déterminées  n*  5o.  Les 
grands  axes  et  les  longitudes  des  époques  f^nferme- 
ront  des  inégalités  semblables ,  et  qu'il  sera  facile  de 
développer  d'après  l'analyse  précédente.  Mais,  comme 
on  peut  E^en'  assurer,  ces  inégalités  seraient  absolu- 
ment du  même  ordre  que  les  inégalités  correspon- 
dantes du  moyen  mouvement,  c'est-à-dire  du  second 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice ,  et  da  ■ 
sixième  relativement  aux  excenfricîtés  et  aux  incli- 
naisons des  orbites;  et  l'on  pourra  les  négliger, 
comme  nons  l'avons  dit,  devant  les  inégalités  du 
même  ordre,  et  relatives  an  même  argument,  qui 
ont  (Sn'  —  an)^  pour  diviseur.  Nous  nous  dispen- 
serons, par  cette  raison,  d'en  eflèctuer  ici  le  déve- 
loppement. 

Sa.  Considérons  les  variations  des  excenlricitéset  des 
longitudes  des  périhélies  relatives  an  même  ai^- 
ip^nt.  Pour  simplifier  les  fonuules,  nous  n'aurons 

l'approxhuatioD  jusqu'aux  teriuea  du  by>uièiue  ordre,  par 
lapport  aux  forces  perturbatrices,  mais  il  a  recooou  depuis 
qu'il  avait  douoé  trop  d'extension  i  sou  analyse.  L'exprettûon 
âlffereniielledu  demi-grand  axe  peut  donc  renfermer  des  termes 
consians  du  troisième  ordre,  relativement  à  ces  forces,  et  le 
demi-grand  axe  en  peut  contenir  qui  aoientsealement  de  l'ordre 
de  leur  carré  ;  en  sorte  que  le  théorème  sur  l'invariabilité  des 
grands  axes  n'a  plus  lieu  au-delA  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice  :  nons  en  verrons  un  exemple  dan»  la 
Uiej»rie  de  la  Lune.  {Mémoim  de  t Académie,  tome  XI1I.1 
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^gard  <pt'k  la  partie  de  ces  variatioDS  <|ai  est  de  l'or- 
dre le  moins  élevé  possible ,  relativement  aux  excen- 
tricité et  aux  inclinaisons.  Dans  ce  cas,  on  peut  sup- 
poser simplement 

,  andt  /d.ifi         i-e  dK\      \ 

d  —   (i^  _  ^    ^^  i 

«      \  de  »' de  )'     y 

Détenninons  d'abord  les  inégalités  relatives  à  l'an- 
gle a  (5n'* —  anî),  et  qui  ont  (5n' —  an)'  pour  di- 
viseur. Elles  résultent ,  comme  on  l'a  vu  précédem- 
ment, de  la  partie  de  ^R,qui  dépend  de  la  variatioR 
des  moyens  monvemens'de  meti  de  m';  et>  ne  consi- 
dérant que  ces  termes,  on  peut  supposer  (n°49) 


6m''an*  /Sm^a+ai 


~2\ .  l  P-MD»  —  PïOi-]  (p'jiiU.  -  Pm»)  , 


les  quantité  P  et  F  ne  devant  plus  s'étendre  iei 
qu'aux  termes  d«  la.  fonction  R  relatifs  à  l'angle 
5n't-r-^fUt  qui  dépeadeçt  des  cubes  et  des  pro- 
duits- de  trois  dimensions  des  excentricités  et,  des  in- 
clÎDaîseasdes  orbites. 

Pour  avoir  les  différences  partielles-^ —  et  ~ — ,  il 

faudra,  d'après  ce  que  noosavoasdit  a*  46,  différen- 
tier  l'expreasion  piKcédente  par  rapport  h.  a  eX  par 
rapport  à  e,  sans  faire,  varier  les  con&tatites  intro- 
duites dans  (TR  par  les  variations  des  moyens  mou- 
Temens  nt  kX  n't.  POur  eela ,  d'après  la  fOrme  de  cette 
expression ,  il  suffira  de  diOërentier  ,  relativement  k 
ces  constantes,  les  &ctenrs  entre  les  crochets,  en<  re— 
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gardant  oommç  invariables  les  &ctçiirs  comppris  entre 

parenthèses.  Eu  observant  qu'on  a,  par  le  n*  S6  , 


A  "^     de  '       dm~ 


on  trouvera  ainsi 


(-(- 


^S)-' 


r+f'-? 


^=|^.(5=î^i^>  -'('£  -■'^>~ 


-  -En  substituant  ces  Talenrs  dans  les  formules  (c), 
et  en  intégrant  ensuite,  on  aura  les  inégalités  corres- 
pondantes de  i^e  et  de  «Td*.  '         i     •  ■ 

'Considérons  maintenant  la  partie  de  cTR.  qui  'ré- 
suke  des  Tarialions  des  antres  élértens  des  orbites 
de  m  et  de  m'.  En  n'ayant  égard  qu'aux  inéga' 
lîtés  dont  nous  nous  occupons ,  on  peut  làire  y=X^ 
et  en  observant  qu'on  a 

rfP_     dV        dP'_         *^    \ 


dn"^'  dr  *      dn  'dy* 

on  peut  supposer  simplement 
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■        »'■«»    'ir  dp'  .  dp        n/'jp'.        rfp         N 

Pour  obtenir  les  différences  -^  et  -^  /  it  iu'- 

âra,  comirne  pr^cédemmeat,  différentîer  cette  A- 
pre^ÎQti,  «cv  faisent  rpi^ér  les  fîietrurd  entre  les  cro- 
chets^, et  en  regardant  comme  constans  ceux  qui  sont 
^mpris  antre  parmubèses.  En  observant  qiie>>(l'âi^rès 
les  écpiàtidns  (df),  on  a  '  ><  , , 

XS  ■"   A  "^      (fc*    '       dedm  -de  ."^  *<&»*■ 

d'Y  __     d'V  d'y  d'V 

d^dm'^  .^  ésdy*.  ■•  '^di^~^dedy*"  ^..     ,. 

rf'P    „^  j_       ^  ^'y ^ ^ 

àydfl        dy  ^  ''  «fy*  *    dyda  '  ^       ^rf^'  ' 

•t  en  «abstituaot  'pouk-  /e  sa  valeur  (n^  S6), 
•o  tnmrera,  toute  rédoctitMi  faites 
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St  l'oD  substitue  ces  râleurs  dans  les  fonnales  (c)^ 
et  qu'après  avoir  intégré  on  joigne  les  iségalilips  ré- 
soltaotes  à  celles  qae  nous  avons  détermiDées  précé- 
4emni$iit ,  oa  trouiera ,  en  n'ayant  ég«rd  qu'auk  [Par- 
ties non  périodiques, 

'  m*»»*»-!  rJ!"  J-P       âS  ^V       dp   rf»P  _  JP   J'P'  1 
w»[flBW(  rJF     d-P       JPd'F         dP'  J'P        ^J'P"! 

m'-a'n't    f^  d'P         JP"  rf-P'      JP    rf-P        JP'  J'P  -| 

inm^Wï  fJP   rf*  *■     ^'P*   ■    dP    J-P         4P'  d*"*. 

■^^r^-Wtya  L^  Si?  "*"  "^  ÏS*  "*"  ^  4«.i>'*"   d^    ^i' 
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Ces  termes  croissaot  proportionnellement  an 
temps  i,  introduisent  dans  les  expressiotu  des  varia- 
tions  séculaires  de  l'excentricité  et  de  1»  longitude  du 
péribélie,  des  inégalités  dépendantes  dn  carré  des 
forces  perturbatrices,  qui  deriennent  très  sensibles 
dans  la  tbéorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  considérant  ensuite  les-  termes  périodiques ,  on 
aura 

""-îiSf^-V       >VÏ        -')+(p-Jl-pf),«,(W,-«„+5/-«)  \ 

1.......    (■»J-£i"(î"''-"«v-^)         \ 

Ces  formules  détermineront  les  variations  pério- 
diques de  l'excentricité  et  du  périhélie  de  Torbite 
de  m,  dues  au  carré  des  forces  perturbatrices,  et  re- 
latives au  double  de  l'argument  de  la  gran^d  ioéga- 
lité>  ces  variations  introduisent  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie  une  inégalité  à  longne  période, 
qui  acquiert  une  valeur  sensible  dans  la  théorie  de  > 
JniHter  et  de  Saturne. 

53.  Pour  la  déterminer,  en  nommant  f  la  longi- 
tude de  m  dans  son  orbite  elliptique ,  et  en  ne  consi- 
dérant que  le  premier  lemw  de  l'équatioD  do  oen- 
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tr«,  ou  a  . 

V  =:/rtdt  -4- 1  +  ae  sin  {fndt  --|-  *  —  i»). 

téIUdque/l«s.Tanatippqdép«a4«qt^<je,^pretni,^^e 
puissance  des  for;^  pertarbatriçes,  i^t.paf  latc^raç^é- 
ristique  ^'  celles  qui  soot.does  au  carré  de  ces  Ë3rces. 
Si  dans  l'expression  précédente  oo  augmente  les.élé- 
mens  de  l'oi-bito  de  m  considérée  comme  une  ellipse 
.vaiîable  de  leurs  variations,  on  aura  dans  l'orbite 
-tronMée 

V=/a*-f»  +A-fV  '^9(H'JH-/'t>iiit/'n&-H  — •+JH-i"i  -*»-i"«)  ; 

la  partie  de  cette  valeur  <^ui  dépend  simplement  des 
.  masses  m,  m',  etc.,  est  celle  cme  nous  avons  examinée 
dans  la  première  approximation. 

Si  l'on  déveloj[>pe  dco^c  l'expression  précédente,  en 
n'ayaot  égard  .qu'aux  îné^lités  de  l'ordre  du  carré 
.de  la  force  perturbatrice,  qq'on  observe  que  les  iné- 
galités de  cT'e  et  (S'«y,  dépendantes  de  l'angle 
2{5a't — anHr^/ — 21),  sont  insensibles»  n"  5o,  qu'on 
a  d'ailleurs  dans  l'orbite  tcoiûAée'/ndts^nt-^Ç+J'^, 
en  sorte  que  les  inégalités  dépendantes  dii  même  an- 
gle, introduites  par  la  variation  du  poygn  mouve-^ 
ment,  s'obtiennent  en  augmentant  dans  la  partie,  elr 
Ifptique ,  comme  nous  l'avons  dît  d"  49»  l'angl^  nt 
de  Ç  + J^Ç^  la  quant^é  >rÇ  étant  déterminée  par  là 
formule  du  même  numéro ,  on  aura 

-  lie/'.  +  ift /-- 3C/<]  CM  {ni +.  —  ■).   ^ 

Cette  «xpres&ion  devrait  contenir  enc{>if:  .}^,deiix 
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tennes -f- secTc  iT»  et  -t-ScTc^e;  mais  ces  termes, 
comme  il  est  aise  de  q'en  coDTaincre,  De  donneraïeut 
qoe  des  ioégaHlés.  insensibles.  rétatÏTement  à  cdles 
qae  noos  considérons. 

Si  an  lien  de  Se  oa'snbsUtiie  dans  cette  expressioa 
sa  Talear  donnée  n"  5a,  et  an  lien  de  Ç  et  de  Seè 
leurs  valeurs  déterminées  par,  les  formules 

K=f^'2^y  IP"""  (Sb'i— M<  +5.'-  M>- Pco.  (5n'(-Mi4A'-  »0Ï, 

qu'on  remplacé  ensuite  ^e  et  /'«  par  la  partie  pério- 
dique de  leurs  valeurs  dqnpée  par  les  formules  pré- 
cédentes, on  Terra  que  les  inégalités  qni  ont  (5n' — an)' 
pour  diviseur  disparaissent  d'elles-mêmes;  et  en  né- 
glif^nt  les  inégalités  dépeifdantes  de  l'angle  7i2-f-c , 
parce  qu'elles  peaveilt  êtfee  supposées  comprises  dans 
réquatioQ  du  centre,  on  tronvera 

Par  une  wialyse  8en4)lab)e,  on.  trouverait  .pour  1^ 
variations  séculaires  de  l'excentricité  et  de  la  longi- 
tude du  périhélie  de  m',  dues  au  carré  de  la  force 
perturbatrice. 


KtVâ 

ir:r;-„l-^  3?^~a?  5?r+3;- 5?^-aj  5?5jJ 


•"âP^rs"  L^'ra?~3?S57+"arà^' 
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mnéaJntit  pJP  <I'P    .  ■fP'  J'P"    ,  JP    li'P         (ff^   J-p-l 

et  pour  les  variations  përiodiques  de  ces  mêmes  élé« 
mens,  d^ndantes  de  l'angle  3(5n'£ — 3nt+5fi' — 3ï), 
on  aora 

,       ,     .m-         ^.  u,l+V— i 


■y  3wa'ji*   /Swt/^+amV; 


*  3?  5?  •inKSn'*— aw+* 


1  cMs(5it'l— anf-t-S/— m) 
*  3?  5?  •inKSn'*— aw+5/— m 


^      .  3»i'fl<<i»_/5niV^*-Mi 

•■^^Ij.  —  nwl 77= 


d'où  l'on  conclura  qa'eo  vertu  des  termes  dépendans 
du  carré  de  la  force  perturbatrice ,  la  longitude 
v«aie  de  Saturne  est  affectée  de  l'inégalité  sui- 
vante : 

-(5»'-.«)>A        „V'5  y}_[pg+Fg].o,te»'.H'.'+9.'-<-H0-J 

On  peut  déterminer  immédiatement,  et  sans  au- 
cun calcul,  les  deux  inégalités  précédentes  de  «Te 
et  S'^  au  moyen  des  inégalités  déjà  calculées  dans 
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U  première  approximation.  £n  effet ,  '  à  l'on  reprë- 
sente  par  K  sia  (5n't  —  5n<  +  Se*  —  5i  +  B)  l'iné- 
galité de  m  dépendante  de  l'angle  5n't — 5n<-f-5e' — Si, 
et  par  H  dn  (Br^t  —  snt  +  5i'  —  at  +  Aj  la  grande 

localité,  ou  celle  qui  dépend   de   l'angle .' 

5n't—  an<+  5i' — M,  l'Inégalité  de  ^v,  qui  dé- 
pend de  l'angle  lon'/— 5ni  +  loi'  —  5i  pourra  se 
mettre  sous  cette  forme  : 

Soit  de  même  R'sinf4n'ï —  ■mt-\-^{  —  at+B*),  l'iné- 
galité de  m' dépendante  de  l'angle  4n'£ — an£-|-4i' — a^ 
et  —  H'  sin  (  5n'(  —  2nt  +  5i' — af-fr  A*))  la  grande 
localité  de  m',  l'inégalité  précédente  de  ^i^  pourra 
prendre  cette  forme  : 

i""^,t'r'^'''^'-'°"''-'<"-^°^-» +*+"^- 

54* Déterminons  maintenant  les  ino'galitésdes  incli- 
naisons et  des  longitudes  des  nœuds,  correspondantes 

(^  n  suffit,  ponr  s'en  conraincre,  d'obserrer  que  yox  l«s 

a"35et36onaB5=.  +  C,  A  =  C,  K  =  — ,^?^.^, 

5n'— an  de' 

H=  r= -.  Si  l'on  développe  l'expreMion  précédeote, 

el  qu'à  U  place  de  AiinC,  AcoïC,  -j-mC,  -3-coaC,  on 

substibie  leurs  valeun  en  fonction  de  P  et  P',  n"  3o,  ou  re- 
trouTcra  identiquement  l'inégalité  de  tv  déterminée  plni 
baiit. 
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aux  précédentes.  Pour  beU  bons  observerons  que  f 
etf'éUtit,  comsK  peéeéàeiameat ,  les  inclmaisons 
des  orbites  d&  m  éf  dé  m'Isat  un<  plan  fixe  >  et  a  et  »' 
les  loDgitu^ea  .de  -leait  DCBnds  ascendansV  ^  l'fm 
nomme ^leor  inclinaison  joatuelle.^  et  H  la  Ibogî- 
tnde.du  mend  ascetidiat  de  n'-cdsipt^  tar  l'orbite 
de  m,  et  qu'on  considère. le  triangle  sphérïque  <kim- 
pris  entre  ces  trois  plans ,  on  «lun 

sin^sin(n  —  a)  =  au  ç' sin  («' —  •) ',    - 

sio  y  cos  (Il  —  a)  ::=  sin^cos^cofifa'— «)— sinipcos^. 

'    Si  l'on  suppose  donc 

F  sssin^ûnn,     Q^=sin>cosn, 

et^  ocmune  précédemment, 

p  :ss  siafsiatt,    p'  =:  sin  ^'  sin  a', 
q  s^  àapcxMo.,     9' =  sin  ip' cos  a', 

en  multipliant  par  sin  p  les  deux  équations-  précé- 
dentes ,  on  aura 

Si  de  ces  équations  on  tire  les  valeurs  de  P,  et  Q^ ,  en 
observant  qu'on  a  '^ 


v/<— /»'  —  «'=»  — 


+1^1^/''— r' 
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Sij  comme  nous  le  £aisoDS^'oQ  prend  pour  plan 
fixe  celai  de  l'orbite  de  m  à  aae  époque  donnée ,  a 
et  q  seront  de  Tordre  des  forces  perturbatrices,  et  l'on 
aara^  .aux  quantités  près  de  l'ordre  du  carré  de  ces 
forces 


On  a  d'ailleurs  y/i  —  p*'  —  j'"  =  cos  y;  en  négli- 
geant donc  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  des 
inclinaisons  mutuelles  des  orbites, 

Ces  valeurs  sont  conformes  à  celles  que  nous  avons 
trouTees  u"  86,  livre  II;  mate -l-'analyse  précédente 
montre  de  quel  ordre  sont  les  quantités  négligées. 

Si  l'on  différeutie  par  rapporta  Iff  caractéristique  /, 
en  observant  qu'en  prenant  î>oar  Torigipe  d'où  les 
longitudes  sont  comptées  ,rinleraection  commune 
des  denx  orbites,  ce  qui  suppose  IT  =  o ,  on  a 
«rp,  =  ><rn,  «fQ^sscT^fétquelesinégalitésde/pet 
^p',  de  Sq  et  ^q'f  »ont  Itôes  d'ailleurs  par.lea  équa- 
tioDS  oïdiaaîfes, 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 


S94  TBAOftIE  AirÀLYTIOUK 

on  aura 

v       itiya        /  >■       m'ya        / 

Maintenant»  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que 
noQS  considërODB»  en  Tertu  des  formnles  da  n*4^ 


Ed  diffe'rentiant,  par  rapport  à  ^  et  à  II ,  les  deux 
parties  de  la  valeur  de  J'K  donoéeplus  baat>  D*5a, 
et  ne  conservant  que  la  partie  constante  de  cette 
difiërentielle,  on  aura 


''■='^^){'%--^) 


tn-'an    fdP     rf'P       Jf   rf-P' N 
"'"Sn',— »n  Wo    dBày"*"  da    deéy  J 

"*"  Su'— an  \.rf«'  de'dy'*'^  de'ilyj 
«'(n/nn  -I-  ma'n')  /^rfP  d'P 


"S 


Si  l'on'  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de 
c^  et  dq,  qu'on  intègre,  et  qu'on  remplace'  ensuite 
^p  et  /<;  par  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  J^ 
et  de  yS'Vl ,  on  trouvera 
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■tw'aa'/in't/"'  V^+  ■»'  V"N  f^  .^      ^    rf'P  -y 
5«'  -  an  ^,        mf\^2        J  V''*'  <''^''>  ~  ''•'  ^^J" 

de   ded).  "*"  de    dadj.  / 

rfp  rf^  ^^rfip;  { 

^  d^  d>'    ^  d>    i,.  J 

dy  S^  "*"d«'    d?^  ( 

^   rf^         dF   d^  ? 

^d}.  d>'     ^d).     d>'  J 


On  détenniaera ,  an  moyen  de  ces  expressions  , 
les  Talears  de  iy  et  de  yiXi\  on  en  conelara,  en 
vertu  des  formules  («}  et  {J),  celles  des  quantité 
^f>  ^P't  ^P  ^'  ^l''  ^*  P^*^  ^vâ.\G  les  Talenrs  des  quaif 
tîtés  S^ ,  J'tt,  tTip'^  iTct',  qui  déterminent  les  varia-  ' 
tioDs  des  orbites  de  m  et  de  m',  résultantes  de  leur 
action  réciproque  et  relatives  à  un  plan  fixe  quel- 
conque. 

Les  quantités  J'y  et  yjTl ,  -comme  les  valeurs  de 
cTe,  S'a,  etc.,  sont  encore  affectées  d'inégalités  pé- 
riodiques dépendantes  de  l'angle  a(5n'( — an/);  mais 
comme  elles  sont  absolument  insensibles,  nous  n'&u- 
rons  égard  ici  qu'aux  inégalités  séculaires. 

55.  Nous  avons  vu,  dans  le  n"  78  du  livre  II,  que 
les  inégalités  de  cette  espèce,  dépendantes  de  la  se- 
conde puissance  defl  forces  pertari>atrices ,  comme 
celles  qui  détendent  de  la  première  approximation, 
TOHB  III.  i5 
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on  tora 

Maintenant,  en  n'ajant  égard  qu'aux  termes  que 
nous  considérons,  en  vertn  des  formiiles  du  n*  4^ 
on  a 

dp: W,.^,       <l>î  =  «»4^. 

En  différentiant,  par  rapport  à  ^  et  à  n ,  les  deux 
parties  de  la  Taleur  de  ^K  donnéeplus  haut ,  n'Sa, 
et  ce  conservant  que  la  partie  constante  de  cette 
diflërentielle,  on  aura 

d./R _   3m"<m'   /5«Vâ+  ti^\/7^\  /'p «'P  .  „ df\ 

"'"Sn',— m\.^«  dedy'*' de  iedy  J 
"^  5»'— a«  W  d^d^"*"  37  dTdiJ 
■^  5n'— M         V'')'  «'>'        **>   ■*)■■  y* 

rf.JR_    3m''nn'     /5n.V^+  w.VZ\    rp^_p,rfP\ 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressiobs  de 
dp  et  ^,  qu'on  intègre,  et  qu'on  remplace  ensuite 
Jp  et  ^q  par  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  J^ 
et  de  ^/t1 ,  on  trouvera 
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_  _     ^'?    +^  "^P* 

/'inV^a'+Hi'\/â'\      )       rfe    derfy         (fe  rfed> 

-  J?  £?    +^  rf'P' 

''y  d>*       ''y  ''^* 

dp    rf'P       dP'  J'F 

i^aJnn't  fm\/^'-^«e\/~a\   \      d.'  de'd>  "*"j«'  de'rf). 

'*'dy    ay  dy  dy'' 


On  déterminera ,  aa  moyea  de  ces  expressions  -, 
les  Talenrs  de  J^  et  de  ><rn;  on  en  coaelara,  en 
vertu  des  formules  (tfj  et  {f),  celles  des  quantités 
S'p,  S'ip't  ^p  et  ^q'y  et  par  suite  les  valeurs  des  quaur' 
tités  J^ ,  Jk,  iip'f  S'a.',  qui  déterminent  les  varia-' 
tiens  des  orbites  de  m  et  de  m',  résultantes  de  leur 
action  réciproque  et  relatives  à  un  plan  fixe  quel- 
conque. 

Les  quantités  Sy  et  y  SU ,  comme  les  valeurs  de 
Se^  Sc6,  eic.y  sont  encore  affectées  d'inégalités  pé- 
riodiques dépendantes  de  l'angle  3(5n't — an/);  mais 
comme  elles  sont  absolument  insensibles,  nous  n'au- 
rons égard  ici  qu'aux  inégalités  séculaires. 

55.  Nous  avons  vu,  dans  le  n°  78  du  livre  H,  que 
les  inégalités  de  cette  espèce,  dépendantes  de  la  se- 
conde puissance  des  forces  pertnibatrices ,  comme 
celles  qui  dépendent  de  la  première  approximation, 
ToMB  m.  i5 


Dçfllizedbv  Google 


lati  THtOKIE  ANALYTIQUE 

sont  soumises  k  l'équatioa  de  condition  saivanle  : 

m  V^e^e  +  m'  V«V/e'  +  '"""V^^^^p.  (A) 

Les  valeurs  précédentes  de  (J^«,  cTff'  et  (r>  doivent 
donc  satisfaire  à  cette  équation ,  et  c'est  en  effet  ce 
qu'il  est  facile  de  vérifier  en  j  substituant  succes- 
sivement chacun  des  termes  correspoodans  des  va- 
leurs de  ^e ,  ^e'  et  <î'y  ;  et  en  observant  que  F  et 
P'  étaat  des  fonctions  homogènes  en  e,  e'  et  y,  de  la 
troisième  dimension ,  on  a 

df    ,      ,  df    ,       dV        _„, 

^-*+^V  +  >35;==5P'î 

et  (]ua  -^  el  -j-  iluoi  des  fonctions  homogànes  en 
e,  e'  et  ^,  de  I9  seconde  dimension ,  on  a 
d'P        ,  <CP     ,^d-V  _      Jt 


,  li'P 

'Jtdy'^''  Mdy' 


_d-P     ,     ,  d-P     ,        J'P 


et  de  même  relatÎTement  à  -^  et  -^; 
enfin,  qne  d'après  les  valean  de  P  et  F  on  a 
dt  d-r       Jfd-P^ 

dy    '*y*  <*>  dy* 

La  stabilité  du  système  des  deux  planètes  m  et  m' 
dépend  de  l'équation  (A),  comme  on  l'a  vn  n*  76 , 
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livre  n  ;  ce  système  est  doDC  stable ,  c'est-à-dire  que 
les  excentricités  et  l'incliDaïsoD  rantuelle  des  orbites 
-de  Jupiter  et  de  Saturne  resteront  toujours  très  pe- 
tites, en  &yso\  même  égard  4ax  vaiiatioos  séculaires 
dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice  et  du 
troisième  ordre ,  par  rapport  aux  excentricité  tA  aux 
inclinaisons. 

56.  Ce  résidtat  n'est  qu'une  vérification  particulière 
do  tbé(H%me  que  nous  avons  démontré  généralement 
of  76 1  l>w  H ,  «t  «a  coQsidéFant  un  nombre  qnelcon- 
qne  de  fdanètes  circulant  autour  du  Soleil.  U  faut  tou- 
tçfois  &ire  ici  xme  remarque  importante.  Si  les  masses 
vif  m',  iri'f  etc. ,  ainn  que  les  demi-grands  axes  a,  -ei, 
si' ,  etc. ,  et  les  excentricités  e ,  € ,  e",  etc. ,  des  or- 
lùles ,  différuent  beaucoup  entre  elles,  comme  cela  a 
lien  dans  ootre  tyctèroe  planétaire  ,  il  s'ensuivrait  que 
les  quantités  m^aeS^ep  nis/'SéS^^f  etc. ,  pourraient 
w  compenser  entre  elles ,  quoique  les  variations  /« , 
V'^  *  etc. ,  lussent  très  différentes.  Les  équations  (e) 
et(/J»ii^  54^  livtefl,  pourraient  donc  être  satisfaites, 
sans  qu'on  en  dAt  conclure  que  les  oscillations  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  seront  toujours  comprises 
duu  d'étroites  limites.  Il  faut ,  dans  oe  ca& ,  recourir  à 
l'intégratùm  des  équations  différentielles  (Pj  et  (e)  des 
n**  64  st  69  dn  livre  U;  si  l'on  n'a  é|;ard  qu'aux  varia- 
410»  «écalaires,  qu'on  suppose 

b  !=:  e  sin  a  ,       c  :^  e  cos  a , 
b'  ^s;  e'  sin  »',       c' ^=  ^  cos  »', 


On  mt  i^u'oa  mtisftit  an  premier  ^stème  en  &isant 
i5.. 
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=  M  sin  [ht  +  /)  +M,  nin  (A,l  + 1,)  4  M,  sinC*,!  +/.)  +  etc. , 
=  M'rin  (ht  +  O+M',  8iD(fc,(+/')  +M',sin(A,(  +/.)  +  elc. , 


«  =  M  (OS  (Ai  +  /)+M,  coi(k,t  +  ;.)  +M.  cos(A./  +i.)  +  etc. , 
r'=M'coB(ft(  +f)+-M',€osrA,*  +  /,)  +M'.co8(fc,ï+/,)  +  etc., 
etc., 

2»  A»  '*(  ctc-  )  étant  des  constantes  arbitraires  en 
nombre  égal  à  celui  des  équations  (P);  M,  M', 
M"»  etc.,  M.,  M',,  M',,etc.,M.,M'„  M'.,  etc.,  des 
systèmes  de  valeurs  dont  chacun  renferme  nne  arbi- 
traire et  des  quantités  déterminées,  et  enfin  h,  k^, 
A.,  etc. ,  les  racines  d'une  équation  d'un  .degré 
égal  à  celui  des  corps  agissans  que  l'on  considère. 

Soit  X  =  o  cette  équation.  Si  toutes  ses  racines 
sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  de  b,  c,  b',  etc.  , 
seront  toutes  composées  de  quantités  périodiques;  et* 
en  vertu  des  équations  e=\/A'+c',  e'=\/i^M-^,  etc., 
il  en  sera  de  même  à  l'égard  des  excentricités  « , 
e',  etc.  Si,  de  plus,  les  quantités  M,  M',  M",  etc.,  sont 
supposées  très  petites  et  du  même  ordre  que  les  ex- 
centricités des  planètes  principales  à  l'époque  ac- 
tuelle, les  intégrales  [H^cédentes  montrent  que  les 
quantités  fr,  £',  etc.,  c,  c',  etc.,  et  par  conséquent  les 
excentricités  qui  s'en  déduiront,  varieront  dans  des 
rapports  peu  considérables,  et  seront,  dans  tous  les 
tempsjtrèspetites,  comme  elles  le  sont  aujourd'hui.  Il 
en  sera  de  même  des  inclinaisons  qui  dépendent  d'un 
système  d'équations  absolument  semblables.  On  dé- 
montre aisément,  par  les  considérations  exposées  n*  65, 
livre  II  j  et  sans  avoir  besoin  de  résoudre  l'équation 
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X=s  o,  qtw  cette  équation  De  saurait  admettre  tpie 
des  racines  réelles  et  inégales  ;  mais  il  reste  encore  à 
calculer  les  quantités  M ,  M',.  M",  etc. ,.  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines,  pour  être  assuré  que  l'el- 
lipticilé  de  l'orbite  da  chaque  pTanèfe  sera  tou- 
joars  comprise  entre  d'étroites  limites  qu'elle  ne 
saurait  dépasser  (i)  :  c'est  d'ailleurs  le  seul  moyen  de 
déterminer  avec  exactitude,  pour  un  temps  quelcon- 
que, les  élémens  des  orbites  planétaires.  Jusqu'à  pré> 
sent  on  s'était  contenté  de  donner  leurs  variations  se- 
culaires  développées  par  rapport  an  temps,  et  en  ne 
portant  l'approximation  que  jusqu'à  la  seconde  puis- 
sance; mais  la  connaissance  plus  exacte  que  nous 
avons  maintenant  des  masses  des  planètes  et  des  élé- 
mens de  leurs  orbites  exige  qu'on  détermine  ces  va- 
riations d'une  manière  plus  précise.  Aussi,  quoique 
la  formation  et  la  résolution  de  l'équation  X  =  o  , 
lorsque  l'on  considère  à  la  fois  le  système  des  sept 
planètes  principales ,  demande  de  pénibles  calculs  ;  la 
nécessité  d'établir  avec  certitude  un  point  si  impor- 
tant dans  le  système  du  moude,  ue  nous  a  pas  permis 
d'hésiter  à  les  entreprendre,  et  l'on  verra  que  les  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  confirment  les  conclu- 
sions auxquelles  nous  étions  parvenus  dans  le  cha- 
|Htre.Vni  du  livre  II ,  en  admettant  comme,  uu  fait  la 
petitesse  des  quantités  M ,  M',  M",  etc. ,  qui  n'avaient 
pas  encore  été  calculées. 

Lorsqu'on  veut  avoir  égard  au.  carré  des  forces  per^ 
lurbatrices,  il  faut,  dans  les  équations  (F)  et  (c),  n"  64 

.    O  y^i''.  l«s  notes  à  la  lin  du  volume. 


Eiiiizedbv  Google 


s3*  TBÉORIE  &VALTTIQUE 

et  69  >  livre  II ,  augmenter  les  qnaotilés  jTi  -ji'  ^^■ 


seconde  approximation ,  et  détermina  par  les  formu- 
les précédentes.  Ces  équations  alors  ne  sont  fixta  li- 
néaires t  Cependant  on  peut  encore  les  intégrer  par  les 
méthodes  ordinaires  d'approximation.  En  effet,  sup- 
posons d'abord  qu'on  ait  ^ard  aux  quantités  d'un 
ordre  quelconque  par  rapport  aux  masses  m,  m\ 
m",  etc. ,  mais  qu'on  néglige  dans  les  équations  ci- 
tées tous  les  termes  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  supérieures  à  la 
première.  Les  équations  qni  en  résulteront  seront 
encore  linéaires  et  h  coefficiens  constans;  en  les  trai- 
tant comme  OQ  a  traité  le»  équations  primitives  (F) 
et  (c) ,  on  en  déduira  une  équation  de  la  fonne 

X  +  X.  -^  X.  +  etc.  ^  o,        («) 

qsi  rcmi^aoBn  l'équation  X  3»  o ,  et  dans  laquelle 
le  premier  terme  sen  cette  môme  quantité  X  de 
l'ordn  des  masses  m  ^  m',  etc.  ;  X,  déngnera  une 
qtMiitité  du  second  ordre  par  rapport  à  œs  masses, 
Xa  une  qomtité  dn  troisième  ordre,  et  ainsi  de 
nite.  Or,  les  racine^  de  l'équation  (a)  ae  déduiront 
de  cBÛe»  de  l'éqnatioD  X  =*  o  par  le  procédé  ordi- 
naire des  substitutions  successive* ,  et  d'a|H^  lei 
principes  de  cette  méthode  «  les  ndoes  de  cette 
équation  sont  toates  réelles  et  inégales ,.  il  en  sera 
de  même  des  racines  de  l'équation  (a) ,  qui  se  trou- 
veront exprimées  en  séries  ordonnées  par  rapport 
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aux  prodaîte  et  aux  puiasancee  des  masses  m,  m', 
m"f  etc.  Les  excentricités  et  les  iacliaaisODa  seront 
donc  encore,  dans  ce  cas,  composées  de  qatotités 
périodîqoes. 

Si  l'on  cOntidère  maintenant  les  termes  dépendans 
des  cube»  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités- et  des  indinaffiods ,  les  tfqaitidns  (P)  et  (c) 
ne  seront  plus  linéaires,  et  pour  les  intégrer  il  fau- 
dra recourir  aux  ttiéthodes  d'appipxiniatioD.  On  sup- 
posera qu'on  ait  déterminé  les  valeurs  des  incon- 
nues, en  faisant  d'abord  abstraction  des  termes 
dépendais  des  puissances  des  excentricités  supérieu- 
res à  la  première,  mais  en  ajant  égard  à  toutes  les 
puissances  des  masses  qu'on  veut  considérer.  On  aubs- 
tittiera  dans  les  éqnatioos  proposées  les  premières 
Tolenrs  approchées,  et  l'on  déterminera  les  varia- 
liona  qu'il  (tût  faire  subir  aux  constuntea  qui  en- 
tnot  dans  les  mtégrales ,  poar  satisfaire  ii  ces  équa- 
tions, lorsqu'on  a  égard  aux  termes  du  troisième 
cfdre  par  rapport  aux  excetUricitës  et  aux  inclinai- 
sons.  On  parviendra  ainri,  par  des  approxttnations 
9aGcesriveB,-b  déterminer  les  valeurs  de  ces  quan- 
tité avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra,  et 
toutes  ces  valeurs,  d'ajvès  les  principes  de  cette  mé- 
thode d'approximation,  conserveront  la  même  forme 
que  dans  le  cas  on  l'on  n'a  égard  qu'à  ta  pPemière 
puissance  des  excentridlés  et  des  inclinaisons.  Soit 
donc 

Y  -I-  Y.  -f-  Y.  -H  etc.  =  o , 

l'éqoation  qui  remplace  l'équation  (a) ,  et  dans  la- 
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quelle  Y  est  le  premier  membre  de  cette  équatioitr 
Y,  noe  qoantité  de  l'ordre  des  carrés  et  des  produits- 
des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Y,,  une  quantité 
de  l'ordre  de  leurs  quatrièmes  puissances,  etc.  Toufes- 
les  racines  de  cettie  équation,  résolue  par  la  méthode 
ordinaire  d'approximation,,  seront  réelles  et  inégales 
si  les  racines  de  l'équation  ¥=  o  remplissent  cette 
condition,  et  elles  se  trouveront  exprimées  eu  séries 
convei^ntes  ordonnées  comme  les  quantités  Y , 
Y, ,  etc. ,  suivant  les  puissances  ascenâantes  des  ex- 
centricités et  des  indinaisons. 

Ainsi  donc  la  stabilité  du  système  ptanétaire  esi 
généralement  assurée, quel  que  soit  l'ordre  des  termes 
auquel  on  veut  pousser  les  approximations,  du  mo- 
ment qu'on  a  prouvé  que  les  valeurs  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  résultantes  de  la  première  approxi- 
mation ne  sont  composées  que  de  quantités  périodi- 
ques. Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème  au 
moyen  des  équations  qui  résultent  du  principe  des 
aires ,  n'  78  du  livre  II ,  en  étendant  les  approxima- 
tions à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  et  aux  quantités  du  second  ordre  par 
vapport  aux  masses  perturbatrices.  La  démonstratioa 
précédente,  déduite  de  la  considération  même  des 
équations  différentiellesqui  déterminent  les  variations 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  f.  en  est  une  con- 
firmation nouvelle. 

Le  principe  important  de  la  stabilité  du  système 
du  monde  repose ,  comme  on  voit ,  sur  deux  condi- 
tions également  indispensables  :  il  iàut,  i*  que  l'équa- 
tion X  =3  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales  ^ 
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s?  que  les  valeurs  de  M,  M',  M",  elc. ,  qui  sont  des 
fODCtîons  de  ces  racines, 4oieat  toutes  de  très  petites 
quantité.  Ou  proave ,  n*  65,  livre  II,  que  U  première 
condition  est  remplie  dans  la  supposition  que  tous  les 
corps  célestes  circulent  dans  le  même  seus  autour  du 
Soleil.  Cest  en  effet  ce  qui  a  lien  danslanatnre;  mars 
il  était  d'autant  plus  intéressant  d'examiner  ce  qui  ré- 
sulterait de  l'bypotbèse,  que  quelques-uns  des  corps 
célestes  tournent  dans  des  sens  opposés  ^  que  plu- 
sieurs géomètres  avaient  cru  pouvoir  avancer  que 
l'hypothèse  contraire  n'était  pas  indispensable  à  la 
stabilité  dn  système.  M.  Poisson  a  démontré,  en  ne 
considérant,  il  est  vrai,  que  l'action  mutuelle,  de 
deux  planètes,  que,  dans  ce  cas,  les  excentricités  se- 
ront encore  des  quantités  périodiques ,  mais  que  les  ' 
inclinaisons  ne  seront  pas  assujetties  à  cette  condi- 
tion, et  qu'elles  pourront  croître  indéfiniment  avec 
le  temps.  Mais  comme  cette  recherche  n'est  que  de 
pure  curiosité,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici,  et 
nous  renvoyons,  sur  ce  point,  an  mémoire  du  savant 
géomètre  (*). 

57.  Considérons  maintenant  lés  inégalités  des'  élé- 
mens  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  de  l'ordre 
du  carré  de  la  force  perturbatiice,  et  qui  dépendent 
simplement  de  l'ai^ument  5n't  —  tint  de  la  grande 
inégalité.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  parmi  ces  termes 
les  moins  élevés,  relativement  aux  excentricités,  et 
aux  inclinaisons,  sont  ceux  qui  dépendent  des  cubes 
et  des  produits  de  trois  dimensions  de  ces  quan- 

(*J  Connaissance  des  Tems  pour  l'aoïiee  1836. 
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tités,  et  que  les  pins  considérables  sont  cenic  qai, 
après  l'intégratioD,  acquiàr¥nt  le  très  petit  diviseur 
(5n'— an)*.  Nods  n'aurons  donc  ^ard  ici  qu'à  ces 
termes^  parce  que  ce  sont  eujt  qui  fournissent  néee>< 
sairement  la  partie  principale  des  in^lités  corres- 
pondantes des  loDgitudâs  S'v  et  J^»^,  que  nous  nous 
proposons  de  déterminer. 

Occupons-nons  d'abord  des  moyens  mouTemens. 
En  supposant  que  m  repr^nte  Jnpiter,  m' Saturne, 
et  que  toutes  les  quantités  relatÎTes  il  m ,  mftrqnéea 
d'un  accent ,  désignent  les  mêmes  quantités  re- 
latires  à  m',  pour  déterminer  les  itiégalités  de  «T^ 
et  eTC',  on  aura 

Les  différentielles  d'  et  d"  se  ra|^rt6nt  unicpie- 
ment,  la  première  à  la  planèle  r»,  la  sscmide  à  la 
planète  m' ,  et  devant  être  prises,  par  conséquent, 
en  ïiïisant  varier  dans  chaque  formule  le  temps  t 
introduit  par  les  coordoooées  de  la  j^anète  trou- 
blée, et  en  regardant  comme  constant  le  temps  re- 
latif aux  coordonnées  de  la  [^anète  perturbatrice. 

D'après  la  iotrat  des  fonctions  /R  et  ^K',  n*  47i 
il  faudra  «  dans  chacun  des  produits  qui  ks  comp»* 
aeat,  combiner  entre  eux  les  différens  tomes  des 
deux  fâcteura,  de  manière  que  la  somme  ou  la  dif- 
fêrence  des  argumens  relatifs  aux  termes  que  l'on  a 
considérés,  soit  égale  à  5n't —  anf  ;  c'est-ît-dirc  cfue 
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si  l'on  désigne  par  U  l'argument  du  tenue  que  l'on  a 
considéré  dans  l'un  des  facteurs,  et  par  Ft  rai|;unient 
du  terme  correspoadant  dans  l'antre  fectenr,  qne^ 
|K>nr  fixer  les  idées,  on  suppose  de  plus  que  n't  soit 
toujours  précédé  dn  signe  4-  àms  tt  et  dans  l't,  il 
&ndra  qu'on  ait 

r  -4-  Z  ^  5n'  —  an    ou     /'  —  Z  î=  5n'  —  an. 

n  Ëiodra,  en  outre,  qae  la  somme  des  exposant  des 
excentricités  et  d«s  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
surpasse  pas  trois. 

Or,  d'après  l«s  lois  du  développement  de  la  fonc- 
tion R,n*  4,  et  celles  des  difiërens  termes  des  expres- 
sions de  Jr,  J*',  iTc,  etc. ,  il  sera«isé  de  reconnaître 
que  les  valeurs  de  Z  et  de  Z',  qui  satisferont  à  la  pre- 
mière condition,  seront 


/  =  0 

et 

r  =  5n'  —  m. 

/  =  n'. 

r  ai  4»'  —  m, 

i=  a»'. 

f  =  3»'  —  m, 

l  su  3n, 

r  =  37^  —  an, 

J  =s!  n'- 

n, 

f  =  4»-  — n. 

/=  5b'. 

—  n, 

e  =  m-  —  n. 

Ces  tximbinaisons  sont  au  nombre  de  six ,  mais  elles 
OD  fourniront  douze,  parce  qu'on  peut  changer  dans 
diacune  d'elles  l  en  1%  et  réciproqnemeirt." 

Quabt  aux  Talenrs  de  Z  et  de  f  qui  salifieront  à  U 
denxiètte  axkditùni ,  leor  nombre  est  indéfini ,  el 
l'on  pent  les  comprendre  sotu  ces  quatre  fonnes  gé* 
nérales  : 
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^  5/ï' —  2H  +  (("'  —  ")  ^  t^i(n'  —  n) 
^  5n' —  5n  +  »(n'— n)        P^=i(n' — «)  —  «, 
=  5n' —  ^n  +  i(n'  —  n)       T=ii{n'~—n) — an, 
=  5n'—  5nH-/(n'  — n)       t=:i(r^ — n)— 3/ï, 
i  étant  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Ces  combinaisoDS  sont  doubles,  comme  les  précé- 
dentes, parce  qu'on  peut  y  permuter  les  lettres  / 
el  /. 

On  voit,  d'après  cela ,  que  la  partie  des  valeurs  de 
/(  et  J*^  qui  provient  de  la  combinaison  par  voie  de 
sousta'action  des  ai^mens  2  et  f  sera  composée  d'un 
nombre  indéfini  de  teriq^s,  et  .que  par  conséquent 
il  serait  impossiblç  de  calculer  rigonrepsement  Jes 
valeurs  de  «T^  et  de  SÇ  qui  dépendent  de  l'angle 
5n'i  —  an*  ,  et  qui  sont  du  troisième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  des  orbites ,  et  du  second  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  Mais  comme  les 
inégalités  que  ces  termes  produisent  sont  pour  la 
plupart  très  petites ,  il  suffira  de  tenir  compte  des 
plus  considérables  ;  en  général  ^  ce  sont  celles  qui  ré- 
pondront aux  moindres  valeurs  de  i;  et,  en  effet, 
on  verra,  lorsque  nous  réduirons  en  nombres  les  for- 
mules du  chapitre  précédent,  que  les  inégalités  du 
ra^Q  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  for- 
ment des  séries  qui  décroissent  avec  beaucoup  de  ra- 
pidité à  mesure  que  leur  allument  dépend  d'un  pins 
grand,  multiple  des  moyens  mouvemeos  de  la  pla- 
nète troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  pre- 
miers termes  de  ces  séries  seront  donc ,  en  général , 
les  seuls  qui  puissent ,  par  leur  combinaison  avec  les 
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différences  partielles  de  R  et  R',  produire  des  inéga- 
lités sensibles  dans  les  valeurs  de  t^Z  et  de  J'I^. 

Considérons  maintenant  la  seconde  partie  des 
formules  (o).  Il  est  évident  que  les  seuls  ter- 
mes qui,  après  la  double  intégration,  auront  la  très 
petite  quantité  (5n'  —  a7i)*  pour  diviseur,  sont  ceux 
qoi,  dans  les  intégrales  (/i/'R)'  et  {/cfK'/,  sont  déjà 
divisés  par  5n'  ~-  an.  En  nous  boruant  donc  à  dé- 
terminer ces  termes,  il  faudra,  pour  les  obtenir, 
combiner  la  partie  constante  des  intégrales  fd'R  et 
/à"K'  avec  la  partie  de  ces  intégrales  qui  dépend  de 
l'argument  5n't  —  3nt. 

La  détermination  des  inégalités  dépendantes  des 
seconds  termes  des  expressions  de  «TÇ  et  de  «f^  sera 
comprise ,  par  conséquent ,  dans  la  première  des  com- 
binaisons des  at^meus  U  et  tt,  c'est-à-dire  dans 
celle  des  argumens  zéro  et  5n't  —  2nt. 

Commençons  par  déterminer  les  in^alités  rela- 
tives à  cette  combinaison. 

Inégalités  de  S^  ^'  <^C  1^  résultent  de  îa  combir- 
naison  des  argumens  o  et  5n't— 3nt. 

58.  Pour  les  déterminer,  reprenons  la  première 
des  formules  (o),  en  n'ayant  d'abord  égard  qu'à  son 
premier  terme. 

Si  Von  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  développement  de  la  fonction  R ,  et  qu'on  né- 
glige les  termes  dépeudana  des  excentricités  et  des 
ïnclinabons,  on  aura 

R=^ÀW, 
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et  par  conséquent 

En  prenant  la  différentielle  ^^K ,  op  ne  doit  faire 
vaiier  dans  cette  éqiution  que  les  coordwoées  de  m, 
c'est-à-dire  qu'il  faut  différeatier  l'expression  précé- 
dente par  rapport  à  (IV/  en  regardant /r' comme  cons- 
tante On  aura  ainsi 

itJt  a    '  **  ~3m  '  amdt' 

Supposons  qu'en  n'ayantégard  qu'anz  termes  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  qui 
dépendent  de  l'angle  5n't — snt  on  ait 

^  =  Fcos(5«'i— 3B£-|- 5«' —  a« +/), 

F  étant  déterminé  par  la  premièra  approxtmation  et 
«tant  affecté  du  très  petit  diviaear  5r'  —  a».  En  rertn 
de  cette  valeur  on  aura 

Et  en  multipliant  cette  expression  par.^_^\^^^tt 
en  supposant»  comme  dans  le  n°  i8,  et  =  —  ,  oa 

aura  la  partie  oprregpondaute  de  J'K  réduite  en  se- 
condes. 

On  doit  observer  ici  que  la  diâ^^ntiation  relative  à 
la  caractéristique  d' introduisant  dans  d'K  le  multi- 
jdi&iteur  5n'~3n  ,  la  valeur  de  J'Ç  ne  semUe  af- 
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fectée,  après  la  double  iotégration ,  que  da  divisear 
5n' —  an;  mais  comme  la  quantité  F  renferme  im- 
plicitement le  m£me  diviseur,  il  en  résulte  que  l'i- 
négalité correspondante  est  réellement  affectée  du 
très  petit  diviseur  (5»'— an)',  et  qu'elle  est  de  l'ordre 
des  quantités  que  nous  considérons.  U  n'est  donc  pas 
permis  de  la  négliger,  comme  le  suppose Laplace, 
(Mécanique  céleste^  n*  i6,  livre  VI),  et  l'on  verra 
qu'en  effet  cette  inégalité  s'élève  à  plus  de  8"  sexagé- 
simales relativement  à  Saturne.  On  peut,  pour  plus 
d'exactitude,  substituer  dans  les  équations  précé- 
dentes ,  à  la  place  de  —  A^*^  la  partie  non  pério- 
dique de  R ,  exacte  jusqu'aux  quantités  du  quatrième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclînai- 
naifionv,  et  que  nous  avons  désignée  par  F  dans 
le  n'  17. 

Supposons  réciproquement  qu'en  ne  oonadénuit 
que  les  termes  dépendans  des  cubes  et  des  produits 
d^  tvoifi  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai- 
fens ,  on  ait 

R»«i'P»w(en'i— *»t*+5i'— ai)+m'  P'««d(5«'(-«rtt+Si'"-at) . 

U  faudra  combiner  avec  cette  valeur  de  R  celles 
91Ù  proviennent  àee  parties  constantes  de  /r  et  de 
é^t^  ;  nommons  aF  et  oT'  ces  parties ,  en  sorte  qu'on 
ait 

^  =  1-,        ^=F, 
il  en  résultera 
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+  mYo^F  +  a'^t^m  (5n'<  —  îm  +  5.'—  ji)  , 

d  où  en  difiërentiant  par  rapport  k  M  ,  ça  regardant 
n'/  comme  constant,  on  tirera 

iiiî=-«.'C--itr-Hi'.  ïî  F'")  co.  (W<  -  m.  +  6.--  «) 

nai  \        aa  aa'      J         ^ 


(5b' — 9R)SiDi'  ' 
on  aura  la  partie  correspoadante  de  S^, 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  U 
même  formule.  Supposons,  comme  précédemment^ 

R  =  m'P  râ  CSVt  —  Mt  +  5.  — ».)  +  n/F  co«  {W«  —  M»  +  s/— s.), 

d'on  en  différentiant  par  rapport  à  nf ,  et  en  intégrant 
ensuite,  on  tire 

/.<R=Bi'g^  L°î^"   .[;pMit(5B't— awt+iM'— ftt+Feo»(5it'(— Mt+6t'— a»)], 

g  étant  une  constante  arbitraÏFe. 

En  ne  considérant  donc  que  les  termes  dépendans 
de  Tai^nment  ^Ht —  anf ,  on  aura 

(/WB}i=— |2^ .  [piiD  (Wt— an(+Si'— a.)+P'co«  pB-t-aw+V-ai)]. 

On  a  d'ailleurs  ,  n'  92,  livre  U, 

1     rfàC") 

La  première  des  formules  (o)  donnera  donc,  en 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 
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en  vertu  du  terme  précédmt , 

'f   ~  ^|7^-«a'-^^.CaT'»iQ(5n'l-wt+5i'-i.)-a'P<:K5n'l-»«+V->0]. 

Ea  réanîssant  cette  inégalité  aux  deux  inégalités 
déterminées  précédemment ,  on  aura  la  Talenr  com- 
plète de  JXi  résultante  de  la  combinaison  des  argn- 
mens  zéro  et  5n't  —  nnt. 

59.  Four  avoir  la  partie  de  ^^'  correspondante  à 
celle  de  «T^  que  nous  venons  de  déterminer ,  repre- 
nons la  seconde  des  formules  (o) 

En  suivant  l'analyse  du  numéro  précédent  >  et  en 
supposant 

^  =  F  cos  (  5n'i  +  an*  +  5i' —  at-hf) 

on  trouvera 

et  en  multipliant  cette  expression  par  iKTZIknYmP  ' 
on  aura  l'inégalité  que  le  terme  précédent  introduit 
dans  la  valeur  de  «T^'. 
Réciproquement,  soit 

R'=  wP  nu  (Sn'i  —  «n(  +S<'—  it)  +  mS'aa  (Sn't  —  mt-*-  S*'—  m)  , 

et  supposons ,  comme  plus  haut, 


=F', 


on  trouvera 
Tome  IU. 
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cfR'=Mn(  a^V-\-a'^,  F')8in(SM'i— arrf-J-Si'— a«) 

+n/rt^F+a'2F'Jco8(5n'ï— 27i/-f-5i'— ai). 

JSq  différentiuit  cette  jaUmtr  pkr  rapport  i  x'^,  on 
aura 

ij^ii^  =  5l»«'(«<.' Jf+ a" -2  f)  CM  (Wt  -  »«  +  V- »•) 

-  5*i'(M' ^F+ -*.  ^  P  )  ii.  {5«'C  -  M(  +  5/ -  ».). 

Les  quantités  Pj  F,  F,  F'  ayant  ici  les  mêmes  va- 
leurs qnd  daos  le  d'  5â>  comm^  on  a  à  très  pen  près 
5n'  =  an,  il  est  aisé  de  conclure  que  rinégalité  de  J"}^ 
dépendante  de  la  partie  précédente  de  cTR.'  est  liée 
k  rinégalité  correspondante  de  cT^  par  l'équation  or- 
dinaire de  condition 

Pm-  Tanai  jse  du  n"  56  on  verra  que  le  second  terme 
de  l'expression  de  J^'  produit  le  terme  suivant: 

En  réunissant  cette  dernière  inégalité  aux  deux 
précédentes,  on  aura  la  râleur  complète  de  la  (Nirtie 
de  J"^',  dépendante  de  la  combinaison  des  ai;gan»n$ 
zéroetSn'ï — nt. 

Calcul  des  termes  de  J'Z  ^  de  ^Ç  qui  résukerU  de  la 
combinaison  des  mrgumens  3i^t — nt  et  an't — nt. 

6o.  Le  dernier  terme  de  chacane  dM  IkMtanlea 
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(o)  B»  sraniit  produira  à»m  les  valeurs  de  J^ 
et  de  (TÇ'  aucime  ioégalitë  d^f>endapte  àa  VmgU 
Sn't — jnt  et  du  troisième  ordre  relativement  aux 
ezceotriàtés,  lorsque  Fou  &it  abstraction  de  la  com- 
binaison des  argamens  o  et  5n't  --  3/1/  ;  il  dous  suf- 
fira donc  de  sapposer  désormais 

<rc  =  —  5an/rfï/d' .  JÎV , 

Parmi  le  nombre  indéfini  de  combinaisons  qui 
penveot  donner  dans  J^  et  J^'  des  termes  de  la  nature 
de  ceux  que  nous  considérons  ,  nous  n'aurons  égard 
qu'k  ceux  qui  proviennent  de  la  double  combinaison 
desargnmens  Sn'— netan'— n,  parce  que  ce  sont 
eux  qui  fournissent  la  principale  partie  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  dépen- 
dantes du  carré  des  forces  perturbatrices.  Il  sera  facile 
d'ailleurâ  d'étendre  la  même  analyse  au  développe- 
ment  des  termes  résultant  de  l'une  quelconque  îles 
combinaisons  énnmérées  n°  5?  ;  c'est  ce  que  j'ai  fait 
dans  un  mémoire  imprimé  dans  le  recueil  des  Savons 
étrangers  (1),  je  me  contenterai  donc  d'en  rapporter 
les  résultats  numériques,  lorsque  nous  nous  occupe- 
rons de  réduire  en  nombres  les  formules  relatives 
k  la  tiieorie  des  inégalités  planétaires. 

Considérons  d'abord  la  valeur  de  J^^. 

En  n'ayant  égard  qu'aux   termes  dépendans    de 


(1)  M^oires  de  l'Académie ,  Savons  étrangers,  i834- 
16.. 
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l'angle  5n't  —  an(  et  du  carré  et  des  produits  des  ex- 

centricitës  et  des  inclinaisons  ^  soit 

R  =  MWe'cos(5n'(  — n*  +  3i'  —  »— a»') 
-f-  lVP'Wcos(3n7  — ni+Si*  — » — «  —  »') 
-f  MWc''cos(5/î7  — ra/+5*'— f— a-!-') 
+  M(«A'cos^n'<— n<H-5i'  — (— an); 

d*où  résulte 

/B=(if-/i')[3MW<'"K3»'*-'>*+3«'-*-*">+'M(')e/«m(ïn'l-n(+l«'-t-<t-»'> 
+  MW<''«in(3«'t  —  "<  +  V  — •  —  *.')] 
+{/v—  3tV)Wik-  iio(ï«'(  — n(  +  V—  t—  illl 

+Ç.[„'^  ,.co.(3n'«-«+3.'..-=-)  +^«Kc<K3«V«+3.'-.— -•). 
+„^V.co.(3n'(-n(-t-3.'-.-a-0+a'^V'<:oi(3«'i-B/+î.'-.-»n]. 

Si  l'on  dilFéreotie  cette  expression  en  faisant  varier 
les  trois  quantités  nt,^v,  JV,  et  en  regardant  comme 
constantes  les  trois  quantités  n't,  ifc'  et  «T/,  on  aura 

^^=(ii.'-/i')C3MWe"co.(3n'l-nl+3.'-»-a»)+aM<'»ee'co<3n'/-n(+3«'-«-««') 
"^'  +MWe''ci«C3n'(  — Bi  +  V-t  — W)] 

^3//_Vi')MWii'  co»{3n'(— n(  +  3^-  t  — Jl) 

+^^.LÎMWe'"Mi{3B'(— nI+3i'-»-»»)+jMC>«!'iin(3n't-«+3^-i---»0 
+  MWe'Min(3n'i-n(-l-3^-i-».r>4-M('K'»iii  (în't— nt+V— i-in] 

,l''.L^^.co.(5«'(-M+V-..w)+«^Wco.(3n'(-nt-,.V-.-«0 
■uwil  \_     da  .  aa 

+.'î^'.f™(3.'l-»M-3/-.-ïJX-i^'-'"-(î"'>-"<-M.'-.-Jl)] 

+  îr .  r-.^'-  •ii.(î»'<-»i+w-^i.)+«  iH!œ'ùii(i.'i-»M-v-.-w) 

'+5;.[.-'-^-™(Vl-»l+3.'-™)+.i'^?~-.i.(!l.-,-«+J.'-~-.') 
+«- ^V-iin  C3ii't-«t+V-«-aJ>+«'^^>fiii(3»i'wi(+3i'-»-an)l. 
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Supposons  qn'eD  ne  coosidéraot  que  les  termes  dé- 

peadaDt  de  l'argument  ^t — nt^  et  qui  sont  de 

l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  ait 

—  =  eP  cwCan*»  — nl+a.'— •  — •)  +  «'G<:oi(»n't  — ni-f-at'— •— ■0, 
%  =  «ra>.(»n't  — nt+a/— .  — •.)+«'G'co.{iin'l— nl+i.'-.-.'), 
tv=  «H  wn  (wi't— n«  + >«'—•—•) +0*11  »îo{»n'(  —  nl+n'—i— •'), 
i»/=«H'«o(M't— nl+a/— .  — -)  +  «^'»in{o)«'(— ni  +  a/—.-.'). 


î!^=— ^-^.[«Fiia(»n*(— nï+a.'— .--)-l-e'G.iii{an'(-<it+».'-i-«')l, 
^«      [2;t:2}.[«Hc»(«'t-n(+i.'-.-»)+<'Kco.(in'i-n(-Hi'-.-.')].' 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de 
-^-j- ,  et  qu'on  ne  conserve  que  les  termes  qui  dépen- 
dent de  l'argomeat  5n't  —  2nif  en  fetsant  pour 
abréger 

K')=«<'»r-H'«'MW+t^^^WM(')+KVMC)-t.îi2^'KoT«W 
La  "  n 


PC1=.-»  [in-^W+'J^WMW+Jg.--'^;"    '"'; 


d«  J* 


La  n  a  rfa  n 

La  n  a  l'a  n 


--âtJ' 
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Ontronvera 

ï^^  =  PW»i»()!ii»'i  —  ani  +  5^  —  n—    -— »0 
+  P('>  lin  {5Vl  —  ani  +  5t'  —  M  -  a»  —    iT) 
-t.  PW  MD  (Wt  —  3«i  +  5i'  —  a.  -  3.') 
+  P<>>  ùo  (Sa't  —  ant  +  S^  —  M  —  3>) 
.     +  P(*»  «in  (5«'(  —  airt  +  Si'  —  a<  —  ■'  —  SI) 
+  P<<)  lin  {Wt  —  anc  +  Si'  —  at  —  •    -  ill)i 

expression  qui  en  faisant 

A  =  W-)ïM  («+  a»T  +«■)««  (a»+  •')  +P('>coi  3ii'+  PP)co.  1> 
•^  P(»ciK  (i^  an)  -|-ff(i)(M«  [  •  +  an)  j 

et  eo  noaunaat  B  ce  qae  devient  cette  expression 
quand  on  y  change  tes  cosinus  en  sinus,  pourra 
prendre  cette  forme  : 

^^  =  A  »!■  (Sn'i  —  Ml  +  5i'— ai)  —  B  eo*  t5^(  —  a(i(  +  &•  —  3.). 

Four  réduire  cette  expression  en  nombres ,  on 
formera  d'abord  les  valeurs  des  quantités  M'*^,  H^'', 
MW,  M^'',  et  de  leurs  diSërences  tant  par  rapport  à  a 
qae  par  ra{^rt  à  a',  au  moyen  des  formules  du 
n*  6 ,  dans  lesquelles  on  fera  i  =  3.  Quant  aux 
^iuitités  F,  G ,  H,  etc. ,  elles  seront  données  par  les 
approximations  dépendantes  de  la  première  puissance 
des  masses. 

6i.€onsidéroas  réciproquement  les  termes  de  «TR 
dépendans  de  l'angle  5n7—an£,  qui  résultent  de  la 
partie  de  R  relative  à  l'argament  2n't — nt  eombi- 
née  avec  les  parties  de  ^r,  <fW,  etc. ,  relatives  à  l'ar* 
guraent  3n'<—  tU.  Cette  partie  de  R  est  de  l'ordre  des 
excentricités  ;  on  peut  donc  supposer 

fcPïi  H<'îe  COI  (wi'l  -  n( +  «'—,-■} +M('Wew  (a>i'(-n(+i<—i -♦'), 
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ce  qui  donne 

-4'{''^W«''-»H-»<'--^<''^V«-{»'<--H-â.'-^0]. 

Si  l'on  diffërentie  cette  valeur  en  faisant  varier  rU, 
(Te  et  cTr  et  en  regardant  rt't,  ^sf,  /r*  et  comme  cons- 
tans ,  on  anra 

4.^.[aMWMiii(M't— ni+a/— i— ■)+MlO«'iiD{iii't^/+«'-^J)] 
a     L       "^  «4  J 

+7  ■  [•'^'•*<"''-"'+"'-"W-'^'''*<"'"'*»--*] 

Il  faut ,  dans  oe  tte  expression ,  hoIm^uw  ponr  cTf^ 
/r,  /i^  et  Sj',  les  parties  de  ces  valeurs  qui  dépendent 
de  rai^anaent  5n'<--*nt  et  des  secondes  poiisances 
des  excentricités  et  dei  îndiDaisoDs;  ea  n'«yant égard 
qu'à  ces  termes,  soit 

—  =  Fco«(3»'t  — n(+3i'-t+/),    fr  =  G»ioCîn'(  — nI+3i'-.+y), 

d'où  l'on  tire 


V-B 


V«»  (î«'<  ~  w  +  3»' -  .  +  «). 
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En  faisant  pour  abréger 


QP)= 


,dM^) 


■.e-FoB'^ 


Texpression  précédente  de  -^-  devieadra 

^~-  =  QW  Md  (5«'*  -  5««  +  S.'  -  «  -  .  +  g-) 

+  Qt>l  .in  (Wt  —  anf  +  5/  -i  4i  -  •'+  ^) 

.   +  Q(>)  ND  (Sn't  -  MI  +  5.'  —  »(  —  •  ^.  y) 

+  QO  .in  (5n't  -  M(  +  5.-  -  a,  -  i-  +  gO 

+  Q<0  do  (Sn't  —  ant  +  W  -  ai  -  •  +/^ 

+  QO  HD  (5n't  —  an(  +  5.'  —  11  —  •'  +  /*) 

+  Q{">  ûa  {5b'«  —  a«i  +  5/  —  a.  —  .  +/) 

+  QCJ  lin  (Sn't  ~  ant  +  S^  ~  ui  —  •'  +  /}, 

OU  bien  en  faisant 

4-  QWco*  (.  -/'H-gmcû,  (,'_/')+Qti)co.  («  -  />Kî(')co.  (.'-  f), 
et  nommant  B,  ce  que  devient  cette  expression  quand 
on  y  change  les  cosinus  en  sinus 

^^=A,iiii(5n'i  — Mi  +  5t'— >0  — B,coi{5B't— «nt  +  5^— »t). 

Les  valeurs  des  quantités  M^*'  et  RP"'  et  de  leurs 
différences  ^  se  détermineront  au  moyen  des  formules 
du  n"  tfi ,  livre  II,  dans  lesquelles  on  fera  i:=  a,  les 
valeurs  des  quantités  désignées  pa^  F,  6,  F',  G'  dé- 
pendront de  la  première  approximation. 

6a-  Proposons-nous  de  déterminer  les  inégalilés  du 
nicj^en  mouvement  de  Saturne ,  correspondantes  aux 
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deux  inégalités  da  moyea  raonvemeat  de  Jupiter 
dont  nous  venons  de  nous  occaper,  c'est-à-dire  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  du  second 
ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices  ,  et  qui 
résulte- de  la  douUe  '  combinaison  des  arguniens 
3n7— ^Tiïetanfr — Tiï.Sil'oQdésigneparP'W  ?''•>, etc., 
ce  que  deviennent  Pt"*,  P^'',  etc.,  relativement  àcette 
dernière  planète  ,  on  aura 

—  ——r"<f — ;-; laïc- — ; —  — — "Oa  • — 7-7 tmo' — ■ —  I , 

an  da   -     ^  da         Vf  da      a  da   j 

la  dt/       a  da         an'  do'        a  da  J 

P'm=„.r_?2:^HVM<.niE.'M(.>-5^F'.'«.'Jr^.^']. 

L    9     »     ■  a  on  «w  ,      a  J«    J 

De  même  en  nommant  Q''"',  Q'^'^  etc.,  ce  que 
deviennent  Q^"' ,  Q^'',  etc.,  relativement  à  m',  on 
trouvera 

Wio-'i^^'CaTat»),  Q-fifei— ^^G'a'MC-),  Q'&)=aG'oM^),  Q'(>)=G«TW(0, 


,»)=—  Fao'  — —  ,         Q^il=— Faa'-T —  ; 

Et  en  ngaminant  ensuite  A',  et  B'j  ce  que  deviennent 
A>  £1  Aj  >  B, ,  relativement  à  m',  on  aura 
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Î^^^A'+A'>in(5f.'t— »n^+5.'.^i»>-^+B'>»H5'^'-*»«+5.'-s.). 

RemarqnoM  maintenant  ^e  psr  la  nature  de  la 
fonction  perturbatrice,  les  ralears  des  quantités SP^, 
IF'^ ,  etc.,  relatives  i  ractitm  de  m' sur  m ,  sont  égales 
à  celles  des  quantités  correspondantes  IIF*^>  M^'i,  etc., 

relatives  à  l'action  de  m'  sur  m ,  multipliées  par  — , 
autant  que  l'on  &it  abstraction  des  termes  qui  ren- 
ferment la  quantité  A^*',  parce  qu'elles  se  rapportent 
alors  an  déreloppmient  de  la  partie  oommane  aux 
deux  fonctions  K  et  R'.  Quant  à  celles  de  cm  quan- 
tités qui  renferment  Â^',  dans  le  cas  de  mouvement 
de  m  trouUé  par  m' ,  il  faut  supposer  (  n*  a4  ) 
^h^'hz^b,  —  a,  et  dans  le  cas  de  fn'  troublé  par  Wi 

ilfant&irea'A'*^=£,  — ~itn  feisant  donc  simple- 

s       * 

ment  dans  les  deux  cas  o'A^  "=^1  "^  ">  ^^  valeurs 
deM^*^  M^'^,  etc.,  lorsqu'on  considérera  les  pertur- 
bations de  m ,  sercMit  aux  Tolenrs  des  mêmes  quan- 
tités relatives  aux  perturbation»  de  m' dans  le  rap- 
port de  ma  m'.  Cela  posé,  si  l'on  compare  respec- 
tivement entre  elles  les  valeurs  des  quantités  F^"', 
P«,  Pt'ï,  etc.,  et  P^'ï,  F<'\  FW,  etc.,  en  observant 
que  5n'  —  an  étant  une  très  petite  quantité ,  on  peut, 
dans  cesvaleurs,  supposer  sans  erreur  sensible  5n'=2n, 
onauramnPt'H-m'nT't^ssO,  /BnPt'^+-m'n'Pt'*=o,etc, 
les  quantités  Q^'\  Q(" ,  etc. ,  Q^'»,  Q'<'ï ,  etc. ,  seront 
liées  entre  elles  par  des  équations  semblables,  en 
sorte  que  relativemient  à  cette  partie  de  /R',  on  aura 


Eiiiizedbv  Google 


DO  STSTÈMB  DU  UONDE.  sS» 

^.jK a.n. 

mdt  afdt' 

Soit  maintenaot  ^R"  l'avgnuBtfttion  de  la  fonctîoa 
^K  lorsqu'on  £ait  croHre  U  valeur  précédente  de 
e^A^'^àe  a  —  — ,  on   aura  éridenunent 

et  en  ne  considérant  que  la  seconde  partie  de  la  va- 

leur  de dn ,  on  tronvera  encore     -^-  =: jt~  ; 

OQ  aura  donc  généralement 

mdt    ^  a^dt  mfdt  ' 

Et  cette  ration  fort  simple  donoerm  tris  aisément  la 
Taleuf  de— ^—  lorsque  celle  de  -j-  sera  déterminée, 
on  n'aura  i  calculer  que  la  valeur  de  Jfi",  qui  sera 
toujours  très  peu  compliquée.  Si  les  quantités  M^"', 
W'*,  etc. ,  qui  dépendent  du  développement  de  U 
fonction  R  ne  renfermaient  pas  la  quantité  A^'' ,  on 
aoraît  simplement 

mdt  ~"   itidt' 

Itans  ce  cas  les  inégalités  correspondantes  des  moyens 
monvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  liées 
entre  elles  par  la  même  relation  que  les  inégalités 
correspondantes  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  masses  ;  c'est-à-dire  qu'en  n'ayant  égard 
i^u'à  ces  parties  des  valeurs  de  «T^  et  de    Ç' ,  on  a 


^— ^-'^ 
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En  effets  ces  inégalités  sont  al^Ms  détenninées  par 

les  équations 

Jf  =  —  ^anfdtfd.S^, 

d'où  résulte  la  relation  précédente. 
Dans  le  cas  général  on  anra 

OnyrepréseDteuneqnaatité  peu  considérable  détermi- 
née par  l'équation j'^ 7~-fdifd.Sfi!'.  Les  mêmes 

relations  existeront  entre  les  inégalités  qui  résultait 
des  diverses  combinaisons  énnmérées  n"  Sy,  et  en  gé- 
néral entre  les  parties  correspondantes  des  inégalités 
à  longue  période  de  deux  planètes  m  et  m'  troublées 
par  leur  action  mutuelle ,  qui  dépendent  du  carré 
des  forces  pertnrbati-ices;  cela  tient  évidemment  à  la 
forme  des  dîfiërens  termes  des  expressions  de  «fcTR 
et  d"<fR'. 

65.  Au  reste,  il  existe  généralement  entre  les  va- 
leurs complètes  des  deux  quantités  ^Z  «*  ^  »"ïe 
équation  de  condition  que  l'on  peut  démontrer  à 
priori,  et  qui  n'est  qu'une  extension  aux  inégalités 
du  second  ordre  de  l'équation  qui  lie  entre  elles  les 
inégalités ,  dépendantes  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice»  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m'  qnt  réagissent  l'une  sur 
l'autre,  équation  que  nous  avons  démontrée  n*  5g. 
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Cette  relation  devient  ici  d'autant  plus  importante , 
que  les  calculs  qu'elle  doit  servir  à  Terifier  sont  plus 
longs  et  plus  compliqués. 

Reprenons  l'équation  (i4)  du  n"  39.  \ 

(M+».>trf'R-KM-f-».)oi'rfTl'=:{M+«i')m>i'  fd'a~^^''*'^f^'\ 

Les  caractéristiques  <f  et  <f  désignant  respective- 
ment des  différentielles  prises  par  rapptort  aux  coor- 
doDaéesdemetdem',  et  en  supposant  pour  abréger 

■  Four  déterminer  le  mouvement  autour  de  M  de 
la  planète  m  troublée  par  l'action  de  m'f  on  a  par 

le  n'  8  du  second  livre , 

(M  H 


■w 


d'à    ,    (M  +  m)t     ,    m'a'  ,  rfa 


Le  mouvement  de  m'  troublé  par  l'action  de  m 
sera  déterminé  par  les  mêmes  équations,  dans  les- 
quelles on  changera  ce  qui  est  relatif  à  m  en  ce'  qui 
est  relatif  à  m\  et  réciproquement. 

Si  l'on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  six 
quantités  ^  ^■--  ,  ^--^ 


:.çi,i,zedi!,GoOQlc 
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titue  dans  V^quatîon  (() ,  qu'on  infère  ensuite  l'é- 
quation résultante ,  en  observant  que 

et  que  par  la  nature  de  la  fonction  A  on  a 

è-*>^  ^-  >-  $"'-  >—^ 

ontTOvnn. 

{M+o.')»/''*  +  (M +  "»)  "'/''"fl' ■=«"»'■  +  ""'("  + 7)  I 

Non  ne  considérerouft  dans  les  deux  membres  de  cotte 
éqnatioa  que  le»  tennes  qui  dépendent  de  l'argunneal 

5n'( a/ii,  et  qui  ayant  pour  diviseur 5«'— an,  sont 

da  troisième  ordre  relativement  aux  excentricités  et 
BOX  iDclinaisons ,  ces  termes ,  en  effet ,  étant  les  seuls 
de  cet  ordre  qui  puissent  acquérir  par  une  seconde 
intégration  la  quantité  (5n' —  an)'  pour  diviseur  dans 
les  valeurs  de  J^  et  de  *ff '.  Observons  d'abord  que 
les  fonctions 

,  dxdx'  +  djrdjr'  +  drdd 
—  BTO-  (ft*  * 

(M4-m-t-m')mffi' 

Dé  reaferment  aucun  terme  de  cette  espèce  lors- 
qu'on y  substitue  pour  ar,  ^,  etc. ,  leuTS  valeurs 
dliptiques ,  n"  60 ,  livre  II. 
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Si  Too  considère  doDC  tîmpleroent  I0  termes  de 
Tord»  nt"  dans  TëqiutioD  (P) ,  on  aara 

ro/(/R  +  m'/(/'R'  =  o     (p). 

Cest  Féquation  à  laquelle  nous  sommes  paiv 
reons  n"  S9 ,  et  qui  nous  a  donne  k  relation  très 
simple  qui  existe  entre  les  in^alités  de  «T^  et  de  J^, 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  forces  per- 
tarbatrices. 

Considérons  maintenant  les  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  masses  dans  le  second  membre 
de  l'équation  (P).  la  fonction  mm't—  4-  ^^  ëtant 
déjà  do  troisième  ordre,  il  suffit  d'j  substituer  pour  r 
et  r*  leurs  valeurs  elliptiques;  elle  ne  peut  donc 
donner  aucun  terme  du  genre  de  cenx  que  nous  con- 
sidérons. Quant  à  la  fonction 

Il  est  fedle  de  s'assurer  qu'elle  n'en  donnera  pas  non 
[4as  de  semblables.  En  effet ,  soit  Acos(^n'£■+•/n^4-B) 
l'un  quelconque  des  termes  dans  lesquels  se  dévelop- 
pera le  produit  dxdx',  par  exemple,  lorsqu'on  y 
safaslitnbra  pour  fC  et  .t/  Iran  valeurs  elliptiqnes ,  / 
et  f  pouvant  avtMr  tontes  les  valeurs  possibles  ,  la 
valeur  aero  exceptée,  et  A  ^tant  une  fonction  des 
éléneas  des  ooUtes  de  m  et  de  m'.  Si  l'on  augmente 
ces  élémens  de  Isnra  variations  dues  k  l'action  réci- 
proqoéde  m  ttà&n^ ^  et  qa'on  observe  que  les  seuls 
termes  da  ces  variatuat  qui  aient  5M'—  in  pour  di- 
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senr  soDt  ceux  qui  dépendentde  l'ai^ment  Sr^t—snt, 
on  verra  que  la  Tariatïoa  de  A  cos{i'n't  •+■  ùi^-f-  B)ne 
saurait  être  aucun  terme  de  ce  genrerelatîf  au  même 
■i^meDl  y  c'est-à-dire  aucno  terme  qui  puisse  par 
nue  nouvelle  intégration  acquérir  te  très  petit  divi- 
seur (5n'  —  an)'. 

Qnantau  dernier  terme  de  réquatioD(P),  on  peut 
le  réduire  au  suivant  : 

^MiTWt  A. 

Puisque  la  partie  de  ce  terme  qui  est  du  troisième 
ordre  ne  peut  donner  aucun  terme  ayant  pour  argu- 
ment 5n't  —  2nt  et  pour  diviseur  5n'  —  an. 

Il  faut ,  dans  le  terme  précédent ,  substituer  à  la 
place  de  p ,  sa  valeur  dépendante  des  forces  pertur- 
batiîces.  Or,  si  l'on  regarde  A  comme  une  fonction 
des  six  variables  r,  v,  s,  i^,  v',  /,  ou  des  coordon- 
nées polaires  des  planètes  m  et  m',  en  remplaçant  ces 
coordonnées  par  leurs  valeurs,  augmentées  des  par- 
ties dues  aux  forces  perturbatrices ,  on  aura 

D'après  cette  expression,  il  est  évident  que  les  seuls 
termes  de  tTA  dépendans  de  l'argument  Sr^t — arU 
qui  paissent  avoir  5n' —  an  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui  résultent  de  la  substitution  des  valeurs  de  Ji-, 
cTVj  etc.,  qiii  ont  déjà  pour  animent  5rV  —  an£; 
combinés  avec  la  partie  non  périodique  de  A.  En 
faisant  donc  pour  le  moment  ^traction  de  ces 
termes,  on  peut  regarder  comme  nnl  te  second 
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metû^T^  da  r«qirati«ii:  (F)»  et  en  déâpiut  pcr  <ffi. 
«t  JW  l«s  fonctions  de  K  et  d»  R^  iqui  dépuideot  du 
«vréides  Cmobs  pertarbkbiceB*  cette  n]«a4îon  >  «à 
supposant  M^  If  donnera 

m/î^.  J'RH-7ï</'^.J*'4-wW(/'ni+/d''R')=o  (q). 

Si  l'on  ne  considère ,  au  contraire ,  dans  l'équa- 
tion (F)  <|a«  Içt  parties  ^pà  sont  docB  à  k  cotrilii- 
oaisOQ  des  ai^mços  zéro  et  Sn't  —  ant,   on  aura 

Or«  )«  T^lenr  de  R  donn« 

pfous  ne  çpnàdérons  dan^  «TA  que  les  termes  qui 
résultent  de  )^  combinaison  de  la  partie  non  pério- 
dique de  &  avec  ceux  de  «fr,  S'v,  if»,  etc. ,  qui  dé^ 
peudeot  de  l'argument  5nV<'r^;in<;  Qr»  1^  dflpii^re 
partie  de  l'équation  précédente  ne  fournit  pas  de 
termes  aèmUables,  n*  €o,  livre  H.  Oh  aura  d«nA 
«mplement,  dans  ce  cas  ,  m'à^  — R,  et  par  con?- 
séquent 

m'<rA=  —  /R. 

i<;éqnfltwn  (P)i  ça  n'^Mt  égfrd  tju'à  ces  terwes» 
4oni^pi  donp 

w/ïf  .^R  +  m'/f'./R'  —  m^=:r,i. 

En  vertu  de  Téqnatipn  {p)  on  peut  donner  à  Té- 
qB^on(9)  çptte  f9rnie.: 

m/i.JR+m'/'J'.JR'-l-iB'Cm— «')/•«/«'«:«.  4/> 

T<Htt  m.  17 
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Si  l'on  Considère  uiii<}aen]eat  \ek  parties  de  ^^  et 
de  /^'  qui  soni  indépendantes  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R ,  en  vertu  des  formules  (o)  ^  on 
aura  simplement 

/;  =  — 5a)%r^/>,«rR, 
/$' =  —  Sa'n/rfi/rf".  J^R'. 
On  a ,  de  ptns ,  par  la  formnle  (6)  ;  livre  II  ^ 

^'=  -  ^a'n'/dtfd"K'. 

L'équation  (r) ,  en  la  multipliant  par  dt  et  en  l'in- 
tégrant ensuite  ^  en  vertu  de  ces  valeurs  donnera 


D'ailleurs,  aux  quantités  près  de  l'ordre  m,  on 
a  «•a*  =  n'*a'',  ce  qui  daone  —^=s\/ ^;  l'équation 
précédente  deviendra  donc 

équation  de  condition  a  laquelle  devront  satisfaire  les 
parties  de  iT^  et  de  JÇ'  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices ,  et  qni  résultent  de  toutes  les 
combinaisons  qu'on  pent  faire  des  diflPéfens  ai^mens 
de  chacun  des  facteurs  de  la  fonction  <fK,  et  qui  ont 
été  énuméréeç  n*  5j  ,  la  combinaison  des  argumens 
Sn't  —  anf  et  zéro  étant  seule  exceptée.  Quant  aux 
parties  qui  dépendent  de  cette  combinaison  ,  en  les 
désignant  par  ^X.  «*  ^K'>  <***  *">*  «"*i^  dles^l'é-* 
quatioD  ^  condition       -^    ■    . 
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m  Vâ.J'X  +  "*'  y/^-  ^Â'  —  5m/Jll£&==; o.  (N) 

Les  équations  (M)  et  (N)  serviront  à  déterminer  la 
valenr  de  /Ç  lorsque  celle  de  «TJ'  sera  connue,  et 
réciproquement,  ou  bien  elles  serviront  à  vérifier  ces 
Taleurs,  si  «Ues  ont  été  calculées  séparément. 

Il  &at  tonAfois  remat^er  que  s'il  arrÎTait, 
comme  cela  a  lieu  en  effet ,  qu'une  partie  des  va- 
leurs de  J*f  et  de  J*^'  fÙt  liée  par  l'équation  de  con- 
dition 

m  Va .  <^  +  m'  \^â' .  J^==  6;    (L) 

toutes  les  inégalités  qui  satisferaient  à  cette  éqna*^ 
tioD  n'ajouteraient  rien  aux  éqnatioos  (M)  et  (N),  en 
aorte  qu'on  pourrait  en  faire  abstraction  sans  nuire 
à  leur  exactitude.  0'aiUeurs>  le  dernier  ternie  de 
l'éqnation  (M)  étant  une  très  petite  quantité,  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  n"  63,  chaque  couple  d'i-> 
négalités  correspondantes  de  tT^  et  de  ^^'  satisfera 
toujours  en  général,  à  très  peu  près,  à  l'équation  (L). 
U  ne  suffit  donc  pas  que  les  valeurs  que  l'on  a  trou- 
vées pour  cTÇ  et  J%'  vérifient  l'équation  (M) ,  pour 
qu'on  puisse  en  conclure  que  ces  valeurs  sont  tes 
expressions  comjdèles  de  ces  quantités;  il  faut  qu'on 
se  soit,  de  plus,  assuré,  par  le  calcul  direct,  que 
l'on  n'a  omis  aucune  des  parties  de  ces  inégalités  qui 
peuvent  acquérir  une  valeur  sensible. 

64-  Déterminons  œainteuant  les  inégalités  de  la 
Jougitode  de  l'époque   correspondante  aux  précé- 
dentes. Ces  inégalités  devront  être  ajoutées  à  cellef 
17,: 
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dii  moyen  mouvement  dans  l'expression  des  longi- 
tudes mDjvnnes. 

Reprenons  la  formule  (3)  du  n"  46,  qui  déter- 
mine la  variation  de  f .  Cette  formule  ,  en  intégrant 
et  en  négligeant  les  Cubes  des  excentricité ,  donnera 

..r-.(ï#)*-/-.(2/«)*f/-..(.'-#)) 

(  w 

En  cfaaageant  dans  cette  e^pretsiob  tout  ce  qui  est 
relatif  à  m  en  ce  qui  se  rapporte  à  m',  R  en  B/,  on 
aura  l'expresùoii  de  cTi'. 

Examinons  auccessivement  les  différens  termes  de 
cette  formule.  Le  premier  ne  peut  donner  dans  ^c 
de  termes  divisé»  par  (5n' — -an)' qu'autant  qu.W  00»* 
sidérera  dans  /R  les  temMs  qui  ontdéjii'pow  divi» 
MUTs  5n'*—  Ml  )  si  l'on  sa  b«roe  donc  îi  «m  termas , 
la  Taleur  de  J^K  rapportée  n^  58^  dtHjnera  «iin- 
plement 

J'r  et  J"/  désignant  les  variations  des  rayons  ellip- 
tiques des  deux  planètes  dépendantes  de  l'argument 

Sn't  —  antf  et—  A^'étant  la  partie  nou  périodique 
du  développement  de  R.  Nous  réduisons,  comme 
on  voit  t  œtte  partie  à  son  premier  terme  ;  elle  ren- 
ferme >  de  plus ,  des  termes  dépendaos  des  carrés  des 
excentricité  et  des  inclinaisons  ;  mais  ces  tertnes  ne 
donneraient  qne  des  quantités  de  Tordre  de  celles  que 
nous  négligeons,  puisque  ttr  et  JV  sont  déjà  de  l'ordre 
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des  culies  de  ces  mêmes  élëinrafi  ;  od  peut  dont  ne 
pas  y  avoir  égard. 

Cette  valeur  diSërentiée  par  rapport  à  a»  eo  regar- 
dant comme  constantes  les  variations  ^r  et  ^/^  don- 
nera 

Supposons  aux  valeurs  de  /r  et  de  //  cette  forme  : 

i^   =     af  [PiiBCSi/f  — Mi  +  S.'— mJ+PcmCSh'i— «(+6»'— M(], 
j^  =  — a/'tP«n(5»i'l-Mi4-S.'-»«)+Feo.(Sn't-MM  +  5.'-».U, 

on  aura 


Not»  iToia  Irburé ,  o*  58 , 

/. in^na  ,„ Smn'a' 

•' '~~        S"''— a»'       -^   "~~       5n'— m' 

On  aura  donc,  en  ne  considérant  que  le  premier 
terme  de  la  formule  (a) 


Considérons  le  second  terme  de  la  même  formule. 
Les  seuls  termes  divisés  par  (5n'  —  an)*  qui  puissent 
«b  rémlter  daM  A,  êoat  ceux  qni  daos  U  valeur  de 
fat^  tfut  ét^k  5fi'~  an  pour  diviteur. 
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*    Si  l'on  suppose  donc 

R  =  tn'V  tin  (Sii*»  —  ani  +  5i'—  ai)  +  m'P'cM  {Mt  —  >n(  +  Si"  —  »•;  j 

4'où  l'on  tire 

/<nU=~j^^.[Piin(Sn'(— an(+5»'— a«;+P'cot(5n't— jiK-fJ.'— «t)]. 

U  faudra  cctmbiner  dans  S'i  la  valeur  précédente  de 
fd!^  avec  celle  de  3-  qui  résulte  de  la  partie  dod  pé- 
riodique de  R  ;  c'est-à-dire  qu'en  ne  considérant  quç 
le  second  terme  de  la  formule  (3)  on  aura 

Si  l'on  ajoute  cette  partie  de  la  valeur  de  ik  à  la 
précédente ,  en  observant  que 

«  «>    J-T-;  =  —  a*»  ^î— ^  —  t^  -3 —  . 

dada'  da  aa 

on  trouvera,  en  vertu  des  deux  premiers  termes  de 
la  formule  {2) , 

'*-^W—1ny'\  da   "™"'    da-    ^( -o'Pco.(5n'(-M(+5.'-».)( 

irunm'aB*»  /  ^JAM         ,  ,J^A^\  l4'P'>la(3n<(— inf-f5t'— 3t]) 
'(5n'-Kn)''V         Ja    ''■''"     do'    )\-i^9cw{Wt-mt-+^''^)y 

et  par  uqe  analyse  semblable  pour  la  partie  corres- 
pondante de  «Tc^ ,  on  aura 

5wi>n''    /     .  JAW  ,     ,y*AW\l  «'P'»iii(5«'«— wif+S.'— a.)  I 

(mmfnn'4/       /iA<.»^    ,  .t>AfïW    fl'P'.m(5«'(— ««+5^— •.) , 
~CS;7:5;^.--V*°*'"Âr"'"'""rf^Jl— 'P<:o.[5n'r-M(+5.'-a.)i' 

Le  troisième  terme  de  l'expression  {2)  oe  peut 
donner  aucun  terme  de  l'espice  de  oeuK  que  nous 
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«onsutéroi»  loraqu'oo,  néglige  les  quantités  d^n- 
daotes  des  puuJUDces  des  excentricités  supe'rieares 
jk  la  troisième.  En  efiet,  pour  avdr  ces  termes,  il 
snffit  de  supposer 

Cette  expression,  différentîée  par  rapport  à  c,  sans 
lâire  varier  S'r  et  J'i^i  se  réduit  à  zéro. 

Passons  an  calcul  du  deniier  terme  de  la  valeur 
jde  J«.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme,  on  aura 


<f »  =  —  Ifnàt  feJ'a  —  ~a^e\ 


de' 


Il  est  clair  que  les  seuls  termes  qai  puissent  avoir 
(5n'^  sn)*  pour  diviseur  sont  ceux  de  «Ta  et  de  /e 
qui  dépendent  de  l'argument  5n't — an£,  combinés 

avec  les  termes  non  périodiques  de  e  j-  et  de  -^ . 

Or,  e  ^  est  une  fonction  du  secpgd  ordre  par  rap-, 
port  aux  excentricités ,  et  les  termes  de  J^a  dont  il 
s'agît  sont  déjà  du  troisième  ordre,-  il  i)e  résulterait 
donc  de  cette  combinaison  que  des  termes  du  cin- 
quième ordre  relativement  aux  e](centrîcités ,  quan- 
tités que  nous  négligeons.  Tenons-nous-en  donc  à 
considérer  les  termes  de  cTé  qui  naissent  de  ia  substi-- 
tution  de  la  valeur  de  ife.  On  a  pour  la  variation 
de  l'excentricité ,  nT  43  >  livre  U , 

(fe=— -oerf'R.— amft  -^-. 
a  eiùt 

lia  première  partie  de  cette  expressioane  peut  don-; 
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ner  daas  ^i  mwcua  ténnp  fia  genre  de  CMDC  cb«t  ft 
«'■^ti  par  U  iBotoi*  TMxoa  qne  ]»écëclemAietrt  ;  il 
lii^ÎTa  dstie  de  considérer  .Ib  Becoade.  £*  n'idytnt 
égard  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l'ttrgQdiëtft 
5n't — ant,  on  «.,  v.'  36, 

*=5S.[S'""  !»"■'-"'-«•■— »-?■■»(»"''-'+'■■-'•)} 
On  aura  donc  p»r  la  sulwtittitioB  de  eeUe  valeiii* 

'"ÏB^SS?"  *  r  *""■'"  '•"'■**  -)-.'j;"..(5"  .-v.H.5,.«)J, 

et  en  chaugeatit  tout  ce  qui  est  relatif  à  m' en  ce  qai 
est  relatif  h  m,  et  iléciproqaemeat,  on  aura  pour  U 
partie  caorr^pondaate  de  //, 

F  et  F'  désîgnatit  rcspactiTramal  les  parties  coob» 
tantes  du  développement  de  R  et  R'.  Si  l'on  o'a  égard 
qttiiii  tèrtuès  dé|i«àdafts  dès  titt^  de«  tàtcsntrickéi 
^  f)w  )peUnailoa»<  on  a 

oîi  Tdn  fait  poni*  abréger 


et  en  multipliant  par  —7  TexpresnoD  de  f ,  on  aura 
Vwptttàon  de  F'. 
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•  64^IleituMdci*aisHm'qMlBtvamtMfoftdeae»M)n* 
tricités  et  des  loagitudea  ée»  pcribâiea  me  toéùmuaeut 
auQDne  ia^alité  de  l'espèce  de  celles  que  DouBYeiiAns 
ào  ooasid#Fcr  ici,  <:'«gt4-^ute  aocan  t^jine  dép«a- 
djmt  de  l'argninMit  de  1«  f^ode,  io^galilé  du  second 
opdre.pqf  rapfwrt  à  la  force  pertatl)atrice,  et  q^i 
ait  .pour  i^v^eur  la  très  petite  qi^antité  (5n' — -sn)'^ 
dn  «oQiQs  tant  qu'on  n'k  égard  qu'aux  termes  dépei^ 
dfias  de»  troisièmes  puîse^nces  des  excentricités  et 
d^s  incUpaifioqs;  il  n'en  saurait  donc  résulter  dans  lei 
^pres^iQW  dos  longitudes  vraies  de  m  et  de  m'  q«s 
des  ipégalités  inseiisibles.  En  réonissant  par  c(»nB&^ 
quent  k^  dîf  eiiaes  inégalités  de^  m.<i\xens  mOitrem^tW 
d)6  A  et  de  Tif'  qui  résultent  def  combioaisoiis  éùpr^ 
mérées  n**  5y ,  et  celles  des  longitudes  des  épOqu<^ 
que  soos  venons  de  détermioer,  et  en  désignant 
par  «T^  f  JX't  <^<  t  et  ^e.'  ceri  sommes ,  pour  déterminer 
les  jitégalitéfl  correspondantes  du  mouven^nt  en  iqw 
gitude  (Ip  m  «t  de  m',  o»  anr» 

Ces  équations  donneront  les  parties  les  plus  sen- 
sibles des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  dépendantes  du  carré  des  forces  perturba- 
trices. 

65.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  parmi  les 
termes  de  cet  ordre  que' «eux  qui  sont  reilatt&  à  l'ar- 
gument de  la  grande  inégalité;  mais  on  peut  tenir 
compte  des  principales  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
tuniË',  itéfteridattles  de  lî  sêèoilde  [iilf^ttce  de  la 
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force  pertarisatrice ,  et  relatives  k  un  argudwnt  qneU 

conque  de  la  manière  suivante. 

Soit  H  cos  (in'f  —  mï  +  A)  un  terme  dn  dérefop* 
pement  de  R ,  et  soit  K  sin  (fnf'  —  int  +  B)  l'in^ga- 
lité  qui  en  résulte  dans  le  monvement  de  m.  L'ex- 
pression de  K,  d'après  ce  qne  nons  avons  dit  n*  38  , 
aura  pour  diviseur  l'une  des  trois  quantités  (fn'— m)*, 
(Un' — m)ou(i'B' — in}±n.  Maintenant, «i  l'on  veut 
avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  de  la 
force  perturbatrice,  il  faudra,  à  la  place  de  n't  et  de 
ntf  snl»tittter  fndt  et  fndt,  et  foire  croître  danq  H 
et  A  les  élémens  de  l'orbite  elliptique  de  lenrs  varia- 
tioDs.  Mais  00  a  fridt  =  n'(  -fr  f  et  fndt  s=  nï  -+-  Ç"; 
il  faudra  donc  dans  le  terme  Hcos(iVe  —  in<-f>A) 
augmenter  les  longitudes  n't  et  nt  de  ^  et  de  f,  el  en 
n'ayant  égard  dans  les  vateors  de  ces  quantités  qu'aux 
termes  relatifs  à  la  grande  inégalité  :  il  en  résultera 
dans  H  un  terme  du  second  ordre  de  la  forme 
AH  cos  \fn't  — int  =fc(5n'e  —  ara)  +  A  H-  Cj ,  et  l'iné- 
galité correspondante  de  m  aura  pot^r  diviseur 
\fn'  —  in  =t  (5n'  —  an)  ]',  i'n'  —  in  =t  (5n'  —  an) , 
iW —  in  d=  {5n'-r-  2n)=i;n.  Si  Vn' —  in  ou  i'n' — in  rfcn 
ne  sont  pas  de  très  petites  quantités  de  l'ordre  5n' — in, 
on  peut,  dans  ces  diviseurs,  négliger  5n'  —  an  de- 
vant i'n'  —  m  et  i'n'  —  indbn;  en  sorte  que  l'iné- 
galité correspondante  à 

AH  cos  \i'rl  —  int  zfc  (5»'«  t^  an*)  -J-  A  +  C] 
sera 

AK  sio  [iV(  —  ùu  =b  (5»'t  ?T- 3»ï<) -h  B  H- Ç] , 
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quantité  qnî  est  l'expressîOQ  de  la  VtmtioQ  de 
K  sin  {fn'  —  in/  +  B)  lorsqu'on  augmente  nV  et  nt 
de  leurs  grandes  inégalités.  Ainsi  donc,  dans  les  iné- 
galités de  Jupiter  et  de  Saturne ,  qui  ne  dépendent 
pas  de  l'argument  Sn't  —  ani,  on  dans  lesquels  le 
coefficient  de  £  ne  diffère  pas  de  la  quantité  5n' —  an 
du  coefficient  n  pour  Jupiter,  ou  du  coefficient  n'  pour 
Satwne,  on  aura  égard  aux  tenues  du  second  ordre , 
en  augmentant  n't  et  nt  de  leurs  grandes  inégalités 
dépendantes  de  Tangle  5^'t  —  a/ff. 

Quant  aux  inégalités  résultantes  des  variations  re- 
latives à  l'angle  Sfi't—r  ^nt  des  autres  élémens  de 
l'orbite  elliptiqjie,  comme  ces  variations  sont  tou- 
jours très  peu  considérables  par  rapport  à  celles  du 
moyen  mouvement,  on  pourra  les  regarder  corapae 
tout-à-fait  insensibles. 

66.  Lorsqu'on  aura  déterminé  toutes  les  inégalités 
da  mouvement  d'une  planète ,  dépendantes  d'un 
même  argument,  on  en  fera  la  somme  ^  et  on  les 
réunira  ensuite  en  uu  seul  terme,  comme  on  l'a  dit 
n"  5o.  Soit 

K  sin  (i'n't  —  ira  H-  Si'  t^  «  -+-  A) 

l'inégalité  qu'on  obtiendra  de  cette  manière;  K  et  A 
étant  des  fonctions  des  élémens  des  orbites ,  leurs  va- 
riations séculaires  peuvent  avoir  de  l'influence  sur 
les  valeurs  de  ces  quantités.  Si  l'on  jnge  l'inégalité 
assez  considérable  pour  y  avoir  égard,  on  pourra  le 
faire  par  la  métbode  du  n"  39.  On  calculera  la  même 
inégalité  pour  une  époque  éloignée  de  deux  cents 
«ip'^'la  première,  soient  A' et  B'oe  que.dévi«ittei^ 
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alort  A  «t  E;  ou  aura 

■     dK        K'—  K       dA     ,    A'— A 
A  "'*'      aoo     •     'S'  ■"     200    * 

Od  aux^  donc  pour  un  temps  t  quelcoiu]ae  compté 
es  années  julienues  »  à  partir  de  Tépoqne  qu'oa  a 
cbpisiç, 

et,  soas  cette  forme,  cette  valeur  pourra  s'étendre  à 
plusieurs  siècles,  sans  erreur  sensible. 

La  détenDÎnation  des  deux  grandes  inégalités  de 
Jupiter  et  de  Saturne  exige  qu'on  ait  égard  aux  ter- 
mes dépendaus  du  carré  du  temps  dans  la  partie  qui 
a  pour  diviseur  \5n' —  sn)*,  et  qlii  est ,  par  cette  rai- 
son ,  très  considérable.  En  ne  considérant  que  ces 
termes,  oh  a,  n*  4^  > 

Les  valétan  de  E,  F  et  de  leurs  4ifféreiices  se  rap- 
portent à  UD-  instant  quelconque.  Si ,  pour  fixer  les 
idées ,  on  prend  pour  époque  l'année  1 8ob  ;  que  pour 
abréger  du  fasse 

n^P     II    _  .^^'  -  J*^'^ 

y,  P'  et  leun  difiéiéiices  stt  rapportut  ici  à  Tépo^at 


**=|ï^j_r 
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4*  i3oQ.  4tt  aura  pour  uq  lomp»  qNQltxwiiw  J  »  en 
oëglîgeant  les  puissaDces  de  t  supérieure*  à  ht  m^ 
conde, 

^       «...   l    ('ï+'f+5^>(«'— '+V-.)1 

Les  valeurs  de  Q ,  Q'  et  de  leurs  difierençes  s'otn 
tiendroat  uns  peine  lorsque  celles  des  ^aptités  P  et 
f  et  de  leurs  diflërences  seront  counves  i  ga  pourra, 
4aos  ces  Taleurs»  n'avoir  égard  qu'aux  prwpi^n^  et 
secondes  différence  de  P  «t  de  f',  «t  ces  quuuités  M 
4«tenniaerfrat  çonuqe  qa  l'^vn  n"  39. 

Si  l'cm  veut  réduire  i  un  squl  terme  l'inégalité  pn&< 
cémente ,.  on  la  calculera  pour  les  trois  époques  dç 
ld0O(  35oâ  fA  3^00,  éloignées  de  5oa  aps  Xmw  àst 
l'autre.  Soit  L  sifi  (5Tf.'t  ^  ani  +  5*'  —  M+C)  ç«tt<» 
iq^gslit^  rédi^ite  à  un  sevl  tenqe  poor  iSao,  et  sc^^ 
Vf  C»  U\  Ç'>  Çe  que  derieniient  L  et  G  aux  époq^f« 
4/^  aSoo  et  dç  aSoo,  c'est-à-dire  lorsqu'on  fait  r^^ 
pectivemeat  2bs^5oo  et  e^ssr^ooo  dans  la  valeur  da 
«Te»  on  anra  pour  un  temps  quelconcpie  t,  compté 
de  1800, 

les  différences  de  L  et  £  se  rapportant  à  l'époque 
de  1800,  et  étant  déterminées  par  la  méthode  du 
n"  39.  On  aura  ainsi 

dL 4L'  —  3L  —  L*  d*h L'— aL'+L 


X  4C_ 


dP  aSoooo 

-W  — C  d*Z        C—af +  ff 


1000 
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on  donnera  de  même  à  1a  grande  inégalité  de  m' la 

forme 

(A  +  Bi  +  Ce)  sin  (5n't  —  an*  +  5«'  —  ai) 
+  (A'+  h't  +  Cr)  ces  [Sn't  —2nt  +  5é'  —  a*; . 

et  l'on  réduira  ensuite  en  un  sent  terme  cette  inéga- 
lité par  les  mêmes  procédés. 

Lorsque  toutes  les  inégalités  du  mouvement  d'une 
planète  seront  ainsi  ramenées  h  la  mérae'  forme  ,  il 
sera  fecile  de  les  réduire  en  tables  qui  s'étendront  k 
plusieurs  siècles  avant  et  après  l'époque  qn'on  aura 
choisie.  D'ailleurs,  comn|p  nous  l'avons  dit,  il  ne  sera 
nécessaire  d'avoir  égard  aux  variations  dépendantes 
de  la  première  puissance  du  temps  dans  l'expression 
des  coefficiens,  que  pour  celles  de  ces  inégalités  qui 
seraient  considérables,  et  l'on  n'aura  égard  au  carré 
du  temps  que, dans  le  calcul  des  parties  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  ajuit 
(5n'  —•-  an^/  pour  diviseurs  et  relatives  k  la  troisième 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
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CHAPITRE  V. 


Des  ^rturhaUcais  dans  les  mouvemats  des  pïaHètes 

et  des  comètes  ,  dues  à  la  résistance  dun  milieu 
très  rare. 


67.  La  résistance  qu'uti  cotps  en  InouTetneot  pent 
éprouver  par  la  réaction  du  fluide  qu'il  traverse , 
dépend  en  général  de  la  deosité  dn  fluide  et  de  la 
Vitesse  dont  lé  mobile  est  animé. 

On  suppose  ordinairement  la  résistance  propor- 
tionnelle an  carré  de  la  vitesse;  et  l'accord  de  cette 
hypothèse  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes 
observés  à  la  anr&ce  de  la  Terre  semble  indiquer  que 
c'est  eil  effet  la  loi  de  la  nature^  Quant  à  la  lot  da 
deftsité  du  fluide  étbéré  qui  entoure  le  Soleil,  elle  est 
absolument  ioconnue,  puisque  l'existence  même  de 
et  fluide  est  encore  très  problématique.  Cependaut 
on  doit  supposer,  en  général,  que  cette  densité  di- 
npinne  k  mesure  qu'on  s'éloigne  du  Soleil,  et  qu'elle 
devient  nulle  à  des  distances  infinies.  On  pourra  donc 
r^arder  la  densité  du  milieu  comme  une  fonctioa 
inconnue  de  la  distance  au  centre  du  Soleil,  et  Eaire 
ensuite  sur  la  forme  de  cette  fonction  différentes  hy- 
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pothèses ,  parmi  lesquelles  on  cboisin  celle  qui  s'ac- 

eord«  U  nuMn  Mw9e  Vohturwmào». 

Soit  donc  ds  l'élément  de  la  courbe  décrite  par  la 

l^anàte  m  ,  dans  l'instant  dt^et  ((^ï)  l'^^pi'essioa  de 
la  résistance  du  fluide  qu'elle  traverse,  p ,  qui  repré- 
sente la  loi  de  la  densité  da  miliea  ,  étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance  de  la  planète  au  centre 

du  S(4cîl,  en  BWW  «{tt'Ott  a  géwéràlemetit  p  t^  K(p  A^ 
en  nommant  r  le  rayon  vecteur  delà  planète  et  A;  un 
coefficient  constant.  Cette  résistance  s'exerce  évidem- 
ment en  sens  opposé  au  mouvement  de  la  planète  ; 
en  multipliaiM,  donc  son  «vpr«6sioa  par  Ipq  cosîbus 

^.  ^.^1"e  forme  Pélément  i/ravec  les  axes  coor- 
di     as   as  ^ 

donnés ,  on  aura  pour  les  trois  composantes  respec- 
tivement parallèles  a  ces  axes 

di      dx  4*    dj  dt    ds 

fdt'dt'        ^  dt    'dt'         ^  dt    ^' 

Pdur  déterminer  les  pertuibatïons  que  ces  forces 
intraduiseni  dans  le  moBvement  de  la  planète,  on 
regardera  son  orbite  Comtnë  atte  ellipse  variable, 
dont  oii  déterminera  les  démens  par  la  mi^ttiti^ 
ordinaire.  Nous  poUrrtMts  dédtiire  les  variMiÀtaii  dtt 
ces  élémens ,  d«s  formule^  e^e  nous  ayotié  donnéias 
n*  3i,  livre  III,  et  qui  «'appliquent  iitfmiédibtettiCM 
an  cas  <A  la  résistance  de  l'ctber  est  la  force  pélh' 
torbatrice  qui  agit  sur  la  plaAèle  ;  mais  no'tui  pro- 
fiterons de  cette  occasion  pour  montrer  comment, 
pat  la  simple  cottibinaison  Ata  formule»  dtt  n)éWF*r 
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ment  elllplique ,  od  peut  obtenir  très  aisément  les 
expressions  des  ëléiuens  de  l'orbite  troubla  sons 
telle  forme  qu'il  conviendra  de  leur  donner. 

68.  Si  l'on  désigne  comme  précédemment  par  K  la 
fonction  perturbatrice ,  et  qu'on  néglige  la  masse  de 
la  planète  devant  celle  du  Soleil  prise  pour  unité',  ce 
qui  donne  ^=  i  ,  les  équations  dilTérentielles  du 
mpuTement .  troublé  donneront  d'abord  les  quatre 
intégrales  suivantes  : 


rdz—uJjr         Çf     rfR  <fll\  .^ 


(■) 


(=) 


Dans  le  cas  de  l'orbite  elliptique,  R  est  nul,  et  les 
seconds  membres  des  équations  précédentes  se  ré- 
duisent à  des  constantes ,  00  a  donc 

<fa:'+<r'+«fa'       =*_!_'  „  1 

xàj^ydx zdx — xdz ,   ydz—zdy  _ 

dl         ~^*         dt        ~^  »  dt ■    ) 

Le»  trois  quantités  -cdt^  {c'dt,  ~  c^dt ,  repeéàèn- 
tent  les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  de  m ,  pen- 
dant l'instant  dt  sur  chacun  des  plans  de  projection , 
et  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés  l'aire  décrite 
sur  le  plan  même  de  l'orbite  ;  cette  aire  est  égale 
d'ailleurs  à  i  \/a{  1 — e")  dt ,  n'  30,  livre  II ,  en  sorte 
Tome  III.  18 


Eiiiizedbv  Google 


374  THttMtlE  AHALniQUE 

o(i  _  e')  =3  0'  +  c"  -f-  c"'. 

Si  l'on  prend  pour  plan  de  projection  I«  plan  de 
l*orbite  primîlive  de  la  planète  »  c*  et  c"  seront  d« 
Tordre  des  forces  perturbatrices  ;  en  négligeant  donc 
le  carré  de  c«a  forces,  oo  anra  v'a(i -~e*)=3C. 
Quant  aux  quantités  d  et  d',  elles  déterminent  la 
position  du  plan  de  l'orbite;  et  en  nommant  {>  >on 
inclinaison  sur  le  plan  fixe ,  et  0  la  longitude  de  son 
nœud,  on  a ,  Q*  3o,  livre  111. 

dist  v'a(i— *»)Mnpc089,  (^=— v/^C i  — ^')sio^  sinfl. 

En  faisant  donc,  comme  dans  le  u*  4,  livre  II, 
sin  9  sin  %  ^p,  sia  9  cos9  =  g  ,  on  aora 

_  £_ —e' 

Cela  posé ,  si  l'on  différentie ,  conformément  à  U 
théorie  des  variations  des  constantes,  les  équations  (3), 
en  faisant  varier  à  la  fois  les  constantes  et  les  varia- 
bles qu'elles  renferment,  et  qu'on  compare  ensuite 
ces  différentielles  à  celles  des  équations  (i),  on  aura, 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  a,  e,p,  q  que 
DQas  «v«)s  s«)»titné«s  atix  ooutantes  a,  c ,  c'y  c".  Us 
équations  kaivantcs  : 
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d.  i=  — ad'R, 


)(3) 


équations  anxcpelles  nous  étions   déjà  parrenoB , 
n*  3o ,  livre  Kl. 

On  déterminera  doDC  immédiatement  ainsi  les 
<]uatre  principaux  éléraens  de  l'oi'bite  troabiée;  les 
deux  autres  peuvent  s'en  déduire  avec  la  même  Êici- 
lité.  En  efièt  «  par  lec  fonouks  da  mouTsmeat  eUip- 
tique^  on  a 

ri=a(i — eeosu), 
»*  +  <  —  a=i  e  —  esina, 

tsDg  i  (i»  —  «y)  »  ^/rS^ang  l  «• 

Cm  éqnatiabis ,  atoà  qoe  lenrs  diffiïrences  ]tt»- 
mières,  doivent  également  coQVCBÎr  k  Tellipstf  inva-* 
riable  et  à  l'orbite  troublée ,  ce  qui  exige  que  leurs 
différentiriles ,  prises  relativement  aux  constantes 
qu'elles  renferment  et  aux  quantités  qui  varient  avec 
^les ,  soient  nnlleâ  d'elles-mêmes.  On  aura  aiosî , 
n*"  3i ,  livre  III, 

da{i  — ecoBu) — adecosu-^aedusiuu^sso  ^ 
tU~- da -\^  d»8\n  u — du{  i  — ecos«)=o, 
da  \/i — e*(i—ecosuy-^deàuu-^du{t'^ef)ataa. 
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Ces  trois  équations  suffisent  pour  déterminer  dt  et 
deo,  en  rooction  de  de  et  de^.  Si  l'on  substitue  dans 
les  deux  dernières  la  valeur  de  du  tirée  de  la  pre- 
mière y  on  aura  les  deux  suivantes  : 

œy/ï — ^dasiou-i-ad^e+coMt) — iia(i— e*)=o,j 
^ds — dùi)aes'm  u  -\-  ade(e — cosuy+-da(i  — ecosu)'  =o  ;  f  "' 
ou  bien  en  ajoutant  ces  deux  équations  : 

^  '  œaau 

Cette  dernière  équation  peat  prendre,  comme  on 
sait,  une  fornoe  très  simple.  En  efièt,  on  a 


d.tt(i  — e')  =  a  \/a(i—e*).d.\/a(i—^) , 


et  en  substituant  pour  da  et  d  .  y/a(i  — ë^  leurs 
valeurs ,  en  observant  qu'on  a 

et  faisant  attention  aux  valeurs  de  dx  et  c^  données  , 
ne  Si,  livre  III,  on  anra 

dt  =  dù>(  I  —  v/T^^'")  — 3fl7KÛ(r^),  (5) 

équation  à  laquelle   nous  sommes  déjà  parvenus , 
n'  cité. 

En  substituant  dans  la  première  des  équations  (4) 
pour  daetde  leurs  valeurs ,  go  aura  la  valeur  de  d«, 
et  l'équation  précédente  donnera  celle  de  de  quand  la 
-valeur  de  dea  sera  déterminée. 
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..  On  aura  donc  ainsi  les  différeotielles  de  tous  les 
élémens  de  l'orbite  exprimées  au  moyen  des  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  perturbatrice  rela- 
tives aux  coordonnées  de  ta  planète  troublée.  On  peut 
donner  à  ces  formules  difiërentes  formes,  selon  les 
cas  où  l'on  se  propose  de  les  employer.  Si  au  lieu  des 
coordonnées  rectangulaires  on  Teut  faire  usage  des 
coordonnées  polaires  r,  v,s,  on  observera  qu'en 
regardant  R  comme  fonction  de  ces  quantités^  on  a 

Nous  aTOos  supposé  dans  ce  qui  précède 


en  négligeant  les  quantités  qui  sont  de  l'ordre  da 
carré  des  forces  perturbatrices,  on  a  d'ailleurs 

a:  =  rcos(»' — a>),    ^=:rsin(i'  —  a),     z=rs. 

En  comparant  donc  ces  denx  expressions  de  efR  après  , 
avoir  substiiné  pour  dx,  dy,  et  cb,  leurs  valenvs ,  on 
trouvera  ,  aux  quantités  près  que  nous  négligeons  , 

rfR  dR rfR 

dK  dR dR 

dy         '  dx~~    dv" 

^_  1  d^  I 

di         rds' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) ,  (4) 
et  (5),- et  en  exprimant  les  sinus  et  cosinus  de  l'ano- 
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malie  «xc«Dtri^e  «  en  (onction  4a  sinus  «t  du  coeibiu 
deranomïlie  vraie  v—it,  onaora  les  Tariations  de 
loua  les  élémeos  de  l'orbite  expriraég  par  des  for- 
ntqlea  qui  no  contiendront  qne  1«8  diSërences  par- 
tielles de  la  fonction  R  relatives  aui  coordonnées 
polaires  de  n*  multipliées  par  des  fonctions  dt  ces 
«Oordonnées. 

£afîn ,  *i  l'on  observe  que  l'on  a,  a*  4  > 


dv   ' 


s,n(»-»)-j^  =  -^i  cosC,-- „)-2-  =  — ^, 

eu  substituaot  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
cédentes ,  les  variations  de  tons  les  élémens  se  trou- 
veront «xprimécs  par  des  fonnoles  qid  ne  contien- 
dront qne  les  diflërences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  relatives  aux  elémens  de  l'orbîte  ellip- 
tiqui;  t  muhipli^  par  des  fonctions  de  ces  étémens 
indépendantes  du  temps ,  eonfonoément  an  théorème 
déuMMiitré  généralement  dans  le  n*  17  *  du  Uvve  II. 
Nous  avons  vu  les  avantages  de  cette  manière  d'ex- 
primer les  variations  des  élémehs  do  l'orbite  ellip- 
tique dans  la  tbéorie  des  inégalités  planétaires. 

69.  Revenons  maintenant  \  la  question  qui  nous  oc- 
cupe ici ,  et  déterminons  par  les  formules  précédeotes 
les  altérations  de  l'orbite  de  m  daes  à  la  résistance 
dn  milieu  que  cette  planète  est  obligée  de  traverser, 
îîow  avons  représenté  iw  ^  t  ^^  .  ^t  *«s  foree» 
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qui   sollicitent  m  dans  le  sens  de  ses  coordonnées 
rectangulaires ,  on  aura  donc  dans  ce  vas,  n*  67  , 

rfR  ibdx     dK  litâx     rfR  dsdt 

"dx  *"   dt'  *   d_x~'       ^    de  '   ds  ^   de  ' 

On  voit  que  z  étant  de  l'ordre  des  forces  perturba- 
trices -^  est  nue  quantité  de  l'ordre  dn  carré  de  ces 
forces ,  on  peut  donc  snpposcr  -y-  ss  Ot  ce  qui  donne 

^  =:  constant ,  q  =  constant  ;  c'est-à-dire  que  l'ac- 
tion du  milles  résistant  n'influe  pas  sur  la  position 
de  l'orbite  tle  m,  e«  qui  devait  natureHunent  résulter 
en  effet  de  la  supposition  que  nous  avons  faîte ,  que 
la  résistance  du  milieu  était  une  force  qui  s'ex«rçait 
tangentîellement  à  chacun  des  étémens  d*  la  courbe- 
décrîte  par  le  mobile. 
En  observant  que  l'on-  a 

dr*-^  dj*  4-  d2'  =  ds', 
xdy  —ydx  ±=  r^dv  =  dt  \/a{i—e*)- 
Les  valeurs  précédentes  doimeront 

En  sid)stituaat  ces  val«»rs  dans  Les  fananles  (S) 
et  (4),  en  observant  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique  on  a 
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r*dv  =  a'ndt  \/i — c"  , 

d("  ~~  df  ~~  r       a"^ a{i — eco6u)  ' 

et  a*n^  I  ,  oa  trouvera  ssds  peine 

da  =:  —  2apds(- — ), 

«fe=-:.fAr"-'''°""l. 
'        L    1  —  «cosw    J 

'        \  i~eco8M  / 

(il  — ;  ti»  (i  —  V^»  —  e*)^apdseàau. 

Od  peut,  dans  ces  formales,  substituera  U  place 
de  ds  sa  valeur  eu  u^  en  sorte  qu'elles  se  trouveront 
toutes  exprimées  eu  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique. En  effet,  on  a 

ndtz=du(ï  — ecosu), 
d'où  ,  en  observant  que  — -:=  ^  a  ,  on  cdnclura 


ds^tuûi  Vi — Ccos'w. 
On  aura  donc  ainsi  : 

j  .  JL  .  /fr+eco9ii)' 

oa  =  —  aa*p««\/  ^ * 

■^       V    I  —  «cosu' 

■                      r            .s     I                 /i  +  eeosu 
■  de  =  —  20(1  —  er)fiducosu\/  —^ , 

1  , ,      .  /i+ecoiu 

edass  —  3fl  VI  — e'pausinw  \/ , 

'^  V    I  —  e  C08  u  ' 

e(/e  s=2aprfu(i —  \/i— e'  —  e'cosu)l/'  -  '^H-?*^ 


Eiiiizedbv  Google 


DU  SYSTÈME  DU  UÔNDË.  a8i 

Ed  nommaot  J^=^J'ndt\e  mo^en  moovemeat dans 
l'orbite  elliptique,  on  a  dans  l'orbite  troublée  ,  n*  4^, 
livre  II , 

On  aura  donc,  par  ce  qui  précède , 
dC=Zad«(i  -eoosu)ffdu\/E^^.  (7) 

70.  Ces  formules  donneront  les  variations  des  élé- 
mens  de  l'orbite  elliptique  dues  à  la  résistance  du  mi- 
lieu que  la  planète  est  forcée  de  traverser.  Pour  les  in- 
tégrer,  il  faudra  supposer  connue  la  loi  de  la  densité 
du  milieu ,  ou  la  valeur  de  p.  Ou.  observera  d'abord 
que  la  fonction  p  doit  être  supposée  une  très  petite 
quantité ,  puisque  les  perturbations  causées  par  la 
résistance  du  fluide  éthéré  sont  elles-mêmes  très  peu 
considérables,  ce  qui  permet  de  négliger  son  carré  et 
de  regarder  a  et  e  comme  constantes  dans  le  second 
membre  des  équations  précédentes;  on  pourrait  d'ail- 
leurs ,  par  des  approximations  successives,  tenir 
compte  ensuite  des  termes  négligés. 

Ia  valeur  de  p ,  comme  nous  l'avons  dit ,  sera 
en  général  une  fonction  donnée  de  la  distance  ,r 
de  la  planète  an  centre  du  Soleil;  et  en  y  substi- 
tuant pour  r  sa  valeur  a(i — ecosu),  elle  de- 
viendra fonction  de  cos  u.  Supposons  qu'après  avoir 

multiplié  par  v/  '  _  "°^  "  cette  fonction  >  on  la  ré- 
duise en  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de 
-TaDgle  u  et  de: ses  multiples,  et  représentons  cette 
série  par 
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A  +  cBcosw-Hc*Ccosa«  +  elc., 
A,  B,  C  étant  des  fonctions  qni  ne  renfeimeat  qufr 
des  pnissances  ptires  de  «  »  et  devant  être  regardées 
d'aitlenrs  comme  des  quantités  positives ,  lorsqu'on 
snppose  que  la  densité  décroît  en  raison  inverse  de 
la  distance  au  Soleil.  Si  l'on  substitne  cette  valeur 
dans  les  formales  (6)  ^  et  qu'ensuite  on  intègre  ,  on 
en  déduira  très  aisément  les  valeurs  de  chacun  des 
âémeos  elliptiques  de  l'orbite  exprimées  en  séries 
ordoBoées  par  rapport  aux  puissaoces  a.scendantes  de 
l'excentricité. 

Si  l'orbite  s'é£arte  peu  de  la  forme  circuliùre,  «n 
sorte  que  e  soit  uoe  très  petite  fraction ,  en  négli- 
geant les  ternies  dépeodans  du  carré  et  des  paissaocM- 
supérieures  de  l'excentricité  >  on  aura 

^a=:  —  aa'[Au  +  e(A+B)sinu], 

cTc  = — 3a[AsiDU-t~7^B(u+^sinu)], 

^  =  j  an(Au*  —  aeBcosu  ), 
eJ^w  =  aafAoOBU-f>^«Bcosa«), 
J*(  =  —  a  (Acos  u  +  5  cB  cos  ml). 

On  v<>it  par  ces  formules  qtae  ta  loDgitnd«  du  p^ 
xihélie ,  ainsi  que  celle  de  l'époque ,  ne  sont  aasu- 
jetties  qu'à  des  variations  dont  la  période  a'excàde 
pas  la  durée  d'une  révolution  de  la  planète;  il  en  se- 
rait de  même  relativement  à  l'inclinaison  de  Forbite 
et  à  la  longitude  du  ncnid,  en  ajant  métnc  égKfd 
su  catré  de  la  force  perturbatrice  ;  ai  l'on  ne  con- 
sidère   donc   que   les  inégalités   qu'un    long  inter- 


Eiiiizedbv  Google 


DU  SYStÈME  DU  MOHDE.  a83 

velle  peat  rendre  sensible,  on  aura 

«Ta  1=  —  3a*Ait,  /c  =  —  aéBu ,  (  =  f  anAu* , 

d'où  l'on  doit  conclare  qae  la  résistance  du  mîliea 
n'altérera  è  la  longue  ni  la  position  dn  plan  de  l'op* 
bile  t  ni  celle  de  son  périhélie  ;  mais  comme  A  et  B 
sont ,  par  hypothèse  ,  des  quantités  positives  ,  elle 
fera  décroître  îndéGniment ,  et  par  degrés  insensi- 
bles, le  grand  axe  et  l'excentricité.  L'orbite  se  rap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  forme  circulaire ,  et  il 
«o  résultera  une  inégalité  séenlaire  dans  l'expression 
de  la  longitude  moyenne ,  et  par  conséquent  dans  la 
durée  de  laréToIutionde  la  planète.  En  effet, y/u/f-f-E 
étant  la  longitude  moyenne  de  la  planète  dans  le  vide, 
la  variation  du  moyen  mouvement  yW<  introduira 

dans  <%tte  expression  l'inégalité  -  ankif.  Ainsi  donc , 
en  Tertn  de  la  résistance  du  milieu,  le  raouvement 
«Qgnlaire  de  la  planète  s'accélère  de  plus  en  plus , 
•t  par  conséquent  le  temps  périodique  diminue  à 
chaque  révolution. 

Si  l'on  considère  les  variations  totales  du  grand  axe 
et  de  l'excentricité  pendant  une  révolution  entière 
de  la  planète,  onaara  S'a=. — ^a*k'K,  ^e= —  aoeBsr; 
ainsi,  par  l'effet  de  la  résistance  du  milieu,  l'or- 
bite se  rapproche  de  plus  eo  plus  de  la  forme  drcn- 
laire ,  tandis  que  la  distance  moyenne  de  la  planète 
au  Soleil  diminuant  continuellement ,  elle  doit  finir 
par  atteindre  la  surface  de  cet  astre. 

Au  reste,  si  les  espaces  célestes  sont  remplis  par 
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un  fluide  très  rare,  aucune  observation  n'a  iodiqué 
jusqu'ici  que  ce  fluide  exerçât  la  plus  légère  influence 
sur  le  mouvement  des  planètes  ;  i&ais  il  serait  pos- 
sible qu'il  eût  une  action  sensible  sur  les  comètes, 
à  cause  du  peu  de  densité  de  la  matièce  qui  les  conv- 
pose  ,  comme,  nous  l'avons  dit  n"  40  ,  livre  III. 

7 1 .  Considérons  donc  maiutenant  le  cas  des  orbites 
très  excentriques  comme  celles  des  comètes.  Si  Ton 
n'a  égard  qu'aux  inégalités  séculaires  que  la  résis- 
tance du  milieu  peut  introduire  dans  le  mouvement 
de  la  comète ,  on  pourra  ne  s'occuper  que  des  va- 
riations du'grand  axe,  de  l'excentricité  et  du  moyen 
mouvement ,  puisque  celles  du  péribélie  et  de  la  lon- 
gitude de  l'époque  ne  renferment  aucune  inégalité 
de  cette  espèce.  Reprenons  les  deux  premières  for- 
mules (4)  et  ^^  formule  (7)  ,  que  nous  écrirons  ainsi  : 

J^o= — tia*  i pdia     )  —  v^i — cVos'u   1, 

^^^_:^,_Yp^«rJ-±li^-  V/,_e-cos-«"l. 

ra{i  +«co8k)  ■  —1 

Ç  =  Zanfdtffdu  LlTî^^^—  V  1  — e*cos'«J. 

Supposons  qu'en  développant  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  cosinus  de  TaDgle  u  et  de  ses  mul- 
tiples la  fonction 

f  (I  +ecogu) 


dans  laquelle  on  substituera  pour  p  sa  valeur  en  fonc- 
tion deu>  on  ait 
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A  +  A'cosw  +  A"c(ïsa  «  +  etc. , 
et  supposons  q'ae  la  fonction 


p  Vi  —  c*  cos»u , 

de'velopfiée  de  la  même  manière,    donne  la  série 
suivante  : 

B+  B'cosu  +  B"cosau+elc; 
en  négligeant  les  quantités  périodiques ,  on  aara 

iTa  =  —  2a'(3A  —  B)h  ,  •. 

je  =  -î^^if^CA-B)«,       (8) 
C  =  |o(3A  — B)a',  ) 

et  pour  déterminer  les  coeffidens  A  et  B.'on  aura  » 
n"   i8, 

.    I    C"  fduÇt  -j-ecosu) 

*J  o  -  y*  I  ^  e*  cob'  u 

B  =  ^  f    fdu  v^i  —  e*  cos'  u. 

Ces  deux  intégrales  définies  peuvent,  à  l'aide  de 
transformations  très  simples,  se  ramènera  la  forme 
d'intégrales  elliptiques  dans  an  cas  très  étendu ,  celui 
où  l'on  suppose  la  loi  de  la  résistance  exprimée  par 
une  série  composée  d'un  nombre  quelconque  de 
termes ,  et  ordonnée  par  rapport  aux  pnissances  des- 
cendantes du  rayon  vecteur  r  multipliées  par  des 
coeffidens  constans. 

Prenons  d'abord  pour  exemple  le  cas  le  plus  simple , 
celui  oii  l'on  suppose  que-  la  idensité-âa  milieu  est  la 
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même  dans  tous  les  pointe  de  l'orbite.  On  a  gAMEn- 
lement,  n'  67,  p=Kf(^ ,  r  éunt  le  rayon  vectear  de 
laoïmète,  et  ^'^  une  fonction  de  r  qui  devient  ^ale 
à  l'unité  quand  r^  i  »  enfin  K  nne  constante  qui 
dépend  de  la  densité  du  fluide  à  l'unité  de  distance, 
et  de  la  masse  de  l'astre  en  mouvement.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons^  on  a  donc  p  =  K,  et  ^  en  obser- 
vant qne  rintégrale  / — -,  '°"*— ^  est  nulle  entre  les 
^  °       J    y  i  —  e*cos'u 

limites  u=o  et  uc=£?r,  on  anra 

A=£/'-      -^      . 

B  =s    jf'  tiu  v'i —e'oos'IT- 

Ces  intégrales  doivent  s'étendre,  comme  les  peé- 
cédentes,  depuis  u=o  jusqu'à  us=:'X}  mais  il  est 
clair  qu'on  obtiendra  également  leurs  valeurs  en  in- 
tégrant entre  les  limites  u=o  et  u^y'^^*  ^'^^  ajrant 
soin  de  doubler  les  résultats.  Les  expressions  de  A. 
et  B  représentent  alors  des  fonctions  elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce;  et,  d*après  b  nota- 
tion adoptée ,  on  aiira ,  n*  33  , 


En  spbstitaant  cet  valeun  dans  lei  Sonatùm  (S) , 
«t  ea  les  étendant  à  «ne  révoloAtoi  cnti^  de  1* 
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comète,  ce  qui  tu|^>OM  usa  air,  en  obserrint  de 

,  ,         /n        d.tl 

plQS  qu  on  a  —  i^  ~~  ,  on  trouTera 

JiiŒ— 8a»K[aF(e)— E(fi)],-      J 

/n  =  i2anK[aF(e)— E(e)].  ) 

Conaidérooa  en  secoiMl  lieu  le  cas  qui  semble  in- 
diqué comme  celui  de  la  nature  par  l'analogie  qall 
présente  arec  un  grand  nombre  de  pbe'nomènes  sem- 
blables qui  se  passent  k  la  snr^ce  de  la  Terre,  celui 
oh.  la  densité  du  milieu  diminue  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  de  l'astre  au  noyan  que  ce 
milieu  recoavre.  On  aura  alors  f  =  -^  en  daignant 

par  K  un  coefficient  constant,  ou  bien  en  mettuit 
pour  r  sa  valeur,  on  aura 

K_ _K(i-|-eco»u)' 

"         a*(i  —  ecosuy         a'(i — e'cos'u)' 

Si  l'on  sobstitBS  cette  valeur  dans  les  expressions  de 
A  et  B,  que  pour  abréger  on  âase \/ï^-e*cos"uB A, 
ce  qui  donne  e*cos'u^  i  —  A*,  et  cpi'on  observe 
qu'on  peut  omettre  sons  le  signe  intégral  les  mul- 
tiples impairs  de  cos  u ,  On  trouvera 

*=-^/;ë(»-i). 
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Or,  pir  la  théorie  des  fimctions  elliptiques,  on  a  (*), 

on  aura  donc 

et  en  substituant  ce&  valeurs  dans  les  formules  (8), 
on  trouvera 

.,^K{F(.)i.-3-^,]_-M^.-^.)}.) 

Ces  deux  exemples  suffiront  pour  montrer  com- 
ment^ en  étendant  la  même  analyse  au  cas  plus  ^néral 
où  la  loi  de  la  résistance  est  exprimée  par  une  for- 
m.iile  de  la  forme 

p  =  A+-  +  -....  +  -H-  etc. , 

on  ramènerait  la  détermination  des  variations  des 
élémens  de  l'orbite  de  m  au  calcul  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

(*)  Traité  des  Fonctions  etUptiquei,  tome  I",  page  a56. 
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7a.  Noosavonsditque  jusqu'à  présent  les  obsêrra- 
lions  a'avaWQt  indiqué  dans-  le  mouvement  ^es  pla- 
nètei  ou  des  satellites  aucune  inégalité  dépendante  de 
la  résistance  du  milieu  qu'elles  pourraient  avoir  à  tra- 
verser; les  formules  du  n°  70  peuvent  donc  être  regar- 
dées comme  des  résultats  analytiques  qui  sont  restés 
jusqu'ici  sans  application  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  relativement 
aux  comètes  :  la  matière  éthérée,  s'il  en  existe  une 
autour  du  Soleil,  pourrait  avoir,  comme  nous  l'avons 
vu,  une  influence  sensible  sur  leurs  mouvemens,  à  rai- 
son de  leur  peu  de  densité  et  de  leur  proximité  du  So- 
leil vers  leur  périhélie.  En  effet ,  on  a  remarqué  dans 
les  retours  au  périhélie  de  la  comète  à  courte  pé- 
riode de  1819,  celledescomèles  périodiques  qui  nous 
est  le  mieux  connue  en  ce  moment,  cpielques  inéga- 
lités que  le  calcul  de  ses  perturbations  n'a  pas  suffi 
pour  expliquer,  et  que  l'on  a  cru  devoir  attribuer  à 
l'effet  de  la  résistance  d'un  milieu  très  rare.  Quoique 
nous  soyons  loin  d'admettre,  du  moins  quant  à  pré- 
sent ,  cette  explication  autrement  que  comme  une 
hypothèse  plausible,  nous  allons,  pour  montrer  l'u- 
sage des  formules  précédentes,  en  faire  l'application 
an  mouvement  de  cette  comète. 

Selon  M.  Encke ,  les  élémens  de  l'orbite,  en  iSSa, 
«taient  : 
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Demi-^and  axe a.aaaa4o 

Rapport  de  F  excentricité  au  demi  -grand  axe.  o .  845433 

Lieu  du  périhélie iS^ni'    a'4 

Zjongitudê  du  n^ud ascendant 534.3a.  5, a 

Inclinaison i3.aa.  I3,3 

Mouvement  mqxenpar  jour iov'f°9^- 

D'après   ces  données,   en  faisant  b=  \/i — e",  od 
aura  b  =  0,5340807  ;  et  si  Von  nomme  fl  l'angle  qui 
aurait  pour  sinus  l'excentricité  e  de  l'orbite,  en  sorte 
qu'on  ait  c  =  sin  6 ,  è  =  cos  6 ,  on  trouvera 
fl  =  57*45'6",5. 

Cette  Taleor  de  fl,  par  les  tables  calculées  par  Le- 
gendre  (Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  II), 
donnera 

logF(e)=: 0,5317456,     F  Ce)  =  2,09771, 
logE(c)  =  0,0908971 ,    E(e)  =  1,25299; 
de  UiCHi  tire 

F(«)  —  E(c)  =  0,86472, 
aF(«)—ECe)  =  3,96345. 

Ces  valeurs  substituées  dans  tes  formules  (9)  don- 
neront, pour  le  cas  d'un  milieu  résistant ,  de  densité 
constante, 

S'a  ^  —  II  7,o36o8K ,  1 
S'e  =—      5,i8668K,>  (11) 
J'n  i=  o,4io25K.  ) 

Considérons  maintenant  le  cas  qui  parait  plus  vrai- 
semblable, celui  où  l'on  suppose  que  la  densité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  l'astre  an 
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Soleil.  Au  moyen  des  valeurs  précédeutes  de  F(e)  et 
de  E(e),  on  prouvera  sans  peine 

8F(e)  -        _    SEC?)  _    -,       i6E(e)      „     o      ^ 

3jï^=i9,6iio3,  .j^=i,,5355o,  ^'=80,81060; 
d'où  l'on  conclura 

(._34.)FW-(._î)^|^=5.,„.«8, 

(-34=>W-a-è)^' =45,-57^. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (lo),  on 
trouvera  pour  les  variations  du  grand  axe,  de  l'ex- 
ceotricilé  et  du  mouvemeot  moyen  résultant  de  l'ac- 
tîoD  de  l'ëther,  après  une  rëvt^ntîon  de  la  comète,  les 
valeurs  suivantes  : 

/a  =  —  4i4,i758oK,  1 

<rc  =s  —    27,46556K,  [  (.2) 

Jn  =  i,45i74K.  ) 

En  ajoutant  les  variations  précédentes  anx  altéra- 
tions que  subissent  les  mêmes  élémens  par  l'attraction 
des  planètes  près  desquelles  passe  la  comète  pendant 
sa  révolution  de  i833  à  i8!S5,  et  qu'on  détenninera 
par  les  formule^  da  n*  53,  livre  II,  on  aura  les  va- 
riations totales  de  ces  élémeos  ;  mais  pour  déterminer 
numériqaement  les  valeurs  de  S'a,  J'e  et  ^n,  il  fau- 
drait coonaltre  encore  la  valeur  du  coefficient  K  qui 
dépend ,  comme  on  l'a  vu  n'  67 ,  de  la  densité  et  de  la 
forme  de  l'astre  en  mouvement,  c'est-à-^re  de  la 
nature  même  de  la  comète,  qui  nous  est  absolument 
inconnue.  Cependant  on  peut,  sans  nouvelle  hypo- 
19.. 
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thèse,  comparer  les  formules  précédentes  .aux  obser- 
vations, eu  n'employant  que  leurs  rstpports  entre 
elles,  ce  qui  fera  disparaître  le  coefficient  iodéter- 
niiné  K.  Ainsi,  par  les  formules  (i  i),  on  aura  pour  le 
rapport  de  la  variation  du  grand  axe  et  de  l'excentri- 
cité à  celle  du  moyen  mouvement , 

£  =  —  285,29640, 

5^  =  _    .a,64345; 

et  par  les  formules  (  1  a) ,  on  trouvera 

^  =  —  285,29640, 

^  =  —     18,91906. 

On  voit  que ,  dans  les  deux  cas ,  le  rapport  de  la 
variation  du  demi-grand  axe  à  celle  du  moyen  mon- 
vemeut  est  identique;  ce  qui  résulte,  en  effet,  des 
formules  (9)  et  (10);  tandis  que  les  variations  de  l'ex- 
centricité et  du  moyen  mouvement  sont  dans  des 
rapports  très  différens;  le  premier  est  moindre  que 
les  deux  tiers  du  second.  Il  snit  de  là  que  si  l'on  pou- 
vait déterminer  avec  exactitude  la  paVtie  de  la  varia- 
tion de  l'excentricité  et  du  moyen  mouvement,  iodé- 
pendante  de  l'action  des  planètes ,  en  comparant  leur 
rapport  aux  deux  précédens,  on  aurait  un  moyen  de 
reconoaltreqnelleest  l'hypothèse  la  plus  probable  pour 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ;  mais  les  observa- 
tions ne  sont  pas  assez  précises ,  les  approximatioas 
du  calcul  des  perturbations  assez  exactes ,   et   les 
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quantités  qu'il  fiut  déterminer  sont  trop  petites ,  pour 
qu'on  puisse  espérer  d'y  parvenir  de  cette  manière. 

M.  Encke,  qui  s'est  particulièrement  occupé  de 
cette  comète ,  a  essayé  de  déterminer  directement , 
par  la  comparaison  du  calcul  et  des  observations ,  la 
valeur  du  coefficient  K.  Il  a  suivi  pour  cela  la .  mé- 
thode employée  généralement  par  les  astronomes, 
pour  la  correction  des  élémens  qui  entrent  dans  la 
construction  des  tables  du  mouvement  des  planètes. 
Il  a  choisi  un  certain  nombre  Je  lieux  observés  vers 
les  passages  au  périhélie  de  1819,  183a  et  iSaS;  et 
comme  les  perturbations  causées  par  l'action  de  Ju- 
piter ont  été  très  considérables  pendant  la  période  de 
1819  à  1832,  et  que  lavaleur  qu'on  assigne  à  la 
masse  de  cette  planète  a  dû  avoir  beaucoup  d'in- 
fluence sur  leur  détermination,  pour  tenir  comptede 
cette  circonstance,  il  a  supposé  aux  élémens  de  l'or- 
bile  des  corrections  dépendantes  à  la  fois  d'un  chan- 
gement dans  la  masse  de  Jupiter  et  de  l'hypothèse 
d'un  milieu  résistant ,  et  il  a  déterminé  ensuite  avec 
ces  élémens  les  mêmes  lieux  de  la  comète  par  le  cal- 
cul. La  différence  des  ascensions  droites  et  des  décli- 
naisons ainsi  déterminées,  aux  mêmes  quantités  don- 
nées par  l'observation ,  lui  a  fait  connaître  l'erreur  de 
ses  suppositions.  Il  a  formé  ainsi  autant  d'équations 
qu'il  y  avait  d'observations,  et  il  les  a  combinées  en- 
suite par  la  méthode  qu'on  doit  à  Legendre ,  de  ma- 
nière à  déterminer  les  valeurs  des  inconnues,  c'est-à- 
dire  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  et  le  coeffi- 
cient K,  qui  rendent  minimum  la  somme  des  carrés 
des  erreurs. 
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M.  Encke  y  à  l'aide  de  la  valeur  de  K  ainsi  obtenae, 
a  calculé  des  épbémérîdes  de  la  comète  pour  1838; 
mais  ces  éphémërides,  distribuées  d'avance  aux  as- 
troDOmes  ,  représentèrent  fort  imparfaitement  les 
observations  de  cette  époque.  Lorsque  la  comète  ftit 
de  retour  à  son  périhélie,  M.  Encke  choisit  cinq 
Donvelles  observations  faites  vers  ce  passage,  qu'il  joi- 
gnit à  celles  qu'il  avait  déjà  employées,  et  en  opérant 
suTleurensemblecommeprécédemment,  il  détermina 
de  nouvelles  valeurs  pour  la  correction  de  la  masse  de 
Jnpiteretponrle  coefficient  K;  mais  ces  denx  quantités 
ainsi  déterminées  présentèrent,  avec  les  précédentes, 
des  différences  tellement  considérables,  qn'il  était 
impossible  de  les  attribuer  à  quelques  quantités  négli- 
gées dans  le  calcul ,  on  à  de  simples  imperfections 
dans  les  observations.  Il  paraissait  alors  naturel  de 
s'en  tenir  aux  résultats  des  derniers  calcols ,  fondés 
sur  l'ensemble  de  tontes  les  observations  qu'on  avait 
cODÙdérées,  et  qui  devaient,  par  conséquent,  don- 
ner plus  de  certitude  que  les  premiers,  appuyés 
seulement  sur  une  partie  d'entre  elles.  M.  Encke  a 
cm  devoir  en  agir  autrement;  il  a  cherché  quelle 
serait  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  néces- 
saire pour  faire  accorder  les  deux  valeurs  du  coef- 
ficent  K ,  et  il  a  trouvé  qu'il  suffisait  pour  cela  de 

supposer  la  masse  de  Jupiter  égale  à  — s7-^>  au  lien 

de  la  supposer  de  --g ,  comme  elle  résulte  desélon- 

galions  des  satellites  observées  par  Halley.  Ce  résul- 
tat est  d'autant  plus  remarquable,  qae  cette  valeur 
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de  la  masse  de  Jupiter  s'accorde  presque  eutièremeut 
avec  celle  que  Gauss  a  déduite  des  observations  de 
Fallas,  Nicolaï  de  celles  de  Juuon,  et  enfin  EacLe  et 
Heiligenslein  de  celles  de  Vesta  et  Cérès.  Les  deux 
sériea  d'obsenratioas  choisies  par  M.  Enclte  coudai-' 
seot  alors  à  la  même   valeur  du  coef&cient  K;  en 

sorte  qu'en  adoptant  la  valeur  — 53— r?  ^^  ïa  masse  de 

Jupiter,  qui  est  en  effet  celle  qui  semble  s'accorder 
le  mieux  avec  le  calcul  des  perturbations  des  petites- 
planètes,  00  aura 

K==        ' 

890,85a' 

Il  &ut  encore  observer  qu'il  résulte  des  deux  équa- 
tions de  condition  données  par  M.  Encke ,  qu'il  se- 
rait impossible  de  rejeter  absolument  Thypothèse 
d'an  milieu  résistant ,  sans  être  obligé-  d'attribuer  à 
U  masse  de  Jupiter  une  valeur  qui  ne  s'accorderait 
plus  avec  les  autres  phénomènes  célestes ,  ou  de  sup- 
poser aux  observations  des  erreurs  qui  dépasseraient 
les  limites  qu'on  peut  raisoanablement  leur  at- 
tnboer. 

M.  Euclie  a  &it  voir  ermite  qu'en  calculant  dans 
l'hypothèse  d'un  roîHen  résistant,  avec  U  valeur 
précédente ,  les  élémens  de  l'orbite  aux  trois  époques 
dei786,de  1796  et  de  i8o5,.  antérieures  àcellede 
1S19,  où  le  retour  périodiqoe  de  la  comète  fut  eqflu 
irecoBBO,  «n  obtient  des  résultats  assez  concordais 
mv«c  ces  observations,  pour  qu'on  puisse  attribuer  l(e 
di0là'enc«a  soit  aux  erreurs  dont  elles  soot  suscepti^- 
Ues^  soit  aux  ioexactitades  des  calculs,  qui,  dl  1766 
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à  1819,  oompreanent  on  intervalle  de  dix  révolu- 
tions. Si  l'oD  se  refusait,  au  cODtraire,  à  admettre 
l'existence  d'un  milieu  résistant ,  on  ne  parviendrait 
s  représenter  les  anciennes  observations  qu'avec  des 
diOërences  qui  ne  pourraient  être  moindres  que  31' 
en  plus  ou  en  moins,  et  qui  pourraient  s'élever, 
dans  le  cas  le  plus  Êivorable,  jusqu'à  i6g',  résultat 
inadmissible ,  quelle  que  soit  llncorrection  que  l'on 
suppose  à  ces  observations.  Il  semblerait  donc,  d'a- 
près ces  considérations,  développées  avec  détail  dans 
le  mémoire  de  M.  fjicke ,  qu'on  ne  saurait  plus  dou- 
ter que  l'action  d'un  milieu  résistant,  on  de  quelque 
autre  cause  qui  produit  absolument  le  même  effet, 
n'influe  sur  la  marche  de  la  comète  à  courte  période 
de  181g. 

Cependant  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu'en  ad' 
mettant  même  l'existence  d'un  milieu  étbéré,  il  res- 
terait encore  à  décider  si  l'hypothèse  d'une  r^islance 
réciproque  au  carré  de  la  distance  au  Soleil,  que 
M.  Encke  a  adoptée  dans  ses  calculs ,  est  véritable- 
ment la  loi  de  la  nature ,  car  tout  autre  hypothèse 
donnerait  des  résultats  très  différeus.  Quant  à  la  cir- 
constance qui  a  fait  rencontrer  à  M.  Encke,  pour 
la  correction  de  la  masse  de  Jupiter,  une  valeur  con- 
cordante avec  la  valeur  de  cette  masse ,  déduite  des 
perturbations  des  petites  planètes,  elle  nous  semble 
simplement  l'effet  d'un  henrenx  hasard,  puisque, 
de  l'aven  même  de  cet  astronome ,  les  t^ervattons 
de  i8ig  et  i8a3  étaient  pen  propres  à  déterminer 
des  quantités  aussi  petites  que  la  correction  'de  la 
masse  de  Jupiter,  et  le  coefficient  K,  à  cause  des- 
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perturbations'  considérables  que  la  comète  a  subies 
durant  cette  période.  Enfio ,  nous  pensons  que  c'est 
au  temps  et  à  l'étude  approfondie  qu'on  fera  des 
perturbations  de  cette  comète,  lors  de  ses  retours 
SQCce5si&,  qu'il  faut  laisser  à  décider  un  point  aussi 
important. 

Quoi  qu'il  en  eoït,  d'après  la  valeur  du  coefficient 
K  donnée  plus  haut,  on  aura 

Sa  ■^  —  0,4649a , 
(Te  =  —  o,o5o85o , 
JVï  =        536",i3o8o. 

Ces  valeurs,  jointes  à  celles  qui  proviennent  de  l'ac- 
tion des  planètes,  donneront  les  altérations  totales 
des  élémens  du  mouvement  de  la  comète  de  iSSa 
à  ]835,  et  permettront  de  déterminer,  à  l'avance, 
son  orbite  pour  l'époque  de  son  prochain  retour. 

75.  Les  formules  précédentes  s'appliqueraient  encore, 
avec  une  légère  modification ,  au  cas  où  la  force  per^ 
turbafrice  serait  l'action  de  la  lumière  sur  les  planètes 
et  les  comètes ,  soit  qu'on  la  regarde  comme  due  aux 
vibrations  d'un  fluide  élastique ,  soît  que  dans  le  sys- 
tème de  l'émission  on  la  considère  comme  une  éma- 
nation, du  Soleil.  En  effet-,  en  supposant  le  milieu  que 
parcourt  la  lumière  il'une  égale  densité,  sa  vitesse 
sera  constante  et  elle  se  propagera  en  ligne  droite. 
Cela  posé,  si  l'on  transporte  en  sens  inverse  à  la 
lumière  la  vitesse  cpii  anime  la  planète  dans  son 
orbite,  on  pourra  imaginer  ensuite  que  cet  astre 
est  eu  repos ,  et  l'action  réciproque  du  fluide 
lumineux   et  de  la  planète    n'en  sera  pns  altérée. 
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L'action  de  la  lumière  sera  alors  celle  d'an  flaide 
élastique  doaé  d'une  vitesse  variable  qui  choque  un 
corps  en  repos  :  elle  communiquera  au  centre  de 
gravité  de  la  planète  une  force  BCcélérafrice  qu'on 
pourra  regarder  comme  la  résultante  de  deux  autres 
forces,  l'une  d'impulsion,  qui  s'exerce  suivant  le  rayon 
vecteur  de  la  planète ,  et  qui  est  proportionnelle  k 
la  vitesse  de  la  lumière  ;  la  seconde,de  résistance ,  qui 
agit  en  sens  inverse  de  la  direction  du  mouvement 
de  la  planète  et  qui  est  proportionnelle  à  sa  vitesse 
dans  son  orbite.  Si  l'on  nomme  donc  a  la  vitesse 
de  la  lumière^  ces  deux   forces  seront  entre  elles 

dans  le  rapport  de  op  à  ^ ,  elles  sont  d'ailleurs  pro- 
portionnelles k  la  densité  de  la  Inmi^v  que  nous 
supposerons  réciproque  au  carré  de  la  distance  an 
Soleil ,  les  deux  forces  dont  il  s'agit  pourront  donc 

être  représentées  par  ;t  ^*  ~i  jT-  ^  première  de  ces 

forces  agit  en  sens  contraire  de  la  force  attractive  du 
Soleil;  elle  se  confond  avec  elle  en  le  diminuant  lé- 
gèrement. La  seconde  agît  en  sens  contraire  du  mou- 
vement de  la  planète,  et  son  effet  est  celui  d'une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  de  la  planète 
et  À  la  densité  de  la  lumière.  Si  Ton  kât  donc 

Ed  supposant  p  ss  —  et  eo  comparant  cette  valeur 
à  celle  de  il,  n°69,  on  voit  qu'il  suffira  de  mullipliei: 
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par  -T  les  résultats  obtenus  daus  ce  numéro  pour  les 
appliquer  an  cas  actuel. 

Les  deux  premières  formules  (a)  dooDerout  ainsi 

dlz  =  —  2afdt{    +*""j;V 
'      \i  — ecosu/' 

Les  deux  autres  formules  ne  donneraient  lieu  qu'à 
des  Tariations  périodiques  que  nous  négligeoDS. 
En  substituant  donc  pour  dt  sa  valeur 

s 

dt  =5  a^  (ji  —  e  sîn  a) , 
on  aura 

da  =  -aa-nA'^"+"""', 
(1  — ecoiit)*   ' 

de=-u<mh  t"~°'"".°- 
(1  — ecosu)' 

Soit 
(j— tfco8«)~'=7A+eBco8w+cH]cosaK-Hetc., 

eo  négligeant  les  quantités  périodiques,  les  formules 

précédentes  devienuent 

da  =  —  a'nh  (A  +  e*B)rfa, 
de  ^  —  aneh  (1  —  e*)  B  rfa. 

B'ûlleurs ,  d'après  la  loi    du  développement    de 
(1  —  e  CCS  u)~'  on  a 

A  =  B  =x  3(1  —  e«)-î; 

«n  snljstituaDt  ces  valeurs  et  en  int^rant  on  aura 
doDC 
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/«  =  - 


(1  -  O' 


a  et  e  dans  ces  fornioles  [touTant  être  regarde'» 
<»ninie  des  constantes,  et  étant  les  élémens  de  l'or- 
bite à  l'instant  où  l'on  a  u:^o. 

Quant  à  l'inégalité  correspondante  du  mouTement 
moyen ,  on  peut  la  détennîaer  au  moyen  de  la  for- 
mule (7),  on  la  déduire  de  l'expression  précédeutç 


dl^7=Jndt  =:~-~ dtf  en  substituant  donc  pour 

Saaa  valeur  et  en  observant  qu'on  peut  faire  u^nt 
quand  on  n^lige  les  quantités  périodiques^  en  in- 
tégrant on  aura 

3&(i+  e*)n*e 

On  voit  par  ces  formules  que  l'impulsion  de  la  lu- 
mière produit  absolument  le  même  eâèt  sur  le  mou- 
vement de  la  planète  que  la  résistance  d'un  milieu 
très  rare  qu'elles  auraient  k  traverser. 

L'inégalité  précédente  doit  être  plus  sensible  sur  le 
mouvement  des  comètes  que  sur  celui  des  planètes  « 
à  cause  de  l'extrême  petitesse  que  peut  avoir  alors 
le  diviseur  (1  —  e*)* .  Relativement  aux  planètes  on 
peut  négliger  le  carré  de  Tezcentricité,  et  cette  iné- 
ffalité  devient  ainsi  — ^.  Pour  déterminer  le  coeffi»- 
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âeat  h  qui  eDtre  dans  cette  expression,  nous  suppo- 
serons, conformément  aux  lois  de  la  résistance  des 
fluides,  l'impulsion  de  la  lumière  proportionnelle  à 
sa  densité ,  à  la  sur&ce  sur  laquelle  elle  tombe ,  et 
an  carré  de  la  vitesse  du  fluide  lumineux.  Eo  effet, 
soit  ds  l'espace  que  la  lumière  parcourt  dans  l'ins- 
tant dt  es  vertu  de  sa  vitesse  ai  :  la  masse  de  lumière 
qui  tombe  dans  le  même  instant  sur  le  grand  cercle 
de  la  terre  perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons 
lumineux  sera  fds  multiplié  par  la  sur&ce  de  ce 
grand  cercle  ;  et  comme  cette  masse  est  animée  de 
û  vitesse  or,  et  que  l'action  que  le  fluide  exerce  est 
égale  à  sa  masse  multipliée  par  sa  vitesse,  l'impul- 
sion de  la  lumière  solaire  sur  la  planète  sera  7rK*fejds, 
en  nommant  R  le  demi-diamètre  de  la  planète;  on 
a  d'ailleurs  ds=sadt,  cette  impulsion  sera  donc 
égale  k 

Cette  quantité  divisée  par  dt  est  la  force  motrice 
que  l'action  de  la  lumière  communique  à  la  planète; 
en  la  divisant  donc  par  fdt ,  P  étant  la  masse  de  la 
planète,  on  aura  la  force  qui  en  résulte  sur  son 
centre  de  gravité;  cette  force,  par  le  numéro  7 3,  est 
égale  II  -;-,  on  aura  donc 


L'inégalité  séculaire  ~~y~  due  à  l'impulsion  de  la 

nya 

lumière  solaire  devient  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  en.  observant  que  a*n'=s  1, 
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3irR'p«nt' 
aP      ' 

74>  Dans  lesyslème  de  l'émission,  la  masse  do  Soleil 
doit  diminuer  saos  cesse  par  la  perte  des  rajODs  lu- 
mioeiiT  qni  en  émanent  :  il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  séculaire  dans  le  mouvement  des  planètes 
et  des  comètes ,  que  l'on  peut  aisément  déterminer 
de  la  manière  suivante.  Soit  i  la  masse  du  Soleil  à 
l'instant  que  l'on  choisit  pour  e'poqne,  et  soit  i — <jt, 
cette  masse  après  le  temps  e,  q  étant  un  très  petit 
coefficient  constant.  Quoique  la  masse  solaire  dimi- 
nne  sans  cesse,  sa  force  attractive  est  toujours  diri-  - 
gée  vers  son  centre,  d'après  le  principe  des  aires;  la 
quantité  V<>A^(i — ^')»  <*"  /*  exprime  la  somme  des 
masses  du  Soleil  et  de  la  planète ,  doit  par  conséquent 
demeurer  invariable  ;  en  nommant  donc  a^  et  f*^ 
ce  que  deviennent  a  et  ^  ii  l'origine  du  temps  t, 
et  négligeant  le  carré  de  l'excentricité  ,  on  aura 
y/ajt  =:  \/a,fi,'  Si  l'on  néglige  la  masse  de  la  pla- 
nète devant  ceQe  du  Soleil ,  par  ce  qni  précède  on  a 
^^^1,^=1 — qtfOn  aura  donc  au  bout  du  temps  t, 

a, 

'■  =  7^,' 

et  en  vertn  de  l'équation  a'n*ssi/A,  on  en  conclura' 

n  =  n,(i  —  qt): 
En  négligeant  donc  le  carré  de  q,  on  aura 

(Ta  =  a^t,     S'il  ^  —  açn/. 
L'équation  «T^  =  fSndl  donnera  donc  pour  l'ioé- 
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ffalité  sécalaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 
solaire 

<f  Ç  =  —  qn,t\ 

Four  déterminer  le  coefficient  q  qui  entre  dans 
cette  expression,  observons  que  »  étant  la  vitesse  de 
la  luraière  et  p  sa  dénoté  au  point  de  l'espace  qu'oc- 
cupe la  terre,  la  perte  de  lumière  dn  Soleil  dans 
llnstant  dt  sera  cfpdt,  multiplié  par  la  surface  de  la 
sphère  dont  le  rajoo  est  a;  elle  sera  donc  ^-Jta^ûypdt, 
et  comme  nous  avons  représenté  par  qdt  la  diminu- 
tion de  la  masse  solaire  pendant  le  même  instant, 
oa  aura 

q  =  4*fl*«f. 

L'in^aUtésécolairedueàladiminutiondelamasse 
du  Soleil ,  sera  donc 

Cette  équation  est  de  signe  contraire  à  celle  que 
produit  l'impulsion  de  la  Inmière,  et  elle  est  infini- 
ment pins  grande.  En  effet,  en  comparant  ces  deux 
équations  on  voit  qu'elles  sont  entre  elles  dans  le  rap- 

port  de  — 4"'  *  -p-»  ou  de  —  1  à  — gp— *  Cette  der- 
nière quantité  est  néoessairement  une  très  petite  frac- 
tion. Pour  la  Terre,  par  exemple ,  —  étant  la  paral- 
laxe solaire,  si  l'on  suppose  cette  parallaxe  de  8",58, 
et  la  masse  de  la  Terre  égale  à  aggj-g»  on  trouve  que 
le  rapport  précédent  est  celui  de  —  i  à  o.oo033i34. 
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en  sorte  que  l'inégalité  sécolùre  de  la  Terre  dae  k 
l'impulsion  de  lalamière  est  moindre  que  j^  de  celle 
qai  résulte  de  la  dimination  de  la  masse  solaire. 
En  réimissant  ces  deux  équations  on  aura 

J-C  =  -  4»a'r«(i  -|^)'-- 

Cette  formule  donnera  l'inégalité  séculaire  complète 
qui  résulte  de  l'action  de  la  Inmière  sur  le  mouTe- 
ment  de  la  Terre  dans  le  système  de  l'émission. 

L'impulsion  de  la  lumière  solaire  est  absolument 
insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre,  et  l'on 
démontre  aisément  qu'elle  n'influe  pas  d'un  quart 
de  seconde  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Quant 
à  l'équation  due  à  la  diminution  de  la  masse  solaire, 
Laplace  coticlut  de  sou  expression  que  depuis  deux 
mille  ans  la  masse  du  Soleil  n'a  pas  éprooTé  an 
deux-millionième  d'altération,  soit  en  plus,  soit  en 
moins.  Eu  e£fet,  — qnt'  étant  l'équation  séculaire  de 
la  Terre  due  à  cette  cause,  si  l'on  désigne  par  /  l'é- 
quation séculaire  de  la  Terre,  l  étant  un  arc  exprimé 
en  degrés,  on  aura 

qt  est  la  diminution  de  la  masse  du  Soleil,  M  le 
nombre  de  degrés  parconrus  par  la  Terre  dan$  le 
temps  t.  Si  l'on  suppose  que  t  représente  un  nombre 
d'années  sidérales,  on  aura  n^36o°;  en  faisant 
donc  ï^aooo,  on  aura 
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Da'|Hrà  les  obserrations,  l  ne  dëpasss  pas  à  o°.36, 
ainsi  qt  est  au-dessous  de — . 

'  30O0000 

■j5.  SïTon  regarde  la  gravitation  comme  résultant  de 
l'effet  de.  l'impulsion  d'un  fluide  vers  le  centre  d'at- 
traction, il  résultera  de  la  transmission  successive  de 
la  force  attractive  une  inégalité  séculaire  dans  le  mon* 
-veraent  des  planètes  et  des  comètes  que  l'on  pourra 
encore  déterminer  par  l'analyse  précédente,  relative 
à  l'impulsion  de  la  lumière  solaire.  En  effet,  d'après 
le  n'  75,  la  force  qui  s'exerce  suivant  le  rayon  vecteur 
de  la  planète  on  de  la  comète  sera  ~,  m  représen- 
tant ici  la  vitesse  du  fluide  gravitique  ;  en  nommant 
donc  g  la  gravité,  ce  qui  donne'^=  —  ,  l'éqnation  sé- 
cniaire  — 7=-  deviendra 

3  g,u' 


Observons  que  dans  le  cercle,  la  force  centrifuge 
est  égale  an  carré  de  la  vitesse  divisée  par  le  rayon. 
La  vitesse  moyenne  de  la  planète  étant  an,  si  l'on 
néglige  l'excentricité  de  l'orbite ,  la  force  centrifuge 
sera  an*;  maïs  dans  ce  cas,  la  force  centrifuge  est 
égale  et  contraire  à  la'  force  qui  sollicite  la  planète 
vers  le  centre  d'attraction,  on  a  donc  g  =  tm*,  et 

l'équation  séculaire  précédente  devient ,  a  étant, 

comme  on  l'a  dit,  la  vitesse  du  fluide  an  moyen  dn- 
^piel  se  transmet  la  gravitation. 

TOSB   III.  30 
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Si  Von  sappou  que  l'équatiDn  précédente  ie  Alp- 
porte  à  la  Terre^  qu'on  applique  le  même  résultat  à 
la  Lune,  en  nommant  a^  sa  distance  moyenne  ii  la 
Terre,  et  n,f  son  moyen  mouvement  sidéral ,  t  ex- 
primant un  nombre  d'années  juliennes,  son  éqaation 
séculaire  dUâ  à  la  transmission  de  la  gravitation , 
sera 

La  fraction  -^  est  égale  à  très  peu  près  à  3—,  et  le 
rapport  d  —  est  environ  -? ,  on  b  donc  k  très  peu 
près 

L'équation  séculaire  de  la  Ttrre ,  due  ï  la  trans- 
mission suo^ssive  de  la  pesanteur,  serait  donc  égale 
à  un  sixième  environ  de  celle  de  la  Lune  dne  à  la 
même  cause ,  et  comme  celle-ci  ne  parait  point  sen- 
sible, on  peut  regarder  la  première  oomme  tout-à- 
&it  inappréciable. 

En  comparant  les  deux  équiiHons  séculaires  de  là 
Lune,  l'une  dde  à  l'impulsion  do  la  lumièrâ  soUire, 
l'antre  &  la  transmission  du  fluide  f{hivitiqne ,  t» 
trouve  qu'il  faut  supposer  feu  fliiide  gravitique  une 
vitesse  au  moins  cent  millions  de  (pis  plus  grande 
que  celle  de  la  lumière;  on  peut  donc  supposer, 
comme  on  le  fait  ordinairement ,  cette  vitesse  infinie. 

Quant  h  la  nature  même  du  pouvoir  attractif  de  la 
matière,  une  question  importante  s'est  agitée  dans 
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ces  derniers  temps  parmi  les  astronomes,  à  savoir, 
si  le  pouvoir  attractif  de  la  matière  était  identique 
pour  loos  les  corps  rapport?»  à  Timité  de  distance 
et  h  l'onité  de  masse  ,  ou  si  la  force  de  la  gravitation 
variait  comme  les  affinités  cfaimiqties,  suivant  la 
nature  des  diOërens  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres.  On  avait  cm  nécessaire  d'admettre  cette 
dernière  supposition  pour  expliquer  la  différence 
qui  existe  entre  les  valeurs  de  la  masse  de  Jupiter 
déduite  des  inégalités  du  mouvement  de  Saturne , 
et  celle  qui  résulte  des  inégalités  des  petites  planètes 
et  des  élongations  de  ses  satellites  d'après  les  nou- 
velles ofaserVBtioiiB.  Mais  nous  verrons  qu'on  peut 
rendre  raison  de  cette  difïërence  sans  être  obligé 
d'admettre  ime  hypothèse  aussi  .contraire  au  prin- 
cipe fondamental  de  la  loi  de  la  gravitation  telle 
qn^on  l'a  définie  jusqu'ici ,  hypothèse  démentie  d'ail- 
leurs par  les  phénomènes  que  la  pesanteur  terrestre 
développe  continuellement  sons  nos  yeux ,  par  ceux 
qui  résultent  des  inégalités  du  mouvement  de  la 
Lune ,  et  par  ceux  enfin  qni  se  rapportant  aux  os- 
cillations de  la  mer  ou  de  l'atmosphère.  Tous  ces 
phénomènes ,  en  eAèt ,  concourent  à  nous  montrer 
que  le  pouvoir  attractif  du  Soleil ,  de  la  Terre  et 
de  la  Lme ,  est  le  même  sur  l'air,  l'eau  et  tous  les 
corps  solides;  on  est  donc  en  droit  d'étendre  par  in- 
duction la  même  loi  à  tontes  les  planètes ,  quelle  que 
aoit  la  nature  des  substances  qui  les  composent, 
jusqu'à  ce  que  des  observations  irréfiragables  aient 
prouvé  qu'elle  ne-leur  est  pas  applicable . 
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CHAPITRE  VI. 


Perturbations  des  nuweiMm  des  planètes  dues  à  la 
non-sphéricité  du  Soleil. 

76.  Dans  lï  théorie  de»  perturilaliom  pUnétaire», 
nous  «yotis  regardé  les  corps  célestes  comme  par- 
f.ilementBphérlqnes;  mais  ils  s'écartent  tous  pins  ou 
moins  de  cette  ligure ,  en  Tertu  de  leur  mooTement 
de  rotation,  qui  a  dà  influer  sur  la  disposition 
de  leurs  molécules  supposées  originairement  fluides. 
Il  en  résulte  dans  les  mouvemens  des  planètes  autour 
du  Soleil  et  dans  les  mouvemens  des  satellites  autour 
de  leurs  planètes  respectives  des  inégalités  dépen- 
dantes de  lelllpticilé  du  Soleil  et  de  la  non.«phéricité 
des  planètes  principales.  Nous  ne  considérerons  ici 
que  les  premières  inégalités,  les  autres  trouveront 
leur  place  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la  théo- 
rie des  satellites. 

Si  l'on  nomme  *  l'ellipticité  d'un  sphéroïde  dont 
la  masse  est  M  et  qui  diCere  peu  de  la  sphère,  q  le 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  i  son 
équateur ,  9  la  déclinaison  de  la  planète  m  relative 
il  ce  plan ,  et  r  son  rajon  vecteur  compté  du  centre 
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de  gravita  dn  sphéroïde ,  od  aura,  d*  56,  livre  IV, 

Ea  nonmiaat  V  la  fonction  dont  les  différeoces 
partielles  prises  avec  nn  signe  contraire ,  ont  la  pro- 
priété  de  représenter  les  attivctîoQS  qa'exerce  le  sphé- 
roïde M  snr  la  planète  m. 

Supposons  que  ce  sphéroïde  soit  le  Soleil.  Le  pre- 
mier terme  de  l'expression  précédente  est  celui  qui 
se  rapporte  au  mouvement  eHiptique  et  au  cas  où 
l'on  regarde  la  masse  du  Soleil  comme  réunie  à  son 
centre  de  gravité.  En  faisant  donc  M=:l,  etenobser- 
Tant  .que  l'expression  précédente  de  V  suppose  que 
l'on  prend  pour  unité  le  rayon  mojen  du  sphéroïde , 
on  voit  que  l'ellipticitô  du  Soleil  ajouterai  l'expres- 
sion de  la  fonction  perturbatrice  R,  la  quantité 

h  étant  l'ellipticité  du  Soleil ,  D  son  demi-diamètre, 
q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  h 
réqnateur  solaire ,  et  6  la  déclinaison  de  la  planète 
relative  à  cet  éqnatenr,  en  sorte  que  si  l'on  nomme  y 
l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  l'équatear  solaire, 
et  1^  la  longitude  dç  leur  commune  intersection , 
qu'on  désigne  par  v  la  longitude  de  la  planète  comptée 
sorte  plan  de  son  orbite,  on  aura 

cos6  =  sin>sin(c  —  4}î 

et  par  conséquent 
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R  =  (*-;?){5-;"°'>t';-='">«='(''— +)]}^- 

Nous  supposerons  très  petite  rinclinaisoD  do  plan, 
de  l'orbite  de  la  planète  à  l'^qn^tenr  solaire ,  ce  qui 
permettra  de  négliger  les  quantité*  de  l'ordre  y'.  En 
Êùsant  de  plus  poor  abréger 

*  =  c*-;-î)D*, 

OD  aura 

R  —  '    * 

Jt  déiigoant  on  coeffident  constant  dépendant  de  l'a- 
pUtisseraeat  do  Soleil. 

Les  formales  de  la  variation  des  éléniens  ellip- 
tiques, en  négligeant  L'excentricité  de  l'orbite  > 
donnent 

En  différentiant  l'expression  de  II ,  on  trouve 

dR d& A ^^ *  ^ 

da'~~     dr  ~~       /!**    de  ~~  dr  de~~        r*  de  ^ 

dm  dr   da  t^    dm 

Far  les  formules  du  mouvement  elliptique  on  a 

r  =  fi[i  +  î-e*  — ecos  («/  +  *■—«■)], 
d'oiï  l'on  tire  * 
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^^=a[e  —  cos( /»(-+-<  —  (»)]  , 
■  ^  =  — aesin(7»/  +  «—  •  )» 


et  par  conséquent 


4P_ 


^,[«-coi(nW*-«)][i+(«:«.(/M+*--)]=  -[•-|-c<»«('«+«-»)I  - 


Si  l'on  stibstitQe  c^  T«lears  dans  l«s  formoles  pré- 
oîdfiQtes  t  et  qn'on  Im  intègre  ensuite,  en  nomniaDt  g 
la  constante  arbitraire  jointe  i  l'intégrale  f{fK,  on 
aura,  ans  quantités  près  que  nous  négligeons, 

^e  =g£COB(7i£>H — ").  J'wssjnH — ^eàiï{Ta^ — a). 

L'influence  de  la  figure  du  Soleil  introduit  donc 
ilftuf  les  expressioos  de  h  Iqngitnde  de  l'époque  et  du 
périhélie  des  termes  croissant  comme  le  (enipB  , 
tandis  que  l'excentricité  n'est  sujette  qa*li  des  varia- 
tions périodiques. 

77.  Les  variations  précédentes  produisent  des  iné- 
galités Correspondantes  dans  l'expression  du  rayon 
vecteur  et  de  la  longitude  vraie  de  m.  On  a  dans 
l'orbite  elliptique 

vs=rU-\-i~i~3e$m{TU~^i  — a). 

En  différentiant  cette  expression  par  rapport  è  la  ca- 
ractéristique J^ ,  on  trouve, 

(r»«»<-|-<rs-f-3<''«sia(rt*+ï— «)— 3e/<»co8(n<+i-*a'), 
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Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  cette 
expression  et  qu'on  néglige  tous  les  termes  pério- 
diques, on  aura 
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pour  dmsenr  le  carré  du  demi-^aDd  axe  de  l'orbite 
de  m,  elles  seront  «fautant  plus  sensibles  que  la  pla- 
nète sera  plus  rapprochëe  du  Soleil.  Par  cooséquent, 
si  les  variations  précédentes  ponvaient  accpiérir  une 
valeur  appréciable,  c'est  principalement  dans  le 
mouTement  de  Mercure  que  leur  inflnence  se  Serait 
sentir.  Supposons  donc  que  M  représente  la  masse 
de  cette  planète,  et  désignons  par  S  celle  du  Soleil 
que  nous  regarderons  comme  nn  ^héroïde  homo- 
gène, on  a  dans  ce  cas  hsisi^q;  la  valeur  du  coeffi- 
cient k  devient  ainsi 

q  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 
teur à  Téquatenr  solaire  ,  et  D  le  demi-diamètre  de 
cet  équatenr.  Or,  si  l'on  nomme  m  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  Soleil ,  la  force  centrifuge  sous 
réquateur  sera  m'D,  n*  i6,  Uvre  I,  et  la  pesan- 
teur -s^ .  D'ailleurs ,  en  nommant  a'  le  demi-grand 
axe  de  l'orbe  solaire ,  et  n't  son  mouvement  dans  l'é- 
diptique ,  on  a ,  à  très  peu  près ,  S  =;  a^n*'  ;  on  aura 
donc 

La  dorée  de  la  rotation  du  Soleil ,  suivant  les  ob- 
servations ,  est  de  a5',4'7  ;  la  durée  de  la  révolution 
sydérale  de  la  Terre  est  de  5651356,  les  moyens  mon- 
vemens  mt  et  n't  sont  réciproques  à  ces  deux  nom- 
bres. On  a  donc 

m  _   365, a56 

I»'  ""     a5,4i7 
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Ledemi-diamètiv  da  Soleil,  otnerré  dans  sa  moyenne 
distance  k  la  Terre  »  est  de  i6'i*^,  ce  qui  donne 

y=çin(  i6'i",6). 

An  moyen  de  œs  valeurs  on  tronve 

log  <j  ^  5,5306940 , 

et  le  moaTemeot  dn  périhélie ,  qui  est  égal  k  —  t  de- 
Tient  ainsi  égal  k 

?,siD-(.6'.".6).(4)-n<. 

On  ■  d'ailleniB 

a  ^  0,5870981a  j 

a'cse    IfOOOOOOOO, 

n  ss  5535416",  79. 

En  sobstituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précé- 
dente, on  trouve  pour  te  mouvement  dn  périhétie 
produit  par  l'ellipticité  du  Soleil  o",o  1  a  io5i . . . .  Cette 
valeur  ne  s'élèverait  guère  qu'à  une  seconde  en  cent 
ans,  l'inégalité  correspondante  de  l'époque  serait 
double  de  celle-ci  ;  ces  variations  sont  donc  à  très  peu 
près  insensibles ,  et  elles  deviendraient  plus  petites 
encore  si  le  Soleil  au  lieu  d'être  homogène  est  composé, 
comme  tout  porte  à  le  croire-,  de  couches  dont  la 
densité  croit  de  la  sarEsce  au  centre.  On  pourra  donc 
négliger  l'efTet  de  l'ellipticité  du  Soleil  sur  le  mouve- 
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ment  en  longitode  de  Mercure ,  et  à  pins  forte  nisoa 
snr  celui  des  planètes  plus  éloigo^  4u  Soleil. 

79.Con9idéronsniaintenantrinflneDGe  de  Is  figure  du 
Soleil  sur  1a  position  de  l'orbite.  Pour  la  déterminer, 
êo  prenant  pour  plan  fixe  celui  de  l'équatenr solaire, 
et  en  changeant  f  «n  y,  et  a  en  4'  dmis  les  for- 
moles  (5)  et  (6)  du  n'  4^  »  liv^  n ,  on  aura 

La  valeur  de  R ,  en  y  conserrant  les  termes  de 
l'ordre  >',  devient 

*  =5?-{*  —  i^^VE'— =«»«='(*'  — 4  )lK 
d'où  Ton  tire 

s^i  =  -  ?  [— =^«»"  ("  -  4  )] . 

Si  l'on  substitua  ces  valeurs  dans' les  formules  pré- 
cédentes ,  et  qu'on  intègre  en  observant  que  nous 
négligerons  ici  les  excentricités ,  ce  qui  permet  de. 
Eure  r=s  a  et  c^nt  -f-  ■»  ou  aura 

«TÔ  =  —  ^[nï— sinaCni  +  i— ^ï/)]^ 

J'y  =  ^8in5-co8a(Bi  -(- *  —  ^)]. 

.  Oa  voit  par  ces  équations  qu'en  vertu  de  l'ellipti- 
cité  du  Soleil,  le  nœud  de  l'orbite  de  la  planète  suc 
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l'équatenr  solaire  est  sujet  k  un  mouTement  rétro- 
grade qui  est  égal  au  moavement  direct  du  périhélie, 
du  moios  tant  qu'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  y'. 

L'Inclinaison  au  contraire  ,  comme  l'excentricité^ 
n'est  soumise  qu'à  des  inégalités  périodiques.  U  sait  de 
là  que  l'ellipticité  du  S<^il  n'ajoute  rien  aux  équa- 
tions (e)  et  (p)  des  n"  65  et  69  du  livre  II ,  et  qu'elle 
n'altère  point,  par  conséquent,  la  stabilité  du  sys- 
tème du  monde ,  ni  l'invariabilité  du  plan  que  nous 
avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n*  ^9  du  même 
livre. 

La  valeur  de  J'6  introduit  dans  l'expressiOQ  de  la 
latitude  ,r  de  m  rapportée  à  l'équatenr  solaire  la  varia* 
tion  séculaire 

/j^-^  sinj-  C08(n<H-i  —  4)- 

Mais  cette  variation,  comme  celle  du  nœud  de 
l'orbite,  est  insensible,  d'après  ce  qu'on  a  vu  pour 
Mercure ,  et  k  plus  forte  raison  pour  les  autres  pla- 
nètes. 

Il  est  clair  qnè  les  formules  précédentes  s'appli- 
queraient également  k  la  Lune  ,  et  donneraient  les 
inégalités  de  son  mouvement  dues  à  la  non  sphé- 
ricité de  la  Terre;  ces  formules  feront  conoaltre, 
en  général,  l'influence  de  la  figure  des  planètes  sur 
les  mouvemens  de  leurs  satellites. 
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CHAPITRE  va. 


De  tacthn  des  étoiles  sur  te  système  planétaire. 

80.  On  peut  considérer  les  étoiles  comme  des  astres 
séparés  de  nons  par  des  espaces  immenses  et  qui  soat 
absoloment  immobiles  dans  le  ciel ,  on  animés  du 
moins  de  monvemens  d'nne  extrême  lenteur.  Déter- 
minons rinfloence  que  de  pareils  corps  doivent 
exercer  sur  notre  système  planétaire. 

Soit  Tn'  la  masse  d'une  étoile  ;  en  désignant  comme 
à  l'ordinaire  par  R  la  fonction  perturbatrice  qui  ré- 
sulte de  son  action,  on  a,  n"  i  , 

x'f  y,  z'f  étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
de  m'  rapportées  au  centre  du  Soleil^  r'  sa  distance  à 
ce  centre,  et  x,  jr,  z,  r,  désignant  des  quantité 
ajoalc^es  relativement  à  m. 

Prenons  pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète à  une  époque  détermiaée  ;  en  nommant  c  ,sa 
longitude,  et  ^  sa  latitude  an-dessus  du  plan  fixe,  et 
négligeant  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  de  SfOa 
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X  =  rcosv,    _;'  ^  rsini",     z  =  n. 

Soient  »  la  latitude  de  l'étoile ,  et  £  sa  longitude  , 
CD  anra 

La  substitution  de  ces  raletirs,  donne 

l  V''f'»-tT>— »rytco««coi(c— CH-«ÎmÎ  '''  > 

La  distance  des  étoiles  an  Soleil  étant  très  grande, 
Telatireiïient  h  celle  des  planètes ,  si  l'on  développe 
celte  expression  par  rapport  aux  puissances  descen- 
dantes de  r\  et  qu'on  néglige  cdles  (jui  seraient  au^ 
deslotts  de  r\  on  trouvera 

R  =  p.'-^{a-3oo<>«[i+co.a:^-0]-&rinï-co.(v_Cj},    (m) 

S  étant  nne  quantité  très  petite  qui  dépend  de  l'action 
défi  planètes  sur  m,  et  qui  est  de  l'ordre  des  forces 
perturbatrices,  on  peol  la  neiger  lorsqu'on  ne  con- 
sidère que  les  variations  des  élémens  de  l'orbite 
èe  m  qui  ne  contiennent  pas  les  différences  de  R 
relatives  à  cette  quantité;  on  aura  ainsi 

Rî=î^— ^.[a— 5cos'*— 5cos'«co8i(f— C)]. 

r*,  ainsi  que  a  et  €,  dépendant  des  déplacemetis  de 
l'étoile ,  et  ne  variant  par  conséquent  qu'arec  ane 
«xtréme  lenteur,  on  pourra  les  r^rder  oomme  des 
^antités  (M^Dstantes,  pendant  un  grand  nombre  de 
lièdfts. 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on  • 
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-=s  I  +  -«•— «cos(n(4-e — ce) c'co8a(n*-|-c — a), 

«n  D^ligcBDt  les  cnbes  des  excentricités,  et  dans  U 
râleur  de  v,  les  termes  dépendaiu  du  carre  de  ^ . 
De  là  il  est  facile  de  conclure 

— =  i -f— c■-2ec08(n^^-e — a) e*co83(nf-|-<    «) 

ai83(c-C)=(i  -4c■)coS2(/îi^-fi-C)-a*»s(n^^-«-H»-  a6) 
-HeVos3(» — ff)-|-etc. 

Si  l'on  substitue  ces  ralenrs  dans  l'expression  de  R, 
en  ne  l-etenaat  que  les  termes  indépendans  du  temps, 
on  trouvera 

d'où  eu  difrérentiaut  et  en  nommant,  pour  abre* 
ger,  R^,  le  second  terme  de  la  valeur  précédente,  où. 
tirera 

(fR                 D         JK               iSm'a'e*         .      ■      /  0\ 

«S=*  — 3^'      S"= ;:;s-  C08'«Sina(«  — fi), 

g=  _  ?^[2— Scos-»— 5co8'«cosa(o— 0]- 

Par  les  formules  de  la  variation  des  ëlémens  ellip^ 
tiques,  en  négligeant  les  carrés  de  l'exceotricité  de 
l'orbite,  on  a,  n"  43*  livre  II, 


<fe  =  —  i  ««m  —  omit  f  î^ 

dtt  sa 
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.  Lorsfja'on  ne  considère,  comme  nous  le  faisons, 
que  les  variatioDs  séculaires,  on  peut  supprimer  le 
premier  terme  de  la  valeur  de  de,  parce  que  l'inté- 
grale fdK  ne  produit  que  des  ioégalités  périodiques 
«t  un  terme  constant.  D'après!  les  formules  précé- 
dentes, on  aura  donc,  en  intégrant' 

(Te  s^  — 7-75 —  ecos"«sma(ài  —  Ç), 

<r«  = —  —rjî —  [3—^3  cos»<t — 5  cosVcosa  (»— 6j]. 

L'excentricité  de  l'orbite  pourra  donc  croître  pro- 
gressivement en  vertu  de  l'action  des  étoiles,  et  le 
périb^ie  aura  un.  mouvement  séculaire  rétrograde; 
mais  comme  le  diviseur  r"  qui  entre  dans  les  valeurs 
précédentes,  est  très  considérable  à  cause  de  la  dis- 
tance des  étoiles,  il  faudrait  supposer  i  m',  qui  re- 
présente leur  masse,  une  valeur  excessivement  grande 
pour  que  ces  variations  pussent  devenir  sensibles. 

8 1 .  Considérons  maintenant  les  variations  séculaires 
du  moyen  mouvement  et  de  l'époque.  En  observant 

qùela  partie  constante  de  la  fonction  j-  étant  déji 
multipliée  par  e ,  la  fonction  e  ^  serait  de  l'ordre  du 
cvrré  des  excentricités,  quantités  que  nous  n^li- 
geons ,  on  anrà  pour  les  déterminer  < 

dC=—5andtfd!K,    dt—-^  ia^ndt  (^y 

En  nommant  donc,  comme  précédemment,  g  la 
constante  ajoutée  à  l'intégrale  fe^,  et  en  substituant 
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]>our  a  ^  sa  valeur,  ces  formales  donneront  en  id- 
tégrant 

C  =  —  "iangt,     «Tê  ==  —  ^anth.,. . 

On   aura  donc  pour  l'expression  de  la  longitude 
mo^'enne 

fndt  +  JV  =  nï(i  —  5ag  —  4oRJ. 

Pour  que  le  moyen  monTement  soit  représenté 
par  nt  dans  le  mouyemeut  elliptique  et  dans  le  mou- 
vement troublé ,  il  faut  qu'on  ait  5ag  :=  —  4^  ou 
bien ,  en  remettant  pour  R,  sa  valeur  et  négligeant 
le  carré  des  excentricités^ 

3og  =;  ^^  (3  —  5cos»a), 

La  variation  du  grand  axe  est  donnée  par  l'équa- 
tion (fa  =  ad'yïfR  =  :ia'g;  on  aura  donc 

/a  =  î^  (a    —  3  cos'a), 

Ç      = j:p-  (a  —  5cos*a). 

Les  valeurs  précédentes  de  r  et  de  t*,  en  les  difiFé- 
rentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  J,  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités,  et  en  observant 
que  la  variation  de  la  longitude  mO}'enne  est  nulle 
par  ce  qui  précède ,  puisque  nous  ne  nous  occupons 
ici  que  des  variations  séculaires^  donnent 

<f-=  —  irecos(ni  +  s — m) — eS'G>&\a(nt-\-i — a), 
^v  =2(resiQ(«f-h* — û») — ^aceTft  cos(ni-f~g — n>). 
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En  substituant  donc  pour  S^e^  et  /o,  leun  valeura, 
OD  aura 

J^  =  ii^  fa  — 3co8'«)esin(n<H-«  — fi>) 

_  i5^' co»'*  «8iQCB<+ (  —  •  — aff-*- a»), 

/f  =    ■  . /j     (a  —  3  ces'  «J  e  C08  (n<  +  <  "-  ®) 

—  — 7-7ï—cos'«e  coe  («*  +  <—«— ab  +  *»)> 

Ces  valeurs  s'accordent  avec  celles  que  LajJace  a 
obtenues  d'une  autre  tnanière.  (  Connaissance  des 
Tems,  pour  i8ag.) 

La  variation  du  grand  axe  introduit  dans  l'exprès- 
àoo  de  J'r  un  terme  constant ,  mais  il  làut  observer 
qne  la  partie  ^e  cos  (n£+ 1 — a>)-^J'6i  sin  (nt-^t—a) 
produit  aussi  un  terme  semblable  ;  lorsque  Ton 
conserve  dans  les  valeurs  de  cTe  et  de  ej'»  les  ter- 
mes dépendans  des  sinus  et  cosinus  de  l'anomalie 
nt-\-6—a,  on  trouve  aisément  qne  ce  terme  se 
réduit  à  —  — 7j-  (a  —  5  cos*  a).  On  aura  ainsi  pour 
la  partie  constante  de  J^r,  due  à  l'actitm  des  étmles , 
ir       m'a'  ,  ».    V 

63.  Considérons  maintenant  les  perturbations  qni 
résultent  de  la  même  cause  dans  la  position  du  plan 
de  l'orbite.  En  nommant  f  llndioaisou  de  ce  plan 
mobile  sur  celui  de  son  orbite  primitive,  et  6  la 
longitude  de  son  ncend  ascendant,  on  a 
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L'expression  {m)  de  R  donne,  en  différentiiint, 

—  ^— ^        ^  âK  ài 

df  dt  àf*       di         ^  dï  '* 

Jetant  le  sinns  de  la  klimde  de  m  an-dessm  du  pUn 
fixe,  00  a 

*  =  8in^sin(i'  —  fl); 
d'où  l'on  tire 

^  =  cos»lsin(v— 9),    ^  =  -sin9cos(»_(D. 

On  a  d'ajlleuR 

<ffl  _  6mV    . 

S çrir  sin3acos(i.  —  C); 

on  aora  donc 

J»_      6r>'<.'   .  .    ,         . 

d^—       -ÇIT  sina«  sin  (..  —  ()  cos(l'  —  ff), 

3 ÇîT  s™  ?s"n  a«cos(i> — 8)cos(p— ff). 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  fiwmules  prëoé. 
dentés,  et  en  intégrant  ensuite,  en  négligeant  1m 
excentricités,  ce  qui  permet  de  supposer  v=nt+,. 


on  aura 


4/." 


-^'«n».[«™()_0+ !„.(„,  +  „_,_  qj 
L'iadinalKm  de  l'oAile  est  donc  sujettu  k  une  vari». 
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tioD  séculaire^  et  le  nœad  à  ud  mouvement  rétro- 
grade sar  le  plan  tize  ;  c'est  l'effet  le  plus  sensible 
de  l'action  des  étoiles  sur  le  système  planétaire, 
puisqu'on  voit  eu  effet  que  les  expressions  précé- 
dentes sont  les  seules  parmi  les  variations  séculaires 
résultant  de  cette  cause,  qai  soient  indépendantes  de 
l'exceutricité  de  l'orbîte. 

En  différentiant ,  par  rapport  à  J",  l'expression  de 
la  latitude,  et  n^ligeant  les  termes  dépendans  des 
excentricités  et  du  carré  des  inclinaisons,  on  a 

J'f  =  J'^s\a(nt~^i — 6) — sin  Ç<rfl  cos  (ni  +«  —  6). 

En  n'ajant  donc  égard  qu'aux  variations  séculaires, 
en  vertu  des  valeurs  de  cTç  et  sin  (pS^ ,  on  aora 

J's  =  — jpi — 8iuaasin(ni  -+-  i  —  €). 

Cette  variation  séculaire  du  mouvement  en  lati- 
tude, surpasse,  comme  on  voit,  celles  du  mouve- 
ment en  longitude  et  du  ra^on  vectenr;  elle  sera 
d'autant  plus  sensible,  que  la  moyenne  distance  de 
la  planète  au  Soleil  sera  plus  considérable,  mais  son 
diviseur  est  lui-même  si  grand,  qu'il  est  évident 
qu'elle  ne  saurait  devenir  appréciable  qu'après  on 
grand  nombre  de  siècles. 

Supposons,  par  exemple,  que  m  soit  la  Terre, 
d'après  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  la 
distance  des  étoiles,  r'  ne  peut  être  an-dessous  de 
loooooa,  en  faisant  donc  a  =  i  etn^ia95977''55,  la 

quantité     .  j  ■  sera  moindre  que  o", 00000000097, 

auDsi  le  terme  précédent  de  la  valeur  de  J's  n'exeé- 
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dera  pas 

o"jOOOOOoooo97m'<  ; 

t  désignant  un  nombre  d'années  j,uliennes,  en  sorte 
qu'il  faudrait  supposer  aux  étoiles,  une  ntasse  cent 
fois  plus  grande  que  celle  du  Soleil,  pour  que  ce 
terme  pût  s'élever  k  lo"  dans  un  million  d'années. 
n  en  serait  de  même,  à  plus  forte  raison,  relative- 
ment au  rayon  vecteur  et  à  la  longitude.  Ou  peut 
donc  regarder,  quant  à  présent ,  l'influence  des  étoiles 
sur  le  mouvement  des  planètes,  comme  absolument 
insensible. 

Concluons  donc  que  l'action  des  étoiles  sur  le  sys- 
tème solaire  introduit,  à  la  vérité,  des  variations  sé- 
culaires dans  les  eicentricités  et  les  inclinaisons  des  or- 
bites des  planètes,  et  que  comme  ces  inégalités  ne  satis-- 
font  pas  aux  éqnatioas  de  condition  (e)  et  (p),  n"  65 
et  69,  livre  II,  il  s'ensuit  que  la  stabilité  du  système 
planétaire  n'existe  plus  relativement  à  cette  cause  per- 
turbatrice. Mais  à  raison  de  l'extrême  éloigaement  des- 
étoiles,  les  effets  qui  en  résultent  seront  probablement 
toujours  inappréciables,  et  dans  tous  les  cas  ils  ne 
pourront  se  manifesterquedansdes  temps  très  éloignés.. 

Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  &ire  re-^ 
marquer  encore  une  fois  combien  la  méthode  de  la  Ta> 
nation  des  élémens  elliptiques  que  nous  avons  em- 
ployée dans  ce  chapitre  et  dans  celui  qui  le  précède 
est  supérieure ,  pour  traiter  les  questions  du  genre  de 
celles  que  nous  avons  considérées,  à  l'intégration 
directe  des  équations  du  mouvement  troublé.  Non- 
seulement  cette  méthode  donne,  de  la  manière. la 
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pins  simple,  toates  les  ÎDégalîtés  du  mouvemeot  de 
la  planète  en  longitude  et  en  latitude ,  mais  elle  a 
seule  Tavantage  d'indiquer  clairement  l'influence  de 
la  force  perturbatrice  sur  cbacun  des  démens  de  son 
orbite ,  et  d'offrir  ainsi  le  moyen  de  remonter  aisé- 
ment des  effets  aux  causes,  au  mîliea  de  toates  les 
influences  diverses  qui  compliquent  les  mouTemens 
planétaires. 
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CHAPITRE  VllL 


Inégalités  du  mouvement  des  planètes  produites  par 

Faction  des  satellites  et  des  comètes. 


83.  Les  masses  des  satellites  Boatep  général  si  petite 
relatWemeat  à  celles  des  planètes  qu'ils  accompa- 
gnent ,  que  les  pertnrbations  qu'ils  causent  dans  leurs 
monvemens  ne  peuvent  être  que  très  pea  considéra-r 
blés,  elles  paraissent  même  tout-à-fait  insensibles, 
excepté  pour  la  Terre  troublée  par  la  Lnne.  Il  serais 
donc  inutile  de  nous  occuper  long-temps  de  ces  per- 
turbations^ mais  leur  détermination  peut  devenir- 
très  simple  par  les  propriétés  du  centre  de  gravité. 

En  effet,  nous  avons  vu,  n°  11,. livre  II,  que  là- 
planète  M  décrivait  à  très  peu  près  le  Aèqw  orbit« 
qne.si  sa  masse  et  celle  de  ses  satellites  étaient  réanif- 
«a  centre  commun  de  gravité  du  sj^stème.  En  sorte 
^e  si  dans  les  formules  des  chapitres  jx-écéden»  oa 
angraente  la  masse  de  U  planète  que  sons  désigne- 
rons par  M ,  des  masses  de  ses  satellites^  l'orbite  qtti 
en  résultera  sera  celle  du  centre  de  gravité  dn  sys- 
tème, et  pourra  aussi  être  regardée  comme  l'ellipac 
même  de  la  |Janèfe  xésnltaot  de  la  première  apiH<o- 
«oMtîoa. 
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Cela  posé,  soient  X,  Y,  Z,  les  coordonnées  de  M 
rapportées  à  ce  centre  prispoar  origine  des  coordon- 
nées, et  an  plan  de  son  orbite  choisi  pour  plan  des 
X  et  des  Y;  soit  de  plus  V  l'angle  que  forme  avec  une 
ligne  fixe,  d'où  l'on  compte  les  longitudes,  l'axe 
des  X.  Nommons  m,  m',  m",  etc.,  les  masses  des  satel- 
lites, r,  /, /,  etc.,  leurs  rayons  vecteurs,  t-,  (/,  v'.etc-, 
leurs  longitudes  sur  le  plan  de  l'orbite  de  M,  et 
j,  y,  s",  etc.,  leurs  latitudes  au-dessus  de  ce  plan. 
Les  coordonnées  de  m,  m',  etc.,  relatives  au  centre 
commun  de  gravité,  seront  X  +  rcas(*'  — V), 
Y  +  rsinCf— V),  Z-h"-»  X-(-r'cos((/— V),etc. 
Par  les  propriétés  de  ce  centre,  on  aura  donc 

(M-|-2i»)X-|-mrcos  (t^V)-H'n'r'  cos(f'-V)-Hlc.=o, 
(M+2m)Y-Hmrsin  (p-V)-t-'»Vsin  (v'-V)-fetc.=o, 
(M+2m)Z-H'nw  +  niy/-f-etc.  =o. 

La  caractéristi(]ue  S  devant  s'étendre  à  tous  les 
satellites. 

'  On  aura  donc  Immédiatement,  au  moyen  de  ces 
équations,  les  valeurs  des  trois  coordonnées  X,  Y,  Z, 
de  la  planète  relatives  au  centre  commun  de  gravité 
an  moyen  des  valeurs  de  r,  v,  s,  r',  /,  /,  etc.,  sup- 
posées connues.  Or,  ces  quantités  dépendent  des  po- 
sitions des  satellites  entre  eux  et  par  rappoft  çu 
Soleil.  Ija  simple  configuration  des  satellites  d'une 
planète  suâ^ra  donc  pour  déterminer  a  chaque  in»* 
tant  ses  pertui^tions  dans  l'orbite  qu'elle  décrirait 
sans  l'action  de  ses  satellites.  Les  inégalités  que  cette 
action  produit  sont  par  conséquent  toutes  périodi-^ 
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ques,  et  l'on  voit  en  outre  que  les  masses  des  sa- 
tellites étant  en  général  très  petites,  relatÎTement  à 
celles  des  planètes  principales,  ces  inégalités  seront 
très  pea  considérables.  01es  sont  insensibles  pour 
Jupiter,  et  il  est  probable  qu'il  en  est  de  même  pour 
Saturne  et  Uranus. 

84-  L'action  des  planètes  cause  dans  le  mouvement 
des  comètes  des  perturbations  très  sensibles  ;  elle  peut 
même  changer  entièrement  la  nature  de  leurs  orbi- 
tes, comme  cela  parait  avoir  eu  lieu  relativement  à 
la  comète  de  1770,  loi'squ'elle  s'est  trouvée  dans  le 
voisinage  de  Jupiter.  Si  les  masses  des  comètes  étaient 
comparables  à  celles  des  planètes ,  il  résulterait  de 
leur  réaction  des  pertu^-bations  correspondantes  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Ainsi,  par  exemple,  la 
comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a  le  plus  appro- 
ché de  la  Terre,  aurait  altéré  la  durée  de  l'année  si- 
dérale, et  aurait  causé  quelque  dérangement  dans  le 
système  des  satellites  de  Jupiter  qu'elle  a  traversé  en 
entier.  Or,  rien  de  semblable  n'a  eu  lien  ;  et  comme 
l'observation  n'a  indiqué  jusqu'ici  dans  le  mouve- 
ment des  planètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité 
provenant  de  pareille  cause,  on  doit  supposer  que 
les  masses  des  comètes  sont  tellement  petites,  que 
leur  influence  sur  te  système  planétaire  est  tout-à- 
fait  insensible.  Leur  choc  même,  si  dans  l'immensité 
des  siècles  quelqu'une  d'entre  elles  venait  à  rencon- 
trer sur  sa  route  une  planète  ou  un  satellite,  ne  cau- 
serait très  probablement  dans  la  marche  de  ces  astres, 
que  de  faibles  altérations. 
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CHAPITRE  IX. 


Du  plan  invariable  du  système  du  monde, 

85.  Noos  avons  nommé  plan  invariable  da  système 
da  monde  ^  un  plan  qui  a  la  propriété  de  rester  tou- 
jours parallèle  à  lui-même,  quels  que  soient  les 
cbangemens  qu'éprouvent  les  excentricités  et  les  po- 
sitions des  orbites  planétaires  par  l'efiet  des  varia* 
lions  sécolaires.  Noos  avons  démontré,  n'  79 ,  livre  II, 
l'invariabilité  de  ce  plan,  en  ayant  ménie  ^ard  au 
carré  de  la  force  perturbatrice ,  et  l'on  a  pu  voir, 
u"  55,  qu'en  effet  ce  résultat  se  vérifie  relativement 
aux  inégalités  séculaires  des  élémens  des  orbites  de 
Japiter  et  de  Saturne ,  dépendantes  des  termes  qui 
pMToduisent  les  deux  grandes  inégalités  de  ces  pla- 
nètes. Nous  ajouterons  encore  quelques  mots  aux 
considérations  que  nous  avons  présentées  sur  ce  su- 
jet dans  difTérens  endroits  de  cet  ouvrage. 

Considérons  généralement  un  système  de  corps 
m,  m',  etc. ,  réagissant  les  uns  sur  les  autres  d'une 
manière  quelconque,  et  qui  ne  sont  soumis  à  l'action 
d'aucune  force  étrangère.  En  nommant  dm  l'un  des 
élémens  de  m,  et  x,  t,  z,  ses  trois  coordonnées  rec- 
tangulaires rapportées  au  centre  de  gravité  du  sys- 
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tème,  par  la  propriété  de  la  consenratioD  des  aires, 
on  aura,  n"  a5,  livre  I"; 

Les  intégrales  S  devant  s'étendre  à  la  masse  entière 
de  m,  et  la  caractéristique  S  comprenant  toutes  les 
intégrales  semblables  relatives  à  m',  ni',  etc. 

Les  trois  constantes  l,  ï^  T^  déterminent  la  position 
d'un  plan  qne  nous  appellerons  plan  maximum  des 
aires  pour  le  distinguer  de  celui  que  nous  avons 
nommé  plus  spécialement />^  invariable.  En  effet, 
soit  <b  rinclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  ay,  et  II 
la  longitude  de  son  nœud ,  on  aura ,  n*  aS ,  livre  I*% 

tang  V  sin  n  =:  -j  ^     tang  <b  cos  n  ^  t. 

Cela  posé ,  soit  x,  y,  z*  les  cbordonnées  du  centre 
de  gravité  de  m,  et  j;*,  it,  ^,  les  coordonnées  de  l'élé- 
ment dira  relatives  à  ce  centre»  on  aura 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i), 
et  observant  que  par  la  nature  du  centre  de  gravité 
les  trois  intégrales  S.  if t/m,  S.ndm,  S.^fAn,  ainsi  que 
leurs  différences  relatives  au   temps  t  sont   nulles. 
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d'elles-mêmes,  on  trouvera 

Ces  valeurs  se  composent,  comme  on  voit,  de  denx 
parties,  l'une  relative  aux  aires  résultantes  du  mou- 
vement de  translation  des  corps  m,  m",  etc.,  sup- 
poses concentrés  dans  leur  centre  de  gravité  res- 
pectifs, la  seconde  aux  aires  que  produisent  leurs 
mouvemens  de  rotation  autour  de  ces  centres  re- . 
gardés  comme  des  points  fixes. 

Si  l'on  rapporte  les  coordonnées  des  corps  m , 
m',  etc.,  à  l'un  d'entre  eux  M ,  pris  pour  centre  des 
mouvemens,  les  premiers  termes  des  trois  équations 
précédentes  coïncideront  respectivement  avec  les 
premiers  membres  des  équations  (A) ,  n'  77,  livre  II; 
et  l'on  doit  remarquer  que  les  seconds  termes  de 
ces  formules  représentent  ici  ceux  qu'introduirait 
dans  ces  mêmes  équations  la  considération  des 
termes  de  la  fonction  perturbatrice  R  dépendans  de 
la  figure  du  Soleil  et  des  planètes.  Ce  n'est  donc  pas 
sans  le  savoir  que  dans  la  théorie  du  plan  invariable, 
n'  76,  livre  II,  on  a  négligé  les  aires  provenant  de  la 
rotation  du  Soleil  et  des  planètes,  cette  omission  a 
été  volontaire,  et  l'on  va  voir  qu'en  effet  elle  est  par- 
faitement justifiée. 

S6.  Ou  peut  donner  aux  équations  (  2)  une  autre 
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{orme.  Eq  effet,  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C,  les  trois 
momeos  d'inertie  du  corps  m  par  rapport  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gra- 
Tité,  par  p,  q,  r,  les  composantes  de  sa  vitesse  de 
rotatioq  suivant  ces  mêmes  axes;  et  par  a,  b,  c,  les 
cosiaus  des  angles  que  forme  respectivement  avec 
eux  l'axe  des  coordonnées  x,  on  aura 

S.dm  (^^^5^)  ==  Aa'>  +  Bi'g  +  Cc'V, 

l'intégrale  S  devant  être  étendue  à  la  masse  entière 
du  corps  m.  On  aurait  des  expressions  analogues  pour 
les  aires  relatives  aux  plans  des  xz  et  des^z;  les 
équations  (a)  deviendront  ainsi 

Le  signe  S  devant  être  étendu  à  tous  les  corps 
agissans  du  système. 

Remarquons  maintenant  que  si  les  corps  m,  m',  ete., 
étaient  parfaitement  sphériqnes»  ou  si  aucune  force 
étrangère  ne  troublait  leur  mouvement  de  rotation , 
la  quantité  Aa";> -+- Bi'y  +  G:' V,  serait  constante  par 
elle-même,  n"  35,  livre  I",  quelle  que  fut  la  nature  de 
ces  corps;  son  inlroduction  dans  les  équations  pré- 
cédentes ne  ferait  donc  que  changer  la  valeur  de  la 
constante  /,  il  en  serait  de  même  relativement  aux 
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quantités  analogues  qui  entrent  dans  les  deux  der- 
nières équations  (3).  Soit  donc  c,  c',  d',  ce  que 
deriennent  alors  les  trois  constantes  /,  V  ,F,  il  est 
clair  que  le  plan  qui  en  résultera  et  qui  est  celui  que 
nous  ayons  nommé  plan  invariable  dans  la  théoiie 
du  système  du  monde,  sera  tout  aussi  immuable 
que  le  plan  maximum  des  aires;  mais  il  aura  sur 
lai  l'avantage  que  sa.  position  sera  facile  à  détermi- 
ner, parce  qu'elle  ne  dépendra  que  des  données 
fournies  par  l'obserration ,  tandis  que  celle  du  plan 
maximum  des  aires  exigerait  qu'on  eût  déterminé 
d'abord  les  momeos  d'inertie  A,  B,  C,  etc.,  de  tontes 
les  planètes  qui  nous  seront  probablement  toujours 
inconnues. 

Ce  n'est  donc  qu'à  raison  de  la  di£Fërence  qui  existe 
entre  la  figure  des  corps  célestes  et  celle  de  la  sphère , 
et  des  inégalités  périodiques  et  séculaires  qui  résul- 
tent, dans  les  seconds  termes  des  équations  (5),  de 
ce  que  les  forces  qui  les  animent  ne  passent  pas  exac- 
tement par  leur  centre  de  gravité,  que  le  plan  que 
nous  avons  déterminé  dans  le  n°  78  du  livre  U , 
pourrait  ne  pas  demeurer  toujours  parallèle  à  lui- 
même  dans  les  différens  siècles.  Mais,  d'abord,  en 
étendant  à  tous  les  corps  célestes  ce  que  nous  avons 
démontré  relativement  &  la  Terre ,  n*  30 ,  livre  IV, 
leurs  pôles  de  rotation  étant  fixes  à  leur  snr£ice,  et 
leur  vitesse  de  rotation  pouvant  être  regardée  comme 
constante  quand  on  néglige  les  quantités  périodiques , 
si  l'on  suppose,  comme  dans  le  n"  i4,  que  le  mou- 
vement de  rotation  de  m  s'efiêctue  autour  de  son 
troisième  axe  principal,   on  aura  pss  o,   q  =0 
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et  r  £=:  a>  ,  en  désignant  par  et  la  TÎtesse  an- 
gulaire de  rotation.  Soit  donc  K  l'angle  que  forme 
l'axe  de  rotation  avec  l'axe  des  z,  on  aura  simple- 
ment 

ï.„(î&rJ*)+2.Ca.cosA=Z.      (4) 

En  nommant  fe  et  r  les  angles  qae  forme  respective- 
ment le  même  axe  avec  les  axes  des_/  et  des  x,  les 
deox  dernières  équations  (  5  )  prendraient  une 
forme  semblable  ;  et  l'on  voit  par  conséquent  que 
si  les  sectHuls  termes  de  ces  équattoos  sont  affec- 
tés de  quelques  Tariations  séculaires,  elles  ne  peu- 
vent prOToaîr  qne  de  la  variation  des  angles  X,  fi 
et  r. 

Or,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  Soleil.  Si 
les  angles  A,  ^ ,  v  étaient  sujets  à  quelque  inégalité 
séculaire  sensible,  comme  le  moment  d'inertie  C est 
très  grand  k  raison  de  la  masse  et  du  volume  du  So- 
leil ,  il  en  pourrait  résulter  dans  G»  cos  ?i.  des  inéga- 
lités susceptiUes  de  devenir  considérables.  Mais  il  y  a 
lieu  de  croire  que  ce  cas  n'arrive  pas  dans  la  natnre. 
En  effet ,  les  déplacemens  de  l'équateur  solaire  ré- 
sultant de  l'action  des  planètes,  sont  d'abord  exces- 
sivement petits  comparés  à  ceux  des  équateurs  pla- 
nétaires résultant  de  l'action  réciproque  du  Soleil 
siir  ces  corps.  Les  variations  des  angles  A,  /c,  v  se- 
raient donc  déjà  très  peu  considérables  par  cette  senle 
raison,  quelles  que  fussent  d'ailleurs  la  figure  et  la  cons- 
titution du  Soleil  ;  mais  comme  ces  variations  sont , 
en  outre  de  Tordre,  l'aplatissement  du  Soleil,  quantité 
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Décessairement  très  petite,  puisque  nous  avons  vu 
qu'il  n'en  résultait  dans  les  mouvemens  des  pla- 
nètes aucune  inégalité  appréciable,  on  doit  les 
regarder  comme  tont-à-fait  insensibles.  On  peut 
donc  considérer  les  seconds  termes  des  équations  (3) 
comme  constans  et  le  plan  invariable  comme  Inal- 
térable ea  tant  qu'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  So- 
leU. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à  ce  résultat  dans  le 
I  ix°  79,  après  avoir  démontré  que  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  n'étaient  af- 
fectées d'aucune  inégalité  i  longue  période  dépen- 
dant de  l'ellipticité  du  sphéroïde  solaire. 

Supposons  maintenant  que  le  terme  Ci»  cos  A  se 
rapporte  à  une  planète.  Il  arrivera  ici  le  contraire  de 
ce  qui  a  lieu  pour  le  Soleil.  La  position  des  éqna- 
teurs  planétaires  changeant  sensiblement  avec  le 
temps ,  la  valeur  de  cos  A  sera  affectée  d'inégalità 
séculaires  qu'on  ne  pourra  pas  négliger,  mais  comme 
le  facteur  Co)  qui  le  multiplie  est  alors  une  très  petite 
quantité,  il  n'en  pourra  résulter  encore  dans  l'é- 
quation (4)  que  des  quantités  insensibles. 

Prenons  pour  exemple  la  Terre,  que  nous  regar- 
derons comme  un  ellipsoïde  homogène  et  de  révo- 
lution. Soit  D  le  demi-diamètre  de  l'éqnatenr,  ou 
aura  C  :=  1  mD ,  et  cette  valeur  sera  plus  grande 
qu'elle  ne  devrait  l'être  réellement,  parce  que  les  cou- 
ches terrestres  diminuent  de  densité  du  centre  à  la 
surface,  ti*  46,  livre  V;  le  second  membre  de  l'é- 
qualion  (4)  contiendra  donc  le  terme  |mD»aicosA, 
at    étant   la    vitesse    angulaire    de    rotation    de    la 
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TerrOj  et  A  roblïqHité  de  rédiptii^ue  en  supposant 
qu'on  ipKuà.  ce  pjan.ponr  œlui  des  xjr.  Or,  si  l'oa 
nomme  a  la  diatance  moyenne  de  la  Terre  au  So- 
leil et  n  fia  TÎtesse  -moyenne  dans  son  mouvement 
aaqoelf  le.tenne  relatif  à.  la  Terre  dans,  le  premier 
meiiij)re  de  la  loénie  équation  sera  ma'n.  La  durée 
de  la  révolution  sidérale  de  la  Terre  «st  de  565,  a56 
d'où  l'on  tire  : 

^=565,256; 

le  rapport  de  a  ^  D  est  de  33984  eitriron^  ou  aura 
donc  ainRÏ  : 


On  Toit  donc  que  le  mouvement  de  rotation  da  la 
Terre  n'introduit  dans  l'équation  (  4  )  (fae  des 
quantités  insensibles  relativement  à  celles  qui  résul- 
tent dv  monvemeat  de  translation  ;  les  variations  de 
ces  quantités,  qui  doivent  seules  nous  occuper  ici  , 
seront  donc,  à  plus  forte  raison,  tout-à-fait  insensi- 
bles, et  ne  pourront  influer  sur  la  valeur  de  U 
constante  /  (*).  Il  en  serait  de  même  de  toutes  les 

^  Si  Ton  ne  considère,  pour  un  momeat,  qiie  la  Terre, 
et  qu'on  Ikwe  abatraction  des  (mires  planètes,  le  plan  inva- 
nablfl  deriemlra  le  pian  même  de  l'^diptique  ;  et  si  l'onaup- 
pa*e,<{iie  l'obliquité  varie  d«  5°,  il  est  aisé  de  voir  que  la  t^ 
riation  correspondante  de  la  quantité  C«  cos  x  ne  prodairait 
pas  dans  l'éqoanon  j[4)  un  terme  qui  fut  la  cent-millionième 
partie  de  U  constante  /.  Il  s'ensuit  donc  que  les  mêmes  forces 
qui  produisent  des  déplacemens  très  sensibles  dans  l'équateur 
twi<eatre ,  Mnt  absolument  impuissantes  à  produire  la  moindre 
•ItératMndans  Ik  position  de  IVclipiiqne. 

ToHE    III.  33 
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planètes  à  raison  delà  petitesBè <he  leurs  dînenÂous 
comparées  à  œlles  des  orbites  qu'elles  décrivent  aa- 
tonr  du  Soleil.  Il  suit  de  là  que  dans  la^détennioa- 
tion  du  plaa  înTaFÎable,  on  peut  se  dbpenicp  d*a- 
voir  égard  à-1'ellipticité  du  Sole!)  et  des  planètes';  et 
que  ce  plan  est  immuable  commeil  le'  serait  st-tous 
les  corps  célestes  fonnaient  dès  points  tnas^fe-  pUcâ 
à  leurs  centres  de  gravité  respectifs.  ■  ■    i^. 

Quant  aux  satelliteB,  leurs-masses  étant  très  pe- 
tites relativement  à  celles  des  planètes  principales , 
les  termes  qui  résulteraient  dans  les  équatio)!^  '(S) 
de  la  considération  de  leurs  mouvemens  dan$  leurs 
orbites,  peuvent  à  tous  égards  être  regardés  comme 
insensibles. 

L'action  des  étoiles  sur  le  système  scitaîre  poiirr 
ratt  donc  seule  altérer  k  la  longue  la  stabilité  du  plan 
invariable  ;  mais  comme  on  t'a  vu,  si  cette  influencé 
devait  produire  des  effets  appréciables,  ce  u'est  qu'a- 
près un  grand  nombre  de  siècles  qu'ils  pourraient 
se  manifester. 

Concluons  donc  enfîn  que  la  théorie  du  plan  in- 
variable ,  telle  que  nous  l'avons  présentée  d'après 
Laplace^daos  le  0*79  du  livre  II,  ne  laisse.rien  à  dé- 
sirer sous  le  rapport  de  l't-xactitude  ;  la  rigueur  des 
formules  et  des  raisonnemeos  sur  lesquels' elle -est 
fondée,  le  témoignait  déjà,  mais  il  était  nécessaire 
d'entrer  dans  les  développemens'précédéns',  pouï- 
rëdàire  à  leur  valeur  les  objections  que  l^on  avait 
cru  pouvoir  élever  contre  cette  théorie ,  sans  les  ap- 
puyer ,dVucune  discussion  sérieuse..  I4)Isq^'Qa  ap- 
plique l'analyse  aux  phénomènes  célestes,  saos  &ira 
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entrer  en  considération  les  dispositions  particolières 
à  notre  eystèoie  planétaire,  qui. luodiSeot  je«6  phé- 
nomènes à  l'infini,  on  construit  des  utopies  géomé- 
triques presque  toujours  sans  ^plicatïon  au  monde 
réel;  et  lorsqu'on  prétend 'se 'pd<!ser  du  secours  du 
calcul,  ce  puiss^int  auxiliaire  de  l'esprit  humain,  on 
tombe  le  plus  souvent  dans  d'inévitables  erreurs. 
C'est  ici  le  cas  de  répéter  ce  que  nous  distons  dans 
rintpodu«Tii>&  de  oef^i^iti^erlËtfWi'àBoéeKAyMhéii- 
ques  sont  insuffisantes  pour  suivre  dans  tous  leurs  dé- 
Teloppemens-  le»  phénsmèiws  qui irémtteiit  'de i la^.loi 
de  la ' gravitalioo  ;  Neivlon  lui-rBêtiies'^tnontp»  ,;«t 
la -plus  profoodp  analyse  çst  le  sieul  guide  infltlUfaif 
daÂsia.sa>vaoïe,th^orie.dD  mécanisme. des  cieux;    -' . 
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CHAPITRE  X. 


Masse^Bt  élémens  des  orhi6es  des  planètes. 

Nous  allons  rénnir  dans  ce  chapitre  les  valenra  des  ' 
difiërentes  quantités  qui  entrent  dans  les  formoles 
précédentes  ,  et  qui  se  rapportent  respectivement  à 
chacune  des  sept  planètes^rincipales.  Mercure,  Vé- 
nus ,  la  Terre ,  Mars ,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus. 
Ces  valeurs  résultent  de  la  comparaison  des  formules 
de  la  théorie  aux  résultats  de  l'observation  ,  ce  sont 
les  seules  données  qae  la  ïfécanique  céleste  em- 
prunte k  l'obserTalion. 

Masses  des  planètes,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 
unité. 

87.  Nons  avons  deux  moyens  de  détennîner  les 
masses  des  planètes,  soit  par  l'observation  des 
élongations  de  leurs  satellites  pour  celles  qui  sont 
accompagnées  de  satellites ,  comme  on  l'a  vu  n'  3S, 
livre  II,  soit  en  comparant  les  inégalités  qu'elles 
produisent  dans  leurs  monvemens  réciproques  en 
vertu  de  leur  action  mutuelle ,  déduites  de  l'obsep- 
vatioo,  à  ces  mêmes  inégalités  calculées  parles  for- 


:.çi,i,zedi!vG00Qlc 


DU  SYSTÈME  DU  HONDB.  34  • 

mules  de  U  tfaéorie..  Les  in^alitéa  sécalaires  seraient 
celles  qui  présenteraieat  pour  cet  objet  les  doonées 
les  fias  exactes  ,  mais  elles  ne  sont  pas  eoQore  assez 
tnea  coonnes  eo  ce  moment^  pour  qa'oo  paisse  les 
employer  à  cet  tisage  j  on  y  snpiJée  en.  reconrant 
aux  îaé^ililés  përiodjqaes  et  en  disant  coocoarir  k 
leur  d^ertnioatioa  un,  grand  nombre  d'observations 
que  l'on  combine  entre  elles  de  manière  à  en  tirer  les 
résnllats  les  plus  probables.  C'est  par  la  réupioa  de 
ces  moyens  qu'on,  a  déterminé  les  valears  suLTaotes , 
qui  nous  semblent  les  plus  exactes  qu'oc  ait.obteojaes 
insqn'ici.des  masses  planétaires. 

Mercure m    =  -%, 

Vén«8 nf   =-^^, 

^»  '^^^ «"  =  ïsès?' 

•'"p^**'" «"=^;;ï5^» 

s**»™* "**  =3^» 

""°"s •  •  •  •  ™"  =  7^- 

La  plus  imp<wtante  de  ces  masses  par  sa  grandeur, 
et  par  conséquent  par  son  infinence  sur  les  perturba- 
tions des  planètes  et  des  comètes ,  est  celle  de  Ju|ù- 
ter.  Xfi  Valeur  précédente  diffère  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  n*  aS,  etquel'on  adéterminée 
au  moyen  des  élongations  du  quatrième  satellite  de 


Eiiiizedbv  Google 


i^t  THÉORIE  ANALTÎKjUE 

CCttë'jptanète.'DépQÎs  quelques  Années  ,'1e  atlciïrdes 
pertWrliatib^sdes  pranètôs  secondaires  Pallas,  Judon, 
VfestaéfC^rès',  séWiWaiëot  nlcRtJner  qne  cette  masse 
aVatt  isdjoîn  "Sié  ddiTectîbn ,  ■  et  faisaient  désire*-  de 
ric^t^elfés^  dteerVadûtts  dés  éFohgdttoiis  des  '■  satellites 
de  Jàft^t^t-','  d'où'  dé^nâ'  fa  'âé^cWn'lnatiOn  exacte  de 
leoV"  distante'  rrtdj^enne  ■  au  eertWedie  la  plahèle.'£n 
effet ,' iellfes  dobl 'oil  âVàil'fait  usagé  Jusqu'ici  sont 
d\les  à  Pbùnd,  aS^aohlc  Conlëthp6rain  de  Nei*ton; 
et  encore  ne' l'es' cônnatl-^n  que  }lar  leurs  résultats 
rà^lîorlés  dans  l'a  Iftilsièrne  parrie  du  livre  des  Pi-in- 
cipes.  Aujourd'hui  que  'iioiis  possédons  des  instra" 
mens  plus  exacts  et  des  méthodes  plus  correctes,  il 
devenait  nécessaire  de  reprendre  ce  travaiLlrt.  Airy, 
dont  nous  avons  déjà  eu  Toccaslon  de  parler,  l'a  en- 
trepris ;  il  à  fait  à  l'Observatoire  de  Cambridge  une 
nouvelle  série -d'obaBrrations ,  et  par  leur  comparai- 
son aux  fables  des  satellites  déduites  de  la  théorie  de 
Laplace ,  il  a  déterminé-  la  distance  moyenne  du  qua- 
trième^  satellite  a^  centre  de  Jupiter^  qu'il  a  trouvée 
égale'à'0'.oia57977.  Ou  aura  donc  en  prenant  pour 
unité  la  d^taoce  m.9yenne  de  la  Terre  au  Sojeîl ,  et 
conservant  les  notations  du  n*  35  du  second  livre  : 

'a  ^  ît 
log    a'  =_  8.0996728, 
■  X^  TjSE  a. 56^77, 
ïaf^T  ■=>  i.asa45o6.   . 
Ces  valeurs  substituées  dans  l'équation    (m)  du 
méDMJ.  numéro  doonent  ,-à-gi  poiu*  1^  masse  de 
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Jupiter,  <oii  plis  exactement  poocJa:  somme  des 
jnaises  de  la  fiane^  et  de  Ison  :quatricfme  satellite  , 
la  muse  do  Soleil  étant  prise  pour  onité.  Cette  va* 
léur  s'accorde  d'àne  manière,  satisfaisante  avec  celle 
«fai  r^olte  des  pertucbatioils  des  petites  plaoètes. 
-^'elEat'i  rticolaï  ,  '  par  ie  caloil  des  inégalités  pro- 
duites .par  i'aetiou  de  Jupiter  sar  Jùnon  pendant  an 
t^mps  donne  y  a  coi^n  que  la  masse  de  Jupiter  était 

de  — ë5 — 7.  Encke  a  déduit  des  perturbations  de 
Vesta    la    valeur    — v- pour  cette  même  quan- 

tité}  et  Gan£8  a  trouvé  la  même  valeur,  ou  une 
ralear  h  très  peu  près  la  même  par  le  calcul  des 
perturbations  de  Fallas.  Enfin,  comme  on  l'a  vu 
a'  75,  Enckç  a  déduit  des  équations  de  condition 
qui  lui  ont  servi  à  déterminer  le  coefficïeat  constant 
qui  exprime  la  résistance  de  l'étber  i  l'unité  de  dis- 
tance, sur  la  cométe.périod^que  de  itiig,  une  masse 

à  démontrer  que  la  masse  conclue  des  observations 
'de  ^CHiod  ,  et  qui  a  été  adoptée  par  les  géomètres 
depuis  Dlewton,  ,a  bwwin  de  corrections,  et  il  ne 
s'agili  pins  que  d*  cboisir  entre  les  valeuis  précéden- 
tes.. Quoique,  la.,  méthode  fondée  sur  l'observation 
tde«  iélongations  de^  satellites  soit  la,  plus  directe  et 
delon.nons  laplus. exacte  que  l'on  puisse  emplojrei- 
pour  déterminer  la!  masse  de  Jupiter  ,  cependant 
comitHei  les  observations  de  M.  Air_y  peuvent  n'être 
point  ox«niptes  de  quelques  légères  erreurs,  et  qu'il 
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aonooce  l'intention  de  les  renouTeler  dans  det  cir- 
constances plus  foyorables  à  ce  genre  de  recherches, 
dans  les  années  i854,  td35  et  i836,  nons  arons  cm 
devoir,  en  attendant,  admettre  la  masse  dédaïte 
des  perturbations  de  Jnnoa,  parce  que  c'est  celle 
que  les  astronomes  étrangers  ont  généralement  adop- 
tée, et  que,  d'ailleurs,  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  elle  et  les  autres  valeurs  que  nous  avons  rap- 
portées ,  fait  que  si  elle  avait  besciin  de  corrections 
les  résultats  suivans  n'en  seraient  que  faiblement 
afTectés. 

Les  masses  de  Saturne  et  dllranus  sont  celles  qui 
résultent  des  équations  de  condition  qui  ont  servi  à 
la  construction  des  tables  de  Bouvard.  Cette  manière 
de  les  déterminer  doit  être  préférée  ici  à  celle  qui 
serait  fbudée  sur  les  élongations  observées  des  sa- 
tellites de  ces  deux  planètes,  parce  que,  vu  leur 
extrême  difficulté ,  les  observations  de  ces  élonga- 
tions sont  encore  beaucoup  moins  certaines  que  celles 
des  satellites  de  Jupiter.  Il  ne  faut  pas  se  dissimuler 
cependant  que  selon  M.  Bouvard  la  masse  de  Jupiter, 

déterminée  de  la  même  manière  ,  serait  de s, 

■070,5» 

valeur  qui  diflêre  peu  de  «tHe  que  l'on  déduit  des 

observations  de  Pound ,  n*  38,  livre  H,    mais  qui 

ne  peuvent  nullement  concorder  avec  les  résaltats 

des  perturbatioos  des  petites  planètes ,  on  avec  U 

valeur  qui   résulte  des    nouvelles  observatioos  de 

M.  Airy.  II  est  donc  très  probable  que  les  masses  de 

Saturne  et  d'Uranus  ,  dwmées  par  M.  Bouvard,  ont 

également  besoin  de  correctionB,  et  nous  savons  que 
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cet  astronome  s'occape  en  ce  moment  pour  cet  objet 
d'ane  nouvelle  révision  des  équations  fondamentales 
de  ses  tables. 

La  masse  de  la  Terre  a  été  délerminée  par  la  fol^ 
mole  (n)  dn  n"  a8,  livre  U^  dans  laquelle  on  a 
supposé 

/  ==  656455 !• 
g  =  9-,8i645, 
log  sia  P  =  log  sin  8"t6o  =i=  5,5i9S564- 

Ces  valeurs,  qni  paraissent  plus  exactes  que  celles 
qui  sont  rapportées  dans  le  numéro  cité  ,  ont 
donné  : 


'*  ~"  356353,6* 

Quant  aux  masses  de  Mercure  et  de  Mars ,  lorsque 
leur  action  snr  les  antres  planètes  n'était  pas  enoor* 
suffisamment  connue ,  oo  les  avait  déduites  d'une 
hypothèse  empirique  sur  la  loi  de  leur  densité.  Ob 
avait  observé^  eu  comparant  les  masses  de  la  Terre', 
Jupiter  et  Saturne  à  leur  volume ,  que  les  densités 
de  ces  trois  i^aoètes  sont  à  très  peu  près  en  raison 
inverse  de  leurs  moyennes  distances  au  Soleil  ;  et , 
en  étendant  par  hypothèse  cette  loi  aux  trois  {danètes 
Mercure,  Mars  et  Jupiter,  il  avait  été  fecile  d'en  con- 
dure  leurs  masses  en  supposant  connus  leurs  diamè- 
tres, qui  sont  donnés  en  effet  par  l'observation.  Mais 
l'arbitraire  de  cette  hypothèse,  qui  s'écarte  beaucoup^ 
comme  oo  sait ,  de  l'exactitude  relativement  à  Vénus 
et  à  Uraniis,  joint  à  la  difficulté  que  présente  l'ob- 
servation des  diamètres  planétaires,  laissait  beau- 
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leotip  d'itHHMBfode  «Une  cette  déterminatini ,  et  il 
«tait  àdëSTPsr  qu'on  fixât  les  masses  dftcesdeax  pla- 
nètes par  des  moyens  plus  directs.  C'est  ce  qu'a  fait 
Oelaniibre  relattvcmentà  Mars  ,  dont  il  a  détermÎDé 
,  la'imas^  par  les  e&ts  qu'elle  prodait  dans  le  niou- 
Temeot  de  la  Terre.  La  comparaison  dVu  très  grand 
nombre  d'observations  du  Soleil ,  faites  par  Bradley 
et  Maskeline  ,  aux  formules  des  |>erturbations  four- 
nies par  .'la  théorie ,  lui  a  donné  -■>g-  ■  pour  la  va- 
leur de  œtte  nasse.  Mais  Bessel,  aprçs.  avoir  discuté 
de  nouveau  lesoJbeervatioos  employées  par Delambre, 

a  jugé  que  cette  quantité  devait  èlre  réduite  à    -^    - , 

et  c'est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée.  Quant  à  la 
masse  de-Mercure ,  on.a  conservé  celle  qui  résulte  de 
Vhyipotbèse  ptecédente  sur  la'loi  dt  densité  des  pla- 
nètes ,'tduti  en  reconnaissant  son  incertitude;  mais 
loU  ddit  observer  que  la  petitesse  dé' cette  masse  fait 
qae  son  inéorretâion  ne. peut  avoîriaucuneiilflBeQce 
cettsifole  snr  ladéterminàtiondes  inégiUtéé  planétairek. 
Bd  vismmant  a  eto'  les  distances  nwj^neti  nespectivte 
de  Méreort  et  Jupiter. au  SoleilyD' et  D' leurs  diamè- 
tres, met  m' leurs  masses  y  on.aura,  seltm l'hypothèse 

précédente, .pour  la  masse  de  Mercure  m  =  -^^  m'. 

En-'snpposant,  ^'après  Ibs  observations,  îles  diamètres 
4tMy«Q9  di;  Meircure  «t  Jupiter  ws  à  la  moyenne  dis- 
'taniCe  de  iia  TtVte  sa  Sbleil  respectivement  de  a  >"^t>o 
^X'^■iC^,"b^',  en  substituant  ensuite  à  la  place  de  à  «la 
les  valeurs  que  nous  donnerons  plus  bas,  ow  trouve. 
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d^ajKrii'la  niasse  adoptée. précédemment  pour  Japi- 
tevi  la  valenrde-m'^enous  av^as  rapport.  i- 
•l 'Aiinn  donc  ^es  valeurs  des  masses  .plauélairas-  ()ue 
iMos  avons  adoptéçsy  ceHes'de.la  Tenv'  et  Mercare 
exSceptées  f  résultent  de 'la  oompacaisoh 'des  robserve* 
tionsaux  formnl|es  analytiques  des  perturbations  «  «t 
eUes  sdne  toutes\déterminées  par  conséquent  d'uoË 
diauxèreuniformeet  symétrique.  Les  masses  de  Ju*- 
[Nier  et'de  Satnvoe,  dont  l'effet  est  si  considérable 
sur  les  inégalités  .des  pluiètes»  laissent  ettcùre  queU 
^ue'indertitndej  de  nouvelles  observations  des  élon- 
gationaidc  leurs' satelGtes  pern^ettroot  bientôt ,  sans 
doBt*  /de  idéterminer  -oti  masses  avec  plus  d'«xacti- 
lude'^u'on^ne  l'a  Ëiit  jusqu'ici  >  et.  l'acoMcd  tles;va- 
Huft  données  par  des  méthodes  si  différentes  en  sera 
k-phiSKÙrevérificktion..'    1 

88.  Nous  avons  donoé.daDfi-lechapitveY  diillyj:^ Jl 
les  formules  qui  servent  k  déduire  des  observa- 
tiwv  tes  étëqieliB' deft.wriûtes.  planétairest'.  Qs'^pe'dt 
ett*gënéra^  regarder  ,Ies  élétàcnftoin^  obtenu»  comme 
une  approximation  qu'on  rendra  de  '  plus  en  '  plus 
exacte  à  mesure  que  le  temps  fournira  un  plus  grand 
nombl%  d'olûervations,^  et  développera^  les  diverses 
inégalités àtnit  lés  mouVemens  planétaires  sont-'affec- 
tés.  Ije  meilleur  moyen  d'y  parvenir  est  de  comparer, 
aïnsi'-qné' nous-' l'âvons'dit  pour  la  correction  des. 
niasses  y  nu  très  grand  Nombre  d'observations  'choi- 
sies k  '  «it  effet  faux  'longitudes  et  aux  latitudes 
déduites  des  tables  planétaires  calculées  avec  les  élé- 
mens  de  l'orbite  relatifs  à  la  première  approxima- 
tion. En  donnant  ensuite  h  ces  élémens  une  correc- 
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lion  indéterminé,  qu'on  sappOMr»  imct  petite  pour 
qu'on  paisse  négliger  les  puissances  supérieures  i  U 
première  >  on  égalera  les  variations  qui  en  résulte- 
ront dans  l'erpresûoa  de  la  lon^tude  et  de  la  lati- 
tode  aux  différences  que  Ton  a  tronrées  entre  Les 
lieux  obserrés  et  les  lieux  donnés  par  le  calcuL  On 
^formera  ainsi  autant  d'équations  qu'il  y  a  d'observa- 
tions employées  ;  eu  les  combinant  ensuite  par  la 
méthode  des  moindres  carrés ,  on  obtiendra  les  va- 
lenrades  indéterminées  qu'elles  renferment ,  qui  sa- 
tisfont le  mîeax  à  l'ensemble  des  observations.  A 
l'aide  de  ces  données  ,  on  corrigera  les  premiers  élé- 
mens  des  orbites ,  et  l'on  parviendra  ainsi  aux  résol- 
tats  les  plus  exacts  que  puisse  fournir  sur  cet  objet, 
dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie,  le  concoan  de  la 
théorie  et  de  l'observation.  C'est  de  cette  manière 
qu'on  a  trouvé  les  valeurs  suivantes  : 

Mojrfns  mouvemens  sidéraux  det  planètes  pour 
ime  année  jidienne  de  365  jours  ^  ,  <w  valeurs 
de  D,  n',  etc. 

Mercure n    ^  53334t&!»79, 

Vénus n'   ;=  3106641 ,53 

La  Terre n"  ^  1295977,55 

Mare n"  =     GSgoSi^ia 

Jupiter n"  c=    log^Sô,  ag 

Saturne n*  =      4^99^*73 

Uranus H"  =       154^4  *  ^4 

Lorsqu'on  emploiera  les  valeurs  précédentes  potir 
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n,  n' ,  etc.,  le  temps  t  d&ignera  rinterralle  éoonlé 
depuis  l'instant  que  l'on  a  choisi  pour  époque  exfHÎ- 
mëe  en  années  juliennes  et  en  parties  de  cette  année. 
De  là  ,  en  prenant  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  an  Soleil  pour  unité ,  et  en  observant  que  les 
temps  des  reToIutioas  des  planètes  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  moyens  mouvemens ,  dans  le  même 
espace  de  temps,  on  a  concin  par  la  troisième  loi  fie 
Kepler,  n*  a^  livre  II ,  les  distances  moyennes 
snivantes  des  planètes  au  Soleil. 

Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil ,  ou  demi- 
grands  axes  de  leurs  orbites. 

Mercure a     =  0,58709813 

Vénus a'   =  o,7333535o 

La  Terre a"  =  1,00000000 

Mars a*"»  ijSaSôgSSa 

Jnpiter a"  =  5,aoi  i6636 

Saturne a*   ^  9,53787090 

Uranus a*'  =  ig^iSSSoSoo 

Longitude  des  époques  en   1800  ,  ou  valeurs  de 
t^i  ,etc. 

Mercure <    «  110°  iS' i7''»9 

Vénus t'    ^  145.56. Sa  ,  i 

La  Terre i*  =  ioo.a5.3a,6 

Mars f^  ss  a3a.49<5o,5 

Jnpiter <'*  ^    81  .Sa.  10 ,  5 

Saturne ■*  ^  ia5.o5.a9»4 

Uranus- ■*'  =:  175.30.16,6 
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Rapports  des  excentricités  aux  moyennes  distances  , 
ou  valeurs  de  e,  e',  etc.,  pour  1800. 

Mercure e     =£  o,3o55i49 

V^nos. . . i!    =E  o,oo6855i 

■      La  Terre  ....  e"*  =  o,oi685559 

'■      Mars. .....:,  c*  =  0,0953061 

Jupiter c"  s=c  o,-o48i6at 

■   '■        ■  Saturne  •■....  c'   tsi  o,o56ï5o5 

Uranus. .    -■-  .  C"  =  0,0466108 

Longitudes  des  férihéUes  en  1800,  ou  valeurs  de 
•   '^f  eu' ,  etCi  '■ 

Mercure  ....■*    =  74°  ai'  41"    * 

Tétio*.' «'  =  138.45.  6 

■'      LttTerre W-  =!  gg.ag.SSJ' 

.Mai«.  I. . .  V,  .'  »'"  =  552.25.40 

■    iTipita-. . .-. .'  «"  =  1 1 .   7-56 

Sàtume '»*    =ï  89.   8. 30 

t/mous'. . .  i .  '«"■  î=  167.50.a4 

IftcUtkâsons  ^s  orbites  à  l'^eUptiqué -en'  i80!Pi>  «u 
valeurs-^  p^  <p',  etc. 

IVÏercufti.'. . -t- ^- (p  =  7*'oo'  9"  ,; 
VénûSii.\.  j  .■■  ■  f''=  5.23.29 
LaTei*e..o. ..  ^'*.^  o.oo.oo- 
Maitf,... ,,.-;,... -^  =  i.5o.  6  , 
JliIB|:eT?^n' ■  ■  c  jP'*-,  =  ï-'.8.5a. 
iS9(wj«*.,r.,  .=  .^\.  =  2.39.3s,. 
Ur^aam. , .....  ?".  =      4('*^6 
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longitudes  des  nceudf  atcettdfms.  sur  l'écUptiqu^  de 
.  i&OQ,<ou  valeurs 4^  a., W^-fitc-    -;      \    .-, 


Mercure,.. 

...  » 

==, 

45?  5/ 59". 

Vénufi,. ..  ;. 

>■  V 

f=:- 

.74^5a•3B. 

La  Terra,. 

us    «■' 

■Sri 

;,  OiQo.ap 

»w,.;. . .;, 

.  -  ,0-' 

's=s: 

48.pn;,a6  , 

J.piter.,,. 

. . .(»" 

'îFÏ 

98.s5,46 

SsWrnp  . . . 

. .  .«' 

=: 

>ii.5«.  7 

I^rsnps,.. 

■ ,  «" 

'== 

,   73.59. 31 

Toutes  les  Ipngitudes  .qui  précièdent  sont  comptées 
à  partir  de  réquîpoxe.aïqyea  du  pHutemps  de  lâoo, 
pn  prenant  pour  ppoque  le  minuit  qui  sépare  }ç  .5i 
décembre  1799 du  i*' janvier  1800.  On  dojt^  rapp 
pcler  enqore  que  ccmfortiiémenï.  «  ce,  qui.;»  çté,4Ù 
D!'.,'f4>/l(vrell,  Ip  IcMJ^tude  dn  pénhéliç  ^t,4fg^^.^ 
la  distapce  du  pé|-ihëlie  ap.  ncçud,  ^iigipeptee  de,^ 
}oDgitif4^  du  nceud  à  Tintant  que  roiv^|E;hpi$i,pc^ 

çpoqw--  •  .î-  ■     I  .-.  ■ 

.  I/a^od  mutuelle  des  planètes-  fait  varier  ibsedÛN. 
Uément  Im  élemens^lf/leufs  orbites  et  ■A^èpe  >ila 
lk>T>gUe,  ipQf '<Coaaéqa«at ,  les  valeurs«^égédeDtes<) 
QPUsdétierntinisroDit  pIvs-loJQcea  àltéralionsi''  r  ,'.i- 
I  D'après  la;  théorie  des  variations  séciïlaires,  l«é 
tnoj'evB  monvem^ns' n,n' ,  etc.,  ainsi  que  ïes  dpini' 
^ttonààvxoB  a-y  e^ ,  etc.,ii|iii  s'en  dédulsent,'<}evrai<ent 
être  invariables^  et  l'on  devrait,  pair -AHiséqtféiit , 
retrotfvef' d^ns  tous  les  siècles'leS'mèmes  valeilii^ribur 
OU  quantités.  Maji  nous  remarqaenms  que  Itin^u'oa 
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déduit  des  obserrations  les  longitudes  moyennes 
fti-fj.  i,  n'i  +  e',  etc.,  fes'termes  »(  ,  n't,  etc.,,  qui 
croissent  avec  1«  temps,  contiennent,  outre  ta  partie 
qui  dépend  du  mouvement  moyen ,  nne  autre  partie 
dépendante  du  terme  proportionnel  au  temps  que 
renferme  l'expression  de  la  longitude  des  époques 
ê,  i ,  etc.  Or,  cette  dernière  partie  est  nécessairement 
Tariable,  et  nous  eii  dohnerons  plus  loin  l'expression. 
U  résulte  de  Ik  que  les  valeurs  de  ra,  n',  etc.,  qui  pré* 
cèdent,  ainsi  que  celles  de  a,  a',  etc.,  données  direc- 
tement par  les  obseivatioris,  et  sans  qu'on  en  ait  dé- 
duit les  parties  dépendantes  de  la  variation  des  épo- 
ques, ne  sont  pas  rigoureusement  constantes ,  et  sont 
sujettes  à  quelques  légères  variations  dépendantes  de 
Faction  mutuelle  des  planètes.  Au  reste ,  les  valeurs 
que  nous  tivons  rapportées  sont  celles  que  Laplace 
avait  adoptées,  et  nous  les  avons  conservées  à  cause 
des  nombreuses  quantités  déjàdéterminéesparM.  Boa- 
Tard,  auxquelles  elles  servent  de  base  dans  la  tbéo- 
rié'des  perturbations  planétaires,  et  dont  il  eût  £illa 
sans  cela  reprendre  en  entier  le  calcul.  Ces  valeurs 
ont  subi  .flepuis  quelques  altérations ,  tant  par  les 
raisons  que  nous  venons  d'ex|:Je9er,  qne  parce  que  les 
nouvelles  tables  astronomiques  ont  permis  de  les 
déterminer  avec  plus  de  précision.  On  trouvera  k  la 
fin  de  ce  volume  ces  nouvelles  valeurs  ;  les  différen- 
ces qu'elles  offrent  avec  celles  qui  précèdent  ne  sont 
pas.de  nature  h  altérer  d'une  manière  sensible  les 
résiiUats   qui  «n   soqt  dédiùls, 

A  l'aide  .des  valeurs  précédentes:  ide  a\,a\  «to^ ,  et 
des  formules  dosucesidana  leiofaapilic  ■U.^oaac*!' 
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culé  les  quantités  suivaDtes  : 

89.  Mercure  et  f^énus  (*). 


k=  A  =  0.^516076, 

log-=fl.7.8484„i 

d'où 

i'oD  a  conclu 

logi^*^  =  o.3îi6»355. 

1o,*Î:U9.„«.4». 

ensuite 

lôgi?*  =  0.33689(8,  logfil''  =  9.78»ï5i3,  logiV*  3=  9.39.9713, 

fif*  =  9.044408S,  &!**  =  8.7163169,  4**  =  8.4003373, 

èi_  =«.0904909,  A^     =  7.7837091,  ii      =  7.466674g, 

il  =  7.1057836} 

log  ■  -^  =  g, 6306(45,     Ic^  tt  — jp  =  9.8933093, 
>  -^  =  9-7578(]ft,  •  -^  =  9.5683(i6<., 

(*)  La  plus  grande  partie  de  ces  quantités  avait  été  calculée 
pBE  M.  Bonvard ,  et  rapportée  dans  le  tome  III  de  la  Méca- 
nique célette.  Je  leur  ai  joint  celles  qui  étaieut  nécessaires  k 
ladétenaînaiion  de  nouvelles  in^li les  reconnues  dans  le  mou- 
vement  des  planètes.  On  ue  rapporte  ici  que  les  valeurs  loga- 
rithmiqiias ,  parce  que  l'on  en  fait  beaucoup  plus  usage  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires  que  des  valeurs  en  nombres. 

Le  signe  —  derrière  un  logarithme  indique  que  le  nombre 
auqpel  il  se  rapporte  est  négatif. 

Tome  III.  a3 
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log  « -gi- =  9.355«>36,  log« -gi- =.9.i3o5ï»î, 

«  ^   =  8.8978863,  •  -3^  =  8.66»745a, 

^? 
.  -ji-  =  8.43Jj,«8  i 

log,.  -^  =  9.897«9a5,  log  «•  .^  =  9.8418888, 

••  -j^  =  9-«Sl8i -jJ-  =  ».9!»»>9, 

,. L  3  9.fi36a37S,  ••  -^r^  =»  9.463o6J8i 

l„..-j-f.  =  O.IÎ88655,  Jo|!.>  -^  =  0.1B695.8, 

«•-j^  =  o.m64»337,  •'-a;r  =  •*-**>'4'^' 

.>  -j-J-  =  0.3913888,  •'  -jn-   "  "•'^■^, 
«1        '     s  a.3»8i3G  j 

1^.'-^   =o.,5668S,,  l.«.'-j^- 

W,"  *»" 

..^=«.88„3Sk,,  .'-si-  = 
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logAj'  =  o.6»47io4,     logis*  =  3.rf53A      'og*!*  =  «-«goiS^o, 
61**  =  0.076411B,  6(*  =  9.85i>Maa,  ij"  =  9.6167506, 

Jl*^  V  JJ.**> 

oiî  Mri  db) 

Iog«-^=o.8a56i3a,  Jog.-g^-sso.îiBaSoî,  log« -^=3)^856»», 

.-^-0.4.7598.; 


<f*£; 


d'fiV' 


Mercure  et  la  Terre. 


.  =  p  =  s.3870g8ii 
log  «  ^  9.SB76»iit 


d'où  l'oa  a  GODcIn 


s  0.1171547», 

=  9-579«73*  -. 


et  par  suite 


»"«»j 


.<" 


.w. 


=  o.3»84îaB,    l«*i     =9.6139897,    logi^    =  9.0598a65, 
=  e.5899496,  4**  =  8'»«><ï3?î.  fcf  =  7.683o4io, 

=  7,siig9ii,  tj^    ^  6.7581546,  4^    s=  6-3479733  ; 


,.'•> 


,iM 


..« 


a3.. 


^g,l,zedl!,G0Oglc 


356  THÉORIE  AKALTTIQDE 

*r  ^'^  'U'? 

1^.   ^=9.0885469,  iog« -^=8.7594,38,  lo(!,-^=  8.3768*39, 

•  -Ti-=8.oo496i5,       *  -^-=7.63S9i38  j 
rf.i«  ^-i?  d't^ 

4.6V*  *'-*l*'  **f 

a>-pi-sç).  4433705,      ««-j-J- =9.3538373,      «■-2-~  =  9.ooîa859j 

d'il  **  *1  *  *i 

log«»-j^=o.49i<^38,  lo(i«»-gji-=9.5rfM»a,  log.i~^i-=:94<»o39o8. 

rf^=9.557»965i 
Iog4'*  =  o-4»'59i.     lo«6i*   =0.1975730.     1obA|*  =9.8736804, 
J^  =  9.5a4<»»o.        *S*  =  9-1868688,         if  =  8.7878:1»* 

log»  -T!-=o.»gi5o4»,  log»   .^     =  0.0718S37. 

Mercure  et  Mars. 

■  =;p  =  o.a54o53is. 
lDg«=g.4o49a470i 

on  a  conclu  de  là 

''^*_J.  ^  o.îoSoiooa, 
'°B  *_  i  =  94"'^5o  —, 

et  ensuite 

log  if  =  o.3o8i-i4a,     log*f  =  9-4'M4ï.     ""8  *f  =»  8.^69175, 
if  =  8.0330878,  if  =  7.3675493,  if  =  «.S8i>4i»; 


:.ci,i,zedi!v  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 

«r  *î'  ^v 


^èî"*  <i«4''  '^Sj' 

li««*-^-=8.go4fla»8,  l(.8*'-g-î-=a,6îU3693,  kie*'-^ï-=9.o5Q9375, 


-^■'•■«'"'■. 

l.jiJ'=«.36!i9M.    l«»î'  =s.9J64S...    l«gi| 

'  =  9-«)««5- 

Mercure  et  Jitpiter. 

•  =  i-,  =  o.o7«^. 

log-  =  8.87i7ii3Si 

d'où  l'on  a  conclu 

l<,ifj=o.3o.l3„, 

!•«»!'.  =?-8ji(-"  — 

a  étant  nne  très  petite  quantité,  les  valeurs  de 
^1  »  ^1  t  ^^-  >  ''^  pourraient  se  déduire  des  précé- 
dentes, avec  une  exactitude  suffisante ,  à  l'aide  des 
formules  ordinaires  ;  elles  ont  été  calculées  par  le 
moyendesséries,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  tt**  18  et  31  f  et  il  en  a^été  de  même  dans  tous 
les  cas  semblables. 

log  6^'  ~  a.3oirai8,    be  *i^  =  8.8736389,    log  fc^*^  =  7.6199177, 
ftV'  =6.4800069,  &V'  =6.7161703; 


Eiiiizedbv  Google 


358  THÉORIE  AMALTTIQCE 

*r  ^V  *r 

loB'-^-s^T-î^e*".  lo(!"-j^=8-M*î'7.  lo««-3^=7.9am:«, 

d'iî'*  d'iV'  rf'i'j"* 

log  »■  j^\  =?  ■75i56j(^  loBig~^:^.9784i8i.  log»'-~  =  7.9164705  ; 

log  ii*  =  o.3o6i558,    log  4'*  =  9.353364:,    logij*  =  8.3ai8883. 

Mercure  et  Saturne. 

»  =  i  =  (..<.4,>5B54:. 
log  a  s:  8.6o837oS;j 

d'où  l'on  a  conclu 

Ion  *!r*i  =  o.SowoM» 
his  »^\  =  8.6oe98n  —, 

ensaite 

kiB  iî*  =  ».*>i»o87,    loj  6i'  =  8.6oae33o,    l.g  J^' =  ^-ogaoSSî, 

m 
»;   =5.feo9i4«i 

<Br  4"  <Br 

•"B--^-=7-":S594>  log •-^-=8.6001695,  lùg— ^=7.393.»35, 

'*^"'â^~=^-^'^''''  I<«^-3^=<-«7977^.  ioB.»-^=7.38i8i9fe 
logA^"*  =o.3m64«6,    logSj*  =  8.0868340,    logèj"  =7-79»95'7- 


Eiiiizedbv  Google 


DU  STSTÈME  lïU  HONDË.  3% 

Mercure  et  tfranus. 
.=^  =  0.030.5895, 

loB  >  =  8.3048987  i 

d'où  l'on  a  conclu 

bgi_i  =  0.3010543, 

ic^ft^i  =  8.3048766-,  ; 

ensuite 

log  t^  =  o.îû.o^.     Jog  Ai*   =  8.3o49857,     log  if  =  8.485oi»  i 

log.-f!-  =  6.6ioi6*i,  .l<W«-2^  -le.SoSïBSoi 
log  if  -  o.3oi4a8o,  logif  =  B-îtoMi*. 

Fénus  et  la  Terre. 


.,  —          .  =  J,-n.,J»^. 

log.  =9.859Î3:89i 

d'où  l'on  a  conclu 

kB*î'.  =o.35633o3. 

lo,j™j  =  9;B„SÎ9(- 

-. 

ensnite 

i.g «;•'=..),„!«.  k,»!" . 9.97WÎ, 

...f 

=  9.7«î95e. 

i?"  =  9.ii«^,'      »"  =a.3.»:J<i. 

f 

=  9.i3ï3i.o. 

ly.-t.ssM,..   »|>=».,!(M.., 

'? 

^  8.Gao4588, 

Eiiiizedbv  Google 


36o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

log  6^  =  8,459547»,     log4|'*=  8.3034.11,    log*',"' 


'*"*=  8.<.i69i98,  *!"'=  7.Ï 


i,"  =  8.i54SSr4, 


oftj,  iUi  Ml 

ioiM  -^=o.if}Si6»g,  Iog«-2|p=o.ai58»SÎ,  logn -^=0.1753600, 

ji*^  jt**>  _..*•> 

<i&^  <U£  itti 

--^î-=o.o9958a9,         « -ji- =a>.<K»î7a5,        «  ^  s^.jyiCi»;?, 

mI'  mT  iJ?> 

•  -3±=9-:9743o7,         «-^=9.0840536,         «,^=g.5G7;58«, 

JA*'  JIL<">  j/"> 

d6,  db^  ^, 

«-^=S-M699'8.       «-^=9-3>t4<^.      «-^=9.1899095, 

i-tv  j-jî'  «r» 

''*"''S^'^'''*'^^''''B'''5ir=°^5349,.Jog«.-^  =0.65.078»^ 
*»!■>  *5™  M» 

j-si"  *»!"  «r 

.■-3^  =«.S.3,(SÎ,  .-^j^  =>,S(i,<«S,  ...jJ-  =..(99i»,4. 
--j^='-i>"'»*.  ••-j^=<..35!S,.»J.  ..-3^=„.,B5,.9«. 
«• -5j;-=o.»i5443«,     «»-jï^=o.i5fi3565  i 

Jog"'-^  ='■5^'"^  '"8*''Â;r  =!'S3«ajiî,  lo««'-j^=t.34s9n93, 

••-3^  —  W=»"».     ""-j^ —•>9SMS«,     .■-3^=i:4Jî4i!94 


çiilizedbv  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  36i 

<fih?  j.é':>  4'hV 

l^»-3^='-43*4w>.  ^"'-j^  =-..4^55955,  log»'-^  =i.4o663i3, 

J>J**  J'ft*"*  <f«4*"* 

-•-gj- =1.3774,66,      .•-^^t.335oo68,     «i-33_=,,»^„4, 

rf*6i^  d'bf  *èr 

"og-'-j^  =a.34:6455,  ""«•♦"S^  =».355g663,  log.*-2i-=a^i443«, 

d^ij;"  <*<**■'*  «(«r 

>)  ^'^    =3.363034».      ■4-2^=».367Saa3,       ■4.>^=a4S394t6; 

J.t?'  d'bf'  d.iV'* 

log.'-3^  =3.3.1,1,64.  log-»-gX  =3.346.468,  Iog.».2l-=3,35o4344. 

<Pi'"*  <J'*Î"'  <PtV" 

.._j^=3.343,3«.4,     .«-3i-=3.3.«9397,     *'-j^=3.mi-,5Si 

I08  *f  =  0.9996,59,  log  ij'  =  o.948ot63,      logij"  =  0.8684434  , 

4**  =  0.7,48044,  *?*  =  o-^^SSs,           b^   =  o.56a5368  , 

65'  =  o.45o36o6,  bf  =n  n.333948g, 4"  =  0.091S573, 

6j"=9-36454«3.  S3"*=9-83t5t59,          4"'=  9fiM8a49i 

Jbi  dbf  dbî 

Iog«-n^=t.6t95:i6,Ioe«~-=i.S66oBo4,logii-^  =  i.5o3o49,, 

M^  Ji*">  jr^"' 

dA]  dèj  wj 

it    ^    =1.1983,63,        > -^-=1,111*803,        s-^-=  i.oiSMOSt 


çi,l,zedl!v  Google 


36,  THÉORIE  ANAITTIQOE 

*j"»  *sV  •'•4"' 

i„p.-^  „.i„»*,,i<,ff-3jr='-"î»*'»''°«"-a;^-*='-"*^''' 

■"»'"  '"ï"'  "Î"    .«»B8 

j.4<»  j'4'"  ■"'1'"  ,„ 

.4-V^=4.5i586i<.i 
*»?  -<'  ■"'»"'       _^^ 

i.,>r'='.3"''"îi.     '•e'i"'"'"»'»''  i'«4'"='"t»>«S' 

Vénus  et  Mars. 

log  «  =  9.&îfi44o48  i 
d'où  Ton  a  conclu 

lont^l*.   =9-6636491—, 


çiilizedbv  Google 


DU  STSTÈBfE  DU  MONDE.  363 

ensuite 

Itfgft"  =o.5a83i.8,    logftV*   =9.7i73S;7,    iog  h^*  =  9-^:i&tH, 
hf  =  8.873178a,  4"  =  B.4931373,  b^  =  S.iaSoSSi, 

6^  =  7.766591(1,  ii*  =  7.415807., 

*^"  ^r  < 

^jM  jj«  jjTO 

—^=9-38(84..,       — ^=fr.aao4A       — ^  =8.8455446j 

rf.if  *6«  d-if 

log»'-^  =9.6938757.  loB«>  .3^=9.6119576,  log.«-ji.  =8,79^5«., 

•'-5;^=9-57*S9i7.       «•■^-=9-6S4*7«7i 

d.»f  ^êi''  d>i« 

I<^«»-j^=9.9i3a3a6,  log«»-g^  =9.9565 147,  log«»-j^  =9.9(19017, 

logftj^  =  o.546gS3i,     log  4'^  =  o.363573>,     logAj^  =  o.iasSaoS, 
6î*  =  9.85895o3,         if  =9-5BMa93i 


"a: — 


Vénus  et  Jupiter. 

B  =  _  =  0.13907116, 
log -=9.143.3516; 


çiilized'bv  Google 


364  THÉORIE  ANALYTIQUE 

d'où  l'on  a  conclu 

log  i^'i  =  o.3o3n75, 


Eiiiizedbv  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  365 

ensuite 

hcJj^  =0.30111563,     loefrV*  =8.88oS*Sa,     tog^^j^  =  7.6J67350, 

i™  =  6.(i»6.9î,  4^  =  6.a55>i84, 

-ttf  *f  a^r 

lof«-2p=î-76a5875,  log.-^  =8.8838960,  log«-^  =  7^8i>74. 


*-^^^»M6"'9i 


/' 


log«'    t  *  =;.768ai5a,  log»»-^^  =6.996587»,  logtf-^j^  =  7.91*0461  i 
loBfrjt*  =  0.3066643,     log4''  =!>-36t7a5a,    log«;'  =  8.338a77i. 

Vénus  et  Uranus. 

•  =  ^  =  003770634. 

Iog.  =  8.5764145  i 

d'où  l'oQ  a  conclu 

•  wî!*!  =0.3011843, 

108  fr**,  =  8.5763374—, 

ensuite 

log*î*  =  o.3oii846,    I*g6i*  =  8,576619»,    log*!"*  =  7.oii8«o5t, 
6?*  =5.5a5ia34( 

dh''2  dh'P  J6t* 

log •-^-=  8.431745»,  log  «-;^-=8. 5563744,  log «-^  =  7.3394917; 

tog»^*  =  o.3«>49o3,    Iog*j*  =  9-05469*)- 


Dci,l,zedl!v  Google 
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La  Terre  et  Mars. 

«  =  ^  =  o.656ioo3o, 
log  s=  9,8171016; 

d'où  l'on  a  conclu 

'«8*^1  =  0-3467385, 

1<^S_  ,  =  9.7915101— , 
et  par  suite 

logAj_     =o.36oq5oi,    logii     =9.9055600,     logt?*  =  g.6o8*8o8, 
hf  =  9,3514059,  b^^  =  9.. 13853.,  if   =  8.8874485, 

*î*  =  8.6683393.  è?  =  8.4545400,        tf  =  8.^46481; 

Jtf  diV*  *f 

•of*-5J-=9ï»o*3î86,  log.-^  =0.0911353,  lag*-^  =  o.oai555a, 

ji?  *'.'  ,«?> 

*-^=9-49'8»78,       «-^=9.3401155  i 

*>;•"  *»!■>  «v 

*»f  M?'  «« 

••-ï^='>-f'«>M,     .■-3J-=«.Ss586»,,     ...j-^  _,.î45336j, 

J'ftf  .^'ft]'*  d»6^ 

'•«•■-ï^=>1)if"'fo,l"f-2^=«>.|l>!!«83,loj..-j-l-=o,93ilfe,. 


•-Sr=»-973«î.3.    -'-55-=i.. 


iiizedbï  Google 


DD  SYSTÈME  DU  MONDE.  36? 

hT  =  o.5ta6796,         bf  =  o.Sj.aggS,  fif  =  o.aa3.5o.i 

dtl  àbi  dh^ 

log .-^=1.3196536,  log.-^-=iJa58o5»,  log«-^=i.a>i9588. 


Z*ï  Terre  rf  Jupiter' 

u  =  t——o.  1911G461, 
log  «  =  9.9838993) 

d'où  l'on  a  conclu 

logA^'l  =  o.îo5o344, 
logèV*.  =9.!i8iS785— , 

et  par  saite 

loBtî*  =o.3o5iii8,    log ii*  =  9.»90oiii3,    bg  il*'  =  8.45017»!, 

bT  =  3.6547(55,        il**  =  6.8913.44,  i?  =  6.i.89»58, 

i?  =  5.3577377  i 

diV  dbV  dbV 

log  •-3Î-=«ieSi9Bi,  liHS  *  -2j- =^ÎMî686,  logd  -^i-=j8.758ro84, 

««  Jl«  JIL™ 

Jb,  dbi  abi 

.-3^=8..î494i5,        «-^=7.4!nï"4.       --^-=«.8»tSo43i 

**«  rf.6<;'  J-t?* 

loB«*-^=6.6ai78ii,  lof  «■-grJ-csES.iaSBBa,  log •■-3^=8. 7796309, 

-■-r^=8.44«)336i 


Dçiilizedbv  Google 


368  THÉORIE  ANALYTIQUE 

d>bf  d'ifî*  dn^^ 

loga>-^^=^.otg8i63,  log«'-24-=8.3io3335,  li^>-^-|-=8.oo363;J} 
logi^"*  =0.3377508,    logis'  =9.7917348,     iofbf  =9.f,«S^»i, 
il*  =8.5110675. 

La  Terre  et  Saturne. 

^m  =  —^  =  o.to4845»o, 
io|-  =  9.0105486; 

d'où^  l'on  a  coaclu 

Iogi_2  ^  o.3«m>8, 
i_j  =  9-oi996o5— , 

et  par  suite 

htbT  =  o.3oaa3o3,     logii*  =  goaaSSBS,     ioghj^^  =  7.9181510, 
iV*  =  6.6696136,         b*'^  =  S.8aoi358i 

dl?  ^f  .fiî'* 

log--^  =8^*474891, 1<^«-^  =9.0159591,  log.-^  .=8.1111887, 

«  -^  =7''9674Mi 

J.i«  d-bl^  *i« 

tofrt'    .y  -r8.tt57i4a9,  log«'  j^*  ■i-7-43a37a8,  logs*.^.  e=7.3i4737<)i 

logijl**  =o.3ii8a36,    logii'*  =  9.5oee^,    bgi?'  =  8.6i3oii4. 

La  Terre  et  Uranus. 

■  z=  -—  ^  □.(>5iii8G6, 
1<^  •  =  8.7170766; 


:.g.i.zedi!,G0OQlc 


DO  STSTBMB  DU  HORDE, 
d'où  l'on  a  conclu 

1^  6_i  ^  a.3oi3a4i, 
loji  1  =  8.7i6g9gi, 


369 


et  ensDite 


ï».7iî5i66,    logi^    =7.Sogran, 


ATor.!  e£  Jupiter. 


d'où  l'ofA  conclu 
ensuite 

logtj^    =o.3i07t7a,    logJi    = 
6^  =  8.,.3joï,,  si*»  =  •}. 

^  =  6.9018398,      hV 


8>8974i i 


.4813308,    log  A?*  ==.  8.8)48545, 
.^76730,  tj_    ^  7.1037766, 

.9084314 i 

..M 


loBw-g^s^-inïto^i  '<«  •-^a9.Sio55io,  log^-gL^g.tj^.Sj, 


•-^-=5-T5^'4Çt 


*    ^7.a573ooo  ; 
TOMB    IIE. 


Eiiiizedbv  Google 
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d'*!^'  d'6*j^'  i»j*'' 

log «'-j||^=9.o6oa9S9,  k>g.«-g^  =8.833^(85,  log  "'-j^  =  9.ai)579!ii, 

•■-^=g.o335(i9<j,      -'-^  =8.7i8»097  i 
^'4*  '''*î*  •*'*!'* 

logAj     =  o.î88a367,     logfis'*  =  0.0171193,     Iok*!*  =  S-STSgS^S, 

*a   =9.1070131; 

<*)  (■>  frt 

«ttl  db\  Ml 

''^''Sr  =°'»959'9.  '"H?*-^  =o.i485i6i,  log.  -^  =9.943(603. 

Mars  et  Saturne.  ^  b 

a* 
«  =  —  =  0.15975187, 

log»  =  9.30344597; 

d'oà  l'oQ  a   copclu 

loBiJ^i  =o.îo37965. 
logi^\  =9.ao!W536— , 

et  par  suite 

log  *j*  =  o.3o383.9,    logéi'  =9.»o76487,    logiî"'  =  8.3866i36, 
hT  =7.410144.  *f  =«.5SS6S43.  *f   sfi.7i44i3«; 

^'-ar=^-i^^'^.  lo%m  ~j~-=g.it6o6gS.  log« -ji.=8.S9»33»n 
•-^=7-8b'Mi5,       .^=7.,6o7899i  / 


Eiiiizedbv  Google 


mj  SYSTÈME  DU  UOHDE.  3;i 

^C  </<■>  d-i.^ 

Io«l«'-~=M4435IB,  fc>g«'-3j7=Î^S8gg9,  log,»-^  =8.6089574. 

I(ig«'-~-=7.68i98o7,log«»-jij-=ac»347i3i; 

log  i]^     =  o.33£a5o9,     log  (j^     =  9.7016195,    ioghs     ^  g.ooofigoi. 

.^«ra  ef  Uranus. 
•  =  ^  =  0.079^1807, 

)o«.  =  8. 889974m  ; 

d'où  Ton  a  conclu 

log  6_  j^  ^  0.301714s, 
log  iîl\  =  8.8996311, 

«t  par  saïte 

logfr^     =0.3017171,    logbi     =  8. 9010058,    logA^     =7.6763177, 
J.™  =  6.4969196,  4**  =  5.3377840; 

jftf  </*r  -«r 

log«— p-=7.8o3o385,  loja— ^=8.9030654,  ]og«-T^s=7.9785io6, 

J' 

a —^- ^ .  9785033. 

Jupiter  et  Saturne. 

*  =  ^  =  0.545317*5, 

(i>ga3>9.T3664gtp; 


Eiiiizedbv  Google 


3,.  THÉORIE  À1I4L-ÏT1QDE 

d'où  l'on  a  conclu 

!„,  J™,  =  <..3J.,78o, 
W  *!!*!  =  9-7'95«76— t 

et  par  suite 

»<'  _  S.<,.75".  »"  =■  8-7SM49S.  '"  =  »<«IM9. 

J?  =  «..(4^.5,  »î'  =  J-»4«o!",  »"  =  '-««M.». 

»»=,..!».(,  »r=8-9M."3.         sV'-S-SIlXWi 


„» 


„« 


I.,._g.=9,6i44»4j,  ].,.-3j  =8.8.7™.  l.«.-3^=9ll!<»7«»y 


-ji=s.sra>'4». 

.-3i=9-J83«o,, 

._^=,.„SSÎte 

.jl=8.9Soi83., 

«-j^=8.486i6iS, 

.-«-=8.o4S395si 

*tr>  <!■»«  ^6? 

«»-^=M.09i5i87,  .•-31^^^9*9789».  -'-J^  =9.8154851, 

J.j«  d-*?  -*r 

<.-5i-=9JWtto(8,  ...j-i- =9.53.8879,  «.-5^  =9-35*46» 
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loR  fri'  =:  o.63^a58.  logft]^  =  o.SoSi^,  Ingfct'  =  °-3iS5oSo, 

4"*  =  o.tiï4955,  61"  =  8.8943616,  61'  =  9-6681«99. 

m  <)]  c>i 

ta    =  9-437i6'9.  h    ~  9*«*4S«'.  *î    =  8.9861548, 

aY*  =  8.71176804 


^r  «ï'  *r 
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ji^  jit"  «'*» 

•tt^  (Uj  lUj 

l--3J-=>-76'8|)S3,  l(.«.-j^=..6J»i^,l.,.-^-o4,)SB» 

•"i"  Jiî'  m'P 


•I.MM.. 


*r 


i°ii-'-S^-i-4M6%4.i<*i'-3ri-=i-4S>«4'7.l"»"--3ï 


.i.4ta3»flh 


:i.i»64g63; 


J.»" 


*»':' 


<Pfr] 


=9.ia{)o567,  iog«' ■  1^    — a.iagio87, Iog«' -^ij- sa.iiftfBgo, 
d'if 

Jt^iter  et  Unmus. 


i 


d'où.  t'oD  a  cowln 


et  par  suite 


a.a7ii9gSo, 

g.4M)ilo5  -, 


6i      ^D.  iiH^wnif 
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mT  m?  djf 

mT  m?-  «<■> 

*-^  =8.5957559,      *-^=8.oj)5i7«J,       «-^  =  7,6^09881, 

j.i<'>  j.i">  j-iW 

«■ij  ii"ij  (PÉj^ 

log«'-^^=8.9î47a8i,  Jog-'-^s^.^aoBiga,  h>g»*-j^=i.it5333t, 
«■-^;^=8.9»0799i  ; 

<i.if  d»6f  rf<fcW 

]og«t — l-=8^763a94,  lo|it'-g-7-=8. 8447846,  log«J-^|^ 8.7348045; 

log»?*  =  0.37539(6,     loB  4**  =  9-fl7»57o5,    logi"  =  9.4985G&>, 
*?  =  8.996,743. 

Saturne  et  Uramis. 

log  «  =  9.69653803; 

d'oft  l'on  a  conclu 

logjî|*i  =  o.3»749<a, 
•       log  t"    =  9.68a43to-, 

ensuite 

logèj'  ^o.33t3i39,    Jogif  =9-74i944e,    logfif '=  9.3187163. 
i™  =  8.9386898,  iS**  =  8.5787433,         6^  =  8.a3oi934, 

b'?  =  7.8880671,    .      fr?*  =  7.5467*77,-       t^  =  5.i8949o3i 
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jtW  ja'"'  j^f*' 

ro,.^=B.!î<»835,  lo,.-3^=8.83«Sî4,  loj.  ■^=9.(iî3l««i 

JJ?"  ijî"  *V' 

•  ■3j-=e.4546o38,        «-^=9.aM33«i,        «-^=8.955og35. 


*f 


).436o33ai 


^t«  <^6f  d-*?* 

*M''  J-^î**  .^if 

J>if  d'frV*  J'tf 

rf  .i'»™  «r 

.■-j^=o.>6Sj!«.,      .•-j^=o..«Ji493,      .•-3i-=...;J6fe»i 

kg^r  =  o-574<3fi*'    108^2^  =0.4061981,    logfrj*  S0.184S101, 

*3*  =  9.9405688.         «"  =  9-6835549,         ftj**  =  9.4"8543ï, 

«V  <  Ji',» 

loj •-^=■•6858147,  lo8.-3i-=o.5S63^,,  lo,. -^=.3911789, 
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CHAPITRE  XI. 


Expressions  numériques  des  variations  séculaires  des 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires. 

90.  Nous  noos  occaperoDS  dans  ce  chapitre  et  dans 
les  suivaus  de  déterminer  les  valeurs  numériques 
des  inégalités  des  planètes  résultantes  de  4eurs  at- 
tractions mutuelles.  Nous  commencerons  par  les  va- 
riations séculaires.  Dans  le  chapitre  VIII  du  livre  II, 
nous  avons  donné  l'expression  analytique  des  iaéga- 
lités  de  ce  genre  qui  affectent  chacun  des  élémens 
des  orbites  planétaires;'  nous  allons  maintenant  ré- 
duire ces  formules  en  nombres.  Pour  cela ,  il  faut 
d'abord  calculer  les  valeurs  des  quantités  que  nous 
avons  désignées  par  [a,  a']  ,  |a,a'l ,  etc. ,  (^«,0'^  , 
(a,^'\  ,  etc.  On  a  d'abord  déterminé  les  valeurs  de 
\a,a'^,  fa, a'1 ,  an  moyen  des  formules  du  n*  65  dn 
livre  II,  dans  lesquelles  on  a  substitué,  à  la  place 
de  (a,  if),  (a,  a')',  leurs  valenrs  en  fonction  des 
quantités  A]^,  ,  i^\  ,  qui  ont  été  calculées  précé- 
demment. En  effet,  en  comparant  les  développe- 
mens  des  fonctions  (a*  —  aaa'  cos  p  +  a'* )'  el 
(1  -p-  aa  coa^  +  «')' ,  on  a 
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OD  trouvera  ainsi 


[.,"1 


3in'»«  [(I  +  -•)  6^'i  +  î**-il 


E3 ^     . 

Lorsque  les  quantités  [a,  oT]  et  fa, a')  seront  dé- 
terminées, OD  en  conclura  les  valeurs  de  [«',  a]  et 
I  a% n J  au  moyen  des  équations  suivantes,  données 
n-eSeUÉg,  livre  II, 

On  pourrait  d'ailleurs  calculer  directement  les 
quantités  [a,  a']  et  ("^7^1  par  les  formules  sui- 
vantes, n'^  55  et  65,  livre  II, 

I il  "•'"/'»/.  ''AW       I    ,  d'Ans 

En  substituant  à  la  place  de  A^''^  A^''  et  de  leurs 
différences  leurs  valeurs  en  fooction  des  ^i',  b^P  et 
de,  leurs  différences,  quantités  dont  nous  avons 
donné  les  expressions  numéi'iques  dans  le  chapitre 
précédent,  les  fonctions  [a,  o^  et  raïa'l  se  trouve- 
ront exprimées  au  moyen  de  quantités  connues. 

Si  dans  les  formules  du  n"  74  '^^  livre  II  on 
substituait  de  même  à  la  place  de  (a,  a')  et  de  (a,  a'f 
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leurs  valeurs  précëdeoles^  od  exprimerait  également 
les  quantités  (a,  a'\ (a,  g')^ ,  etc. ,  en  fbnctioa  d« 
ô^, ,  b^2i  î  ro*ïs  il  est,  plus  simple,  pour  les  calculs 
nnménques,  d'exprimer  ces  valeurs  en  fonction  des 
quantités  bV ,  b^^ ,  etc.  En  négligeant  les  puissances 

des  excentricités  supéneares  à  la  seconde»  on  a.^ 
!>•  74»  livre  II, 

"Si      â       Z  da' 

On  a,  n'  55,  livre  H, 

F=— An+^  (^M-j— +0"-^— J  [B.+^._{p'_p)._(,'_,).] 

La  fonction  (y— p^)-|-(^.^)*e9tlec4r^éde^incli- 
naison  de  l'orbite  de  m' sur  celle  de  m  ;  cette  inclinaison 
<^  constante  lorsqu'on  ne  oinsidère  que  l'action  mu- 
tuelle de  ces  deux  planètes  :  sa  variation  ^  donc 
nulle,  et  cette  fonction  ne  produit,  par  conséquent, 
d^ms  l'expression  de  J'*,  que  des  termes  proportioia- 
nels  an  temps  <,  que  l'on  peut  négliger  puisqu'ils  se 
confondent  avec  le  mojen  mouvement  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  moyenne.   &i  substituant 

donc  pour  - 


B  dans  le  d"  74  du  livre  II, 
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En  sappoeant  ià 

G3- — "'"•-3^' 

(2),=-  ï=(-<--^+'»-  ^-4».^). 

Si  l'oD  sabstitue  dans  ces  expressions ,  à  la  place 
de  A*-",  — i— ,  — î — ,  etc. ,  leurs  valeurs  n*  ai.  elles 
se  tronveront  exprimées  en  fonction  de  h,*,  h^^aX 
de  leurs  différences  relatives  k  «. 

Au  moyen  de  ces  formules  et  des  valeurs  numé- 
riques rapportées  dans  le  chapitre  précédent ,  on  a 
trouvé  les  résultats  suivans,  dans  lesquels  (i  +/<), 
(i -f-/iA'))  c^-f  sont  des  coefEcieDs  indéterminés, 
par  lesquels  on  a  mnltîplié  respectivement  les  masses 
de  Mercure,  Vénus,  etc.,  que  nous  avons  adop- 
tées, afin  de  pouvoir  corriger  immédiatement  t^s 
résultats  à  mesure  que  les  observations  feront  con- 
naître plus  exactement  les  valeurs  des  masses  pla- 
nétaires. 

I-,   O  =  (i  +  ^  )  t'^iotU,  rrVl  =  (!+>■■)  i-,67<»B6, 

t».    -n  =  (I  +  !•'  )  o'^r538.  fV^I  =  (i  +  ^'  )  o-^aigoS, 

[4,  <I  =  (,  +  ^)  o".o,,984,  [^T-g  =  (1  +  ^)  «•,oo88>4, 

[a,  a>.]  «  (,  +  ^..)  .'^iSS,  PmP^  «  (•  +  ^")  ••,«*artj. 

ta,    «T  »  (i  +  ^»  )  o',o750%,  [j,  g'j  =  (t  +  ^'  )  o',«>39o8, 

[o,«"]  K  (i  +^»')  o-^i85a,  [s^^  =  (■■♦-  ^")  <»",»o«i45. 
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U,   "] 

=  (■+   C)»",ifc993, 

|.-.    .|    =• 

1+  i»)  o',a878fi5. 

K,  «T 

=  (.-!-,•)«■.«&.„■, 

l"-."-|    = 

•+/•■)  5',;ii9w, 

K,  >^ 

=  (i+»0  "',■■»•>(!, 

r--^  = 

.  +  f)o-,<,58,.,, 

[•-,«"] 

=  (.+(.")  4-,.î.jj3, 

k,.-|    = 

'  +(.")o-,3.5377. 

[-",  "■] 

=  (1  +  ,.)  <.-,,9836o. 

Lîiil    - 

i  +  ,')o-,o.8,8». 

£.',."] 

=  (■  +(■■■)  «-.«■«îK 

k.-l    = 

i+P")o',«Ma»4, 

[.■,  .] 

=  (<+  |0»'.'»35rf. 

I--.  ■{    = 

1  +  ri  e-,o«9099. 

c«-,  .1 

=  {i+/)S-..l4c>3,, 

|-'-^l    = 

■  +rt4->aM,, 

C'-.  «n 

=  (i  +  ,.-)o-,.9»>'». 

r?:^  = 

'  +>•■)  "■.'■^«6, 

[••.«"i 

=  (i+/'")7',"î4«5. 

r-v^  = 

(i  +  (.")i'.S8.,9a, 

[»■,  -•] 

-(i+K)»%S>»S9. 

i.-,..i  = 

(■  +  (.')o-,o4.58o. 

["■,•■■1 

=  (H-,.")o'.«>77»3. 

L-V:J  = 

1  +/.")o',o«.5o4. 

U",  ■] 

=  (»+    /•)  o'.<'t9797, 

pr^  = 

1  +  rt  o-,«(iîJ5, 

[.-.  <i 

=  (.  +  ^.-,(8!9,8, 

r?r7)- 

.  +  K)«-,>«9e5., 

["•,  »^ 

=  (■+(.1  .■.8.7..8, 

E2]  = 

■  +  !■■)  ■•.3sj3lis, 

U-,..-] 

=  (.+|."WA>3-f. 

pr^= 

>+,")5-,^^, 

[«-, ..] 

=  (.+,■)  »Miw36, 

r-'=r^-l= 

1  +  ,-)  «-.liBfS, 

[••,«•■] 

=  (1  +K.)--.-4iî.5, 

K.."|= 

.+,.")o-,'».45i. 

t.",  "] 

=  (.  +  rt  o-,o«a4.. 

|...,  .|= 

.  +  ri  •■,««».., 

[•■•.^ 

=  (,+,')«-,<«4-9., 

l.",  .'1= 

.  +  rt  o'«o,^, 

,-«■•,<] 

=  ('  +  ^")  o",o<i9n3. 

l-'."-|= 

'  +  /O  o',o<m8a. 

[•".«^ 

=  (i  +  ^cK',oo3i<,S, 

r.-^i= 

i+/Oc.',ooiu5, 

[«",«T] 

-(■  +  !>•)  î',Mt*. 

i-..,..i= 

■+/•■■)  4',!i!i4«, 

[.",«'■] 

=  (.+!.")  «-.ic*»», 

!■".'"  1= 

i+«'0o*,o353i9. 
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,     a]     =  (1  4-    ^)  O",ooooï9,  [g'.    «1     =  (l  +    /■)  o',<»oooi 

,    al     =(H-/<')  o'.OOo47;,  \a\  a']     =  (i  + /(^  o'.ooooj; 

,  B-]    =  (I  +/•■)  o-,<«o33o,  [iïZ]    =  C-  +t^  o-,ooooa 

,fl"]    =  (1 +^'')i8-,iagi99.  [^M^'J    =  (i-^'^ii'Mçfi^ 

,a"-\     =  (i +^")  o'.M8fi56,  fa'.a"!    =«  (t-f^")  o*,333aji 

',     a]  =s  (i  +  f<)  o",oooooi,  fg"i    «']  =  {i  +  ft)  o*,ooooO( 

. ,    a-]  =  (i  +  /)  o',ooooii ,  [a",  </]  =  (i  +  /.^  o'.ooono. 

',   a'I  =  (!+/»')  o'/JooaSg,  l'a",  n']    =  (".+/•")  o'.oooooi, 

■,  a"]  =  (i  +/.")  €.",000018,  f""'  "'1  =  ('-*-/•*)  o'.««>oi>5, 

.,«..]  =  Ci+p")o'^"3o5.  [^^'i   =Ct-M")oV"«I: 

■,  a-]  =  {!+,-')  .'.Sgoggo.  f"",  ■^■j  =  (i  +  i-'î  o'.SSSW». 

91.  A  Taide  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  clia- 
pïtre  VIII  du  livre  II,  on  a  obleuu  les  résultats  sui- 
vans,  dans  lesquels  ~  représente  le  mouvement  si- 
déral en  longitude  du  périhélie  à  l'époque  de  1800 
et  pendant  une  année  julienne  de  565^,3$;  -7-  est  la 
variation  de  Texcentricité  à  la  même  époque  et  pen- 
dant le  même  intervalle;  ^  est  la  variation  an- 
nuelle de  l'inclinaison  de  l'orbite  à  l'écliptique  fixe 
de  1 800 ,  jp  la  variation  annuelle  de  cette  même 

inclinaison  à  récliptique  vraie  ;  ^-  est  le  raouvement 
annuel  et  sidéral  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  sur 
récliptique  fixe  de  1800 ,  et  -^  le  mouvement  an- 
nuel et  sidéral  du  même  nœud  sur  l'éclrptique  vraie. 
Enfin ,  comme  nous  Tarons  dit«  /x,  f*.',  etc.^  repré- 


Eiiiizedbv  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  383 

sentent  les  correctîoas  doat  sont  eocore  sascepti- 
bles  les  masses  f^anétaires,  ces  coèfficiens  devant 
être  supposés  ëganx  k  zéro  jusqu'à  ce  que  le  temps 
et  les  observations  attentives  des  iDOnvemens  pla- 
nétaires aient  permis  de  les  détenniner  avec  exac- 
titude. 

Mercure. 

^  =  4',8iSt46  +  9',874ooV  -I-  o'.*57J7it<*  +  </',<nS»t^ 
+  l'.SraSiV+o'.oTS»»»»'  +  *',ooi853^", 

^  =  o',ixiG3i7  +  o*,oio4i3f»'  +  o'.ooSoiQft*  —  o'.mmBoV' 
—  o'fitS3-]t/t"+  o*,oooo56/i'  +  n^iooooot/t", 

^  =  —  o*,ii559S  —  o',elS33g^  —  o*,oooo3^'  —  o',fago3Eff' 

—  o'iOoSaâC^*  —  o*,o(KMii  i/tTi , 

T-  =■  —  4',3aCfo5  —  l'^iaTV  —  «',om435/«*  —  o',«sii69iyi' 

—  r,4i36i3^"—  o*,ti66934u»  —  o'.ooiS?!,.", 
^  =  +  •',<^*>Î7  +  ('■.064865/  +  o',ooo3o»^4-  o'.ogBKtjp" 

+  o'iOogBSj^T -f-  o*,ooao36ip", 

^  =  —  e-jeaBas  —  o'.ionso^  —  riSeesis»/  —  o*,iS886^ 

—  i/,i)984afV'— a'.ai4i3»»"— o'.iiaaiV—  o*,ooa4a3^". 

^  =  —  t'4)S6t7i  —  4'/»o9S4n.  —  S',3995ee^'  +  o'^438V' 

+  e',54499W'»+o'.'>797^'  +  o'.oo3554f." , 

2j-  =  —  o',ii3569  —  o',o4a73a^  —  o',o4îoi4^'  —  o',oo»iga^ 

—  o'.oîogSs^'»— o*,ooo67ap»  +  o'.oooooi^", 
^  =  -  o-,oi5468  +  0-,<n6607^  +  «•,ooi47^"  -  o'.oSaîfe/." 

~  □*,Da53a(V<^+  o*,ooooo^", 
i^  a  -'9'^t95o:+  o'^79V  —  FiBBoiiv"  —  o'.oSaSaV 

—  a',698iai/t"— o',o8aoi(iii»  —  o*,<M36Gq»", 
^«  +  o'^7io6  +  «".oso^eo^  —  e^fityO^ifT  +  o',«i6i47*i" 

4-  o',orf34i^'—  «"joooooi/t»', 
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£a  TWre. 

^  =      .i-,i748i5  -  o-,4385.^    +  r,6454ov'  •*•' o'fijaiit^  ' 
^  =  -  o',c.9o3î8  —  o',oo4a86^    +  o-,oi44i».'  -  o-.otg^^" 

Mars. 

—  •'',os469yc  —  o''/>ooo8îf^", 

^  =  -  9',«5t975  +  o-,o5Bo3fr    -*-  o',îo48ïo»i'  —  l'^ijaiV 

—  T'.sîSiiiu"—  o',»53479»'  —  o",<K9sS8^<, 
^=  — i>",oi99»3  —  o',ooo367^    +•  o*,i»6o»<v<' —  o',iî36(^" 

—  o",oitBgj|C  —  o^.oooojg^". 


Jùpfter. 
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■5-=        «",1575*8  +  «',iioo54V  +  o'.ooSSgt^'  —  o-,oo9iiV 

—  o*,aoo34:vi*+  6',*3(m67^'—  o'.t^gs^f/i", 
-^  =  —  o',9io8o3  —  o*,(.ioo3<p  —  o'.iaa^ia^  —  o',o<r;^^ 

—  o%o-}i6aait' +  o',acQS6Sfi.", 

—  o',»656»S^+  5',6i9î3v'-  o-,«5ï39lV<-! 

Saturne. 

A.' 

^  —  ~  °'>Sfoa59  —  o'.ooooocyt  +  o*,imoooojii'  +  o'.ooiKxKyi^ 

—  o'.oooood^—  o'fi5o8S6ft"+  o*,dio6o3|ut>, 
^  =  +  o',ioo4!i3  +  o-,oooi>oV   +  o',oooof}//  +  o;mooo^ 

3^  =  —  9  ."T^^g  +  o  ,000004^   +  D'oom^if/  —  o*,oaioS£^* 

—  o-,o(m>m3/.*~  8-,ajii3G5^-'_  o'.jgî^aV. 
-^=  -  oM4a>S7  -  o>i.6<w   -  o',.8465;j.'  _  o'.ooHS?^ 

+  o",o59454ft"+  o',oo3iil%tT', 
^  =  -i8"^i3>î  —  (.-,ii884ip   ~  S-^ijsSV  -  o-,ooTci3£^ 

—  o-,096638^-,a-,M59t(^"_  o-.îaSe*».' 

-3p  =  +  »'4(55*j  +  o-,ooooo3^  +  «\oooo4ty  H-  o-.ooooSf^' 
+  o',oooo3V'+  i',M73oÉ^"+  i',i88o5^T, 

-jP  =  —  o">o5i9Sa  —  o',oo«oo<fi  —  o'.ooDootyt'  —  o',ooooo<vi* 
+  o'.ooooiKi^—  o',oa6o33fi"—  o'.ofS^^', 

"5J"  "  ~*  «".o^Tafii  4-  o*,(K>Doo(^  +  o',ooooo(i)U'  +  o'.oooooryt* 

—  o'.oagiTgf,"—  o*,o38o8v, 

-^  =  +  »',586!»3  +  o-,oooort><  +  o'.oooiSj^  -  o'.ooooa^ 
+  o',<»oo3:V^+  >>'.fc7î^"+  »",09835vi', 

ToHE  m.  a5 
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-^  =  +  *",o3«8»  —  o",oo677>  +  o'.oioioV  —  o'.on^oSV" 
+  i>*,o6o)58^-*—  i>',oa9i67^', 

^  =  -33-,19337»  -  o'.8386»8^  -M'^îgSi/.'  -  o'.ooooS»^ 

Les  formules  précédeates  ne  renfermeot  pas  les 
variables  qui  détermÎDeDt  les  déplacemens  de  l'éclip- 
tiqne  ;  pour  éviter  les  diviseurs  qui  se  réduiraient  à 
zéro ,  il  a  fallu  recourir  aux  formules  (9)  et  (10)  du 
n'  44  *  ^'vi^  II-  0"  *  supposé  ainsi 

p"  =  tang  ^''  610  a" ,     q"  =  tang  ip"  cos  a", 

et  l'on  a  déterminé  les  différences  ^,  ^parles for- 
mules (c)  du  n*  69  du  livre  U.  On  a  trouvé  ainsi 
pour  répoque  de  1800  : 

^  =  +  o'Hi6ifl6o  +  o",oo883^   +  o^oSooi-j/t'  +  o'.ooSîg^ 

^  =  —  o*,488566  —  o*,oogi3y  —  o*,3(5ggi;t'  —  o',iio-}tatf/ 
—  o',i5gfi^3fi'''—  o',oi6S63fi^  —  o*,aoaia(yi". 

On  aura  ensuite,  en  prenant  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  l'écliptique  de  1800,  et  en  nommant  <  le 
nombre  d'années  juliennes  écoulées  depuis  cette 
époque, 

^  ~'  A  ^  i.a     A'  * 

î         *  A    ^  i.a    <fC  • 

On  pourra  ne  considérer  que  la  première  puis- 
sance du  temps  dans  ces  formules  tant  <|ue  t  ne 
dépassera  pas  Soo ,  et  Ton  pourra  rejeter  toutes  les 
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puissanœs  supérieures  à  la  seconde  lorsque  2' sera 
moÎDctre  que  1300;  on  le  fait  même  relatÏTement 
aux  observations  les  plus  anciennes  qui  nous  soient 
parvenues,  à  cause  de  leur  imperfection,  p"  et  a" 
^tant  déterminés ,  on  en  déduira  9"  et  a"  au  moyen 
des  équations  précédentes ,  et  l'on  aura ,  par  con- 
séquent, la  position  de  l'écliptiqne  vraie  par  rap- 
port à  l'écliptique  fixe. 

9a.  Ce  que  nous  disons  ici  relativement  aux  quan- 
tités 'p"  et  5"  s'appliquarait  également  aux  varia- 
tions de  l'excentricité  et  du  périhélie  de  Torbe 
terrestre,  et  &  celles  des  élémeos  des  autres  pla- 
nètes. Les  formules  précédentes  suffisent  donc , 
comme  on  l'a  dit  n"  64  ,  livre  II,  aux  besoins  actuels 
de  l'Astronomie  ;  mais  les  progrès  futurs  de  cette 
science  et  le  dégir  de  compléter  sur  ce  point  la 
théorie ,  exigeaient  qu'on  déterminât  les  variations 
séculaires  des  élémeos  des  orbes  planétaires  par  des 
formules  qui  pussent  embrasser  à  la  fois  les  siècles 
passés  et  les  siècles  a  venir.  Pour  cela ,  il  fallait 
appliquer  au  système  solaire  les  formules  des  n**  64 
et  69  du  livre  II,  et  nous  avons  vu  que  c'était  en  effet 
le  seul  moyeu  de  résoudre  d'ime  manière  rigou- 
reuse l'importante  question  de  sa  stabilité.  Les 
masses  des  planètes  et  les  élémens  de  leurs  orbites 
sont  aujourd'hui  assez  bien  connus  pour  permettre 
celte  application  ;  mais  les  calculs  qu'elle  exige  lors- 
que l'on  considère  à  la  fois  les  sept  planètes  princi- 
pales sont  d'une  excessive  longueur  :  M.  Eugène 
Bouvard  a  bien  voulu  m'aider  dans  ce  pénible  travail, 
et  voici  les  résultats  auxquels  je  suis  parvenu. 
a5.. 
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Aa  moyen  des  valeurs  donuées  nt  go ,  et  des 
formules  (q)  dn  n"  64  f  livre  It ,  on  a  formé  les 
sept  éqoatioDs  suivantes  : 

{h—  5",5o3ga)M   +i-,8300qM'+  o 
+  0 

(fc-ii',7g6M)M'  -hJ^,■a^»;yl-h  sr,^tJgoSî'•^-o',<•5»^^w+o',^»S3m"^ 

(A— n'^îetjM"  -|-o',o49iciM+  4*,ïo8o3M'+o',M9MM"+i',fia»8oM'»| 

+  o*,o4i58M'+«',.»o5oM''=o, 
(II— i7",54iG9)M»-H>-,oo6i4M  4-  o'.a69.S5M'+i',39737M''+5',a84»9Bl"' 

+  o-,ii535M'4«*,ooi45M'-=o. 
(&—  7*,489<i5)M"-+<i',<ich»mM+  o'.ooo^iM'-l-o'.ooiiSHf  • +o',[> 

+  4*,8i545M'+o",a553iM["=«, 
(A— i8*,fe3(i6}M'  -(-a',ooiiocM4-  o',oooo5M'+o',mM)i4M''-(o',o 

+  ii",84fooM"+(i",»3aa4M"=o, 
(h—  3°,3a346)M"-+o',ooooiïM+  o',otioooM'+o',onoooM"-+<i',oooooM' 

+  o',3.366M"-H.',83548M'=o, 

Ou  a  éliminé  de  ces  équations,  par  les  procédés 
ordinaires ,  les  coefficîens  indétermioés  H  ,  M' , 
M",  etc.,  et  l'on  est  parvenu  à  l'équation  du  &ep- 
tième  degré  qui  suit  : 

(V)oi53fci— o,36r88»«-+-33,9a3i9A»-ifio5,3584oA«  +  4o879,i(655A«    I 
'      _  5S8i8fi,4oaooA*  +  37S56i>r,7868oA— 9S37548,S888e»».  f '') 

On  a  résolu  cette  équation  par  les  méthodes  d'ap- 
proximation coannes;  et  en  nommant  A,,  A,,  A.,  etc., 
ses  racines,  on  a  trouvé 

A.  =  3".7o68<î,  ht  =  i8-,4890a, 

At  =  M,s6oo7,  A|  =  i7,ii53a, 

A,  =  7,63o<>S,  Ai  =    1,15464. 

.  fil  =;  5,3;gio, 

Au  moyen  des  nept  équations  (a) ,  on  peut  ex- 
primer clMGuae  des  indéterminées  M ,  M',  M",  et«. , 
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en  fonction  de  Tune  quelconque  d'entre  elles  et  de 
riDConnae  A;  il  y  a  même  une  équation  de  [dus 
qu'il  n'est  nécessaire  pour  effectuer  l'élimination  «  et 
l'on  en  proGtera  pour  écarter  celles  de  ces  équa- 
tions dont  les  coefficîens  seraient  trop  petits;  les 
valeurs  des  rapports  cherchés  devant  être  d'autant 
plus  exactes,  qu'ils  résultent  de  plus  grands  nom- 
bres. Mais  ce  qu'où  doit  surtout  éviter,  pour  ne  pas 
parvenir  à  des  résultats  entièrement  fautifs,  ce  sont 
les  fractions  dont  les  dénominateurs  seraient  peu  dif- 
féreos  de  zéro.  U  faudra  donc  diriger  dans  cette  vue 
l'élimination  ;  en  substituant  ensuite  pour  h  les  va- 
leurs  précédentes,  on  formera  autant  de  systèmes 
difiërens  de  quantités  M,  M',  M",  etc.  Ou  a  trouvé 
ainsi  : 


A 

M 

M- 

w 

M" 

M' 

M" 

K 

,,^,,«' 

o.WMoaM' 

o,86396M' 

3,3io4tiM' 

.,Mi8M; 

.,6«„81>r 

h. 

-.'•■saK 

^,<«S,< 

»,.77fcM' 

o,9859Sl< 

3,i3o9BM" 

",.4W< 

h. 

-7,*mîm; 

«,çj.8.m; 

S,54863I< 

— o,oa5ti>M" 

-«,<n6S,M- 

...sosai»: 

A) 

■AW»" 

■IN1W»< 

e.atfeïM- 

«,»..™: 

-...«aigM" 

•,,,».< 

''1 

^,«11SM^ 

\.„Miii; 

^.««MM- 

-.Mî»^ 

-4,M«4M^ 

^awsM'; 

«. 

0,oi348M' 

-o.ogfiegM' 

-o,mi65M7 

=.=9!»e< 

e.;Mo< 

-o,3SfaiM" 

A> 

•>.!».«< 

o,-je^eeyi\ 

o,,3.6,M^ 

3,6o«)3M' 

i.,5i,«6M' 

(3,48o3M' 

'  'H  ne  s'agit  donc  plus  que  de  détennilier  les  eept 
quantités  M^ ,  M^,  etc. ,  et  les  sept  «onstanfes  l,  -/, , 
^^-etc.,  que  renferment  le»  iraleurs  complètes  de  b, 
è^iOtCf'C,  c'~,  vHc.,  ii<^64,'Hvre  ir.PounoelftyCon£[)r«ié- 
OMKt'À  ce  4;ae  nou  «rons  dit  nufnéro  cité,  pu  a 
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calcnlé,  d'après  les  élcmens  des  orbites  planétaires 
rapportés  n"  90 ,  pour  cbacuoe  des  sept  plaoètes  prin- 
cipales les  quantités 

relatives  à  Tannée  iSoo,  que  l'on  a  choisie  pour 
époque.  En  supposant  ensuite  t  ^  o  dans  les  ex- 
pressions de  b,  b',  etc.,  c,  d,  etc. ,  n*  64,  livre  II, 
après  y  avoir  substitué  ces  valeurs ,  on  a  formé  entre 
les  quatorze  inconnues  M,,  M,,  etc.,  l,,  l, ,  etc., 
quatorze  équations,  qui  ont  snfE  pour  les  déteiminer. 


a  trouva  ainsi  : 

«7  =    0.0180.;, 

I.  =    .9.9'5S-. 

»'  =    0,0.9.10. 

(.  =  ,i|..4,,5S. 

m;  -  -  o,o,,o4«. 

;.  »    3o.5o.35, 

m;  =  - .,«»««,. 

/i«:mS.43.i3. 

M^  =  -  .,oi,3(J. 

f,  B=.83..3.i5. 

-    m;  =    0.0,4337. 

tt  1=   69..7.M. 

m;  =    o,««,3,. 

(.=  11,.  1.4,. 

Si  Toa  snbstitne  maintenaiit  à  la  place  de  UT^  ' 
if,,  etc. ,  leurs  valeurs  dans  le  tableau  précédent,  oa 
aura  celles  des  quantités  Mo ,  M, ,  etc.,  M'o  ,  H', ,  etc. 
Ou  trouve  ainsi  : 

o.  >C  *  o.otSSSS,  M*  =  o,ai5558, 
[o,  M^  =  —  0,000769,  MÎ  =  0,00106, 
H.  =  o,»n3»,  M^  =  —  0,113171,  14^  =  — 0,094596, 
Hm  —  o,o5Sosf,  H*^  s  —  o,ooSaM,  M^  s:  —  o,cM3ae4, 
M4  =       o,oopooc,       M'j  =  —  0,000137,       M^  =       o,oooo»g, 

19,         M^  =  ~  0,007188,         H|  s=  —  0,O0OIl3, 

!B,      H',  =       o,oooS!M,        M^a.       o,o«^; 
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oii&oB, 

M^  =  *,o3>8M, 

m; 

=  -  o,o«98S, 

~9^., 

m;  =  o,oi8838. 

m; 

=  —  o,ooi333. 

,^,a, 

m;  =  o,«<.<S4, 

m; 

=  ^o,o«,S,,. 

ooooSl, 

m;  =  .,*»o<s. 

m; 

=  -0,000053, 

,«»48». 

m;  =  o,<,s»s«. 

K 

•  -  o,oi8feS, 

.«7.35. 

m;  =  o,oS5b6., 

K 

=  -  o,oa6io8. 

.«•■9I9, 

m;  =  o.ootiSB. 

m; 

a       o,o3io5a. 

On  connaîtra  ainsi  les  valeurs  de  toutfis  les  cons- 
tantes qui  entrent  dans  les  expressions  complètes 
des  variables  b,  c,  y,  c'f  etc. ,  et  l'on  pourra,  par 
conséquent,  déterminer  les  valeurs  de  ces  quantités 
pour  nn  temps  quelconque. 

n  résulte  donc  de  la  saile  d'opéra^ns  dont  nous 
venons  d'indiquer  la  marche ,  i*.  que  les  racines  de 
l'équation  (b)  sont  tontes  réelles  et  inégales,  3*.  qn« 
les  coeffidens  M,,  M,,  M„  etc.,  sont  tous  de  très 
petites  quantités  dn  mém^  ordre  que  les  excentricités 
des  orbites  planétaires  à  l'époque  de  1 800  f  conditions 
nécessaires  et  également  indispensables ,  pour  que 
les  orbites  de  toutes  les  planètes  ne  fassent  qu'osciller 
autour  d'un  état  moyen  d'ellîpticité  qu'aucune  d'elles 
ne  saurait  dépasser. 

En  effet ,  la  première  condition  étant  remfdie,  les 
sommes  M.-4*Mi+Mi+  etc.,  de  chacun  des  systèmes 
de  quantités  M^,  M, ,  M,,  etc. ,  prises  avec  le  mémo 
signe,  sont  des  limites  qne  les  excentricités  des  or- 
bites des  planètes  ne  pourront  jamais  atteindre,  n*6S, 
livre  II;  on  aura  donc  dans  tous  les  siècles  : 
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a   <o,i>>7ai6,     e'<  d,i46366,     a'<o,ifS685,     ^<  o.iSnBg, 
e"<0|ij6o709,     e'<  ii,i7aoÏ7,     o"'<C  Otii>7545. 

Ces  limites  sont  encore  assez  petites  pour  qu'on 
puisse  assurer  que  les  orbites  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranns,  différeront 
peu  dans  les  siècles  futurs  de  leur  forme  actuelle,  et 
demeureront  toujours  à  très  peu  près  circulaires 
comme  elles  le  sont  aujourd'hui. 

S!  l'on  compare  les  résultats  précédeos  à  ceux 
qu'avait  oJ!>tenus  Lagrange  (Mémoires  de  Berlin  ^ 
1 78a) ,  en  séparant  l'ensemble  de  toutes  les  planètes 
en  deux  systèmes  difiërens,  l'un  composé  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uraqus,  l'autre  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre  et  Mars,  ce  qui  facilite  beaucoup  les  calculs,  on 
verra  que  ces  résultats  s'accordent  sniBsamment  bien 
entre  eux ,  mAgré  les  cbangemens  qu'ont  subis  les 
niasses  planétaires  employées  par  Lagrange  ;  ce  qui 
permet  de  croire  que  les  corrections  futures  qu'on 
pourrait  introduire  dans  les  valeurs  de  ces  masses, 
n'altéreront  pas  d'une  manière  sensible  les  conclu- 
sions auxquelles  nous  sommes  parvenus,  et  que  les 
calculs  précédens ,  comme  nous  l'avons  dit  q"  56 , 
pouvaient  seuls  rendre  rigoureuses. 

Considérons  maintenant  les  variations  des  inclinai- 
sons et  des  nœuds.  Les  équations  cpii  les  détermineut 
étant  de  même  forme  que  celles  qui  se  rapportent 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  peuvent  être 
traitées  de  la  même  manière. 

En  supposant  dans  les  équations  (c)  n*  69,  livre  II, 
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et  en  sabBtitnant  k  la  fdace  dos  quantilés  représen- 
tées par  [a,  a'] ,  [a ,  a'H ,  etc>  >  leurs  valeors ,  on  « 
formé  d'abord  les  sept  équations  saivantes  : 


ig-h  5',5o39a)N 

-  «•«.034B' 

-  .-.Î9151II- 

-  .■,«r7i6l«' 

-  o-^:98li-  . 

—  o-,ooi85H"/      ' 

C»+„-.,B(ro.)K' 

(rm-.9438.)N- 

—  o'.ioîSiH 

-  7V3166B' 

-  S-..7404M' 

—  o'.3ï5r.5H' 

-  .■,ï98«3Ii-  1 
-o'.oo77îN"f^' 

(r+.7-,!4>«9)n- 

-.(■,!9.3.K' 

-  o-,6a9;4N' 

-  ■■.«i7'"Il"  1_„ 
-«•,o.(63N-r"' 

(n-  ,-,«lso5)ll' 

—  o',oo3iiN- 

-  o-,oo9,3Il"  1__ 

<rHiî-*3iK)N- 

—  o',o«>o3H 
-cr.Ddrf3H* 

— i8-,iagi3N' 

—  o',<ioio3M'  ï 

iipt.  y,3««|JII- 

_  o-,«,«x,B 
-  o',oooo3H* 

-  o',93i3iN' 

-.■.3s>«,K.  /=". 

Ces  éqnations  feront  connaître  les  rapports  des 
constantes  N,  H',  N"  etc.,  entre  elles,  et  si  l'on  âi- 
mine  tontes  ces  quantités ,  on  aura  une  équation  fi- 
nale qui  ne  contiendra  que  l'inconnue  g. 

Mais  d'abord  on  doit  obserrer  que  les  fectenrs 
numériques  qui  nonltiplient  N  dans  la  première  des 
équations  précédentes,  W  dans  la  seconde,  et  ainsi 
de  suite ,  étant  égaux  respectivement  à  la  sorontfe  de 
tous  les  antres  coefficiena  de  la  même  équation ,  on 
satisfera  à  ces  équations  en  feisant  toutes  les  cons- 
tantes N,  lï',  Vf  etc. ,  ^les  entre  elles,  ce  qui  donne 
g-  =  o.  11  suit  de  là,  par  conséquent  que  l'une  des 
racines  de  l'éqnation  du  septième  degré  qui  résultera 
de  l'éliminatioa  des  qnantîtés  N,  W  etc. ,  étant  ^ale 
fi  zéro,  cette  équation  doit  nécessairement  s'abaisser 
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an  sixième  degré.  £a  suivant  en  effet  les  procédés 

ordioaires,  on  est  parvenu  à  l'équatioa  suivante, 

+  a3oo95,i84i5g'  +  an6i3i^aii+  3679638,81311/       '  '"' 

En  résolvant  cette  équation  par  les  méthodes  d'ap- 
proximation^  on  a  trouvé  pour  g  les  six  valeurs  sui- 
vantes t 

,  g  =  —  25",8i967,  ff4  =  —  7'»o693r, 
g.=  —  18,98137,  gs  =  —  4.88242  , 
ffi  =  —  i7,6o564,      g(  =  —  3,49896, 

Comme  ces  valeurs ,  et  par  conséquent  les  racines  de 
l'équation  (e)  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en 
résulte  n"  69  ,  livre  II,  que  les  expressions  des  va- 
riables p,  //,  etc.,  q,  ^,  etc. ,  seront  composées 
d'une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  différens; 
mais  qu'elles  ne  contiendront  nï  exponentielles,  ni 
arcs  de  cercle. 

Si  Ton  substitue  successivement  à  la  place  de  g  les 
nx  valeurs  précédentes  dans  les  formules  (d)  on 
formera  six  systèmes  d'équations  au  moyen  desquel- 
les ou  pourra  déterminer  les  rapports  des  sept  quan- 
tités N,  N'  etc.,  à  l'une  quelconque  d'entre  elles, 
relativement  k  chacune  des  valeurs  de  g  qu'on  aura 
choisie.  Et  comme  cette  détermination  n'exige  que 
six  équations  dans  chaque  système ,  on  pourra  choi- 
sir celles  qui  doivent  conduire  aux  résultats  les 
plus  exacts;  on  a  trouvé  ainsi  : 
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N 

H' 

w 

K" 

H" 

M> 

—  o,3aa85N;' 

-  <.,,3648H;' 

-ï.66a95H;" 

-■i,o573iN;' 

+,,4<»69N:' 

-8,4.7Î'M: 

~  o,8898>H;' 

+  5,77<98N;' 

-5,ao4i7H;' 

+  6,o«o41s:' 

-o,ai835N;' 

+  o,oi978N; 

-h  <so3i93iy" 

-  ».'77i9N" 

+0...647K;- 

+  1,760751*;' 

-o,<»o69H;' 

+  o,oi4..4Nj 

— 34,.70i3N;' 

+i3,fi8i9aH;' 

+1,59. 53Hy 

+  a,64S«îM;' 

-o,o3i3»H;;' 

—  o,oi6o6N' 

— 84,«c^5oH;" 

-  9."8977H;' 

-6,53i5iM;' 

-  ,.463oeN;' 

-o,o4369H;' 

-o,M975M; 

-  o,Hi35N;- 

-  o,i5;77M" 

-o.i4?56H;' 

-  <»,io9i3MJ' 

-o,o86,oN;' 

-  o,o,39SK; 

Ed  joignant  aux  valeurs  précédentes  celles  de 
N  =  N",  N'^  N",  etc. ,  qui  se  rapportent  aa  cas  ou 
g^o,  et  en  les  substituant  dans  les  équations  (d) 
du  n'  6g,  livre  II,  il  ne  restera  plus  d'indéterminées 
dans  ces  équations,  que  les  sept  quantités  N^',  N;', 
N",  etc.,  et  les  sept  arbitraires/',,  /'„  T.,  etc.,  qui  sont 
les  constantes  introduites  par  l'intégralion. 

On  les  détei'minera  en  remplaçant  dans  ces  équa- 
tions, les  variables  p,  ç,  p',  q'  etc.,  par  leurs  va- 
leurs relatives  à  l'époque  de  1 800 ,  et  eu  y  supposant 
e^o:  on  a  trouvé  ainsi. 


H^ 

=  o.oa9'77«. 

h  =  .oJ-itCSS- 

K 

=  o.MiSSSi, 

/.  =  3o6.  9.50, 

K 

=  c.,c»8»,59, 

/.  .=    73.10.31, 

T 

i=o,.„ÎJ.9, 

/,  =    ji.Jb.  î. 

s; 

=  o,o>o5SiS, 

t,=   6i.ao.5i, 

K 

a  0,00196.1, 

if  =  070.45.11, 

H' 

=  o,oi;.ago. 

;.  ^  3o5.  ,.5,. 

En  mntlipUant  ces  valeurs  de  N" ,  N*'  etc. ,  par 
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iC9  uw fucicus  OUI  Kiirx.ui  icsuondcnt  ttanis  le  tuiiciii 

précéd«Bt,-<ui  a  trouve, 

H'  ^     0,0391756, 

H',  —-0,0001845, 

V\  = -f-«,oSii5B4, 

NI  ^  —  0,0010081, 


H  s     o,mgi7:5, 

Ni  =c— 0,0004379, 

M.  »  — 0,0078979, 

H)  K+o,ooo36t9, 

M4  =  —  0,0191895, 

M,  =-û.u34a55, 

Nt  =:— •0,0041718, 


—  0,0137646, 
—0,0097176, 


S*  =     0,0^(776, 

h;  =-o,oo4(>.9, 

H^  =— o,D4Gig»>, 

H\  =  +  o,ooi3igg, 

N^  =^o,ooG5oçA 

n{|  «=—«,016730]. 

h'  =-o,«o»Hiti 


H*  a     0,0191776,  H"  =     0,0391776,  H»  =     o.oBoijT^ 

B*  =1  —  o,otfe64S,  H|'  <=>t-0iOio«i9t,  S'  i=— o,M497i9k 

H*  = +0,0596467,  n"  n— 0,0001938,  W\  =-f-o,oo«75S, 

B^  =+0,0199554,  h;'  =-0,0001337,  h;  =  +  o,oooiV. 

H     =:+o,oai485g.  H''  = — 0,0000176,  H'  ^ — 0,0000090, 

N*  =  — 0,003^459,  Vy  =  — o,aooni9,  Mj  =— o,ooo«cfi«, 

■*■  t«— «rOBiaBa?,  Hj'=-«,oM(899,  Bj  =— <»,o«i»i. 

Ea  appliquant  aux  inclinaisons  ce  que  nous  avons 
dit  n"  65,  livre  II,  relativemen  taux  excentricités,  on  en 
conclut  que  la  somme  de  tons  les  coefficiens  N,  N', 
N"  etc.,  dans  chacun  des  systèmes  précédens,  pris 
avec  le  tnSmesigne,  sont  les  limites  que  les  tangentes 
des  inclinaisonk  ne  pourront,  pas  dépasser.  On  aura 
donc  reloliv^ment  à  Mercure,  Véoi^s^  J»  Terre,  etc., 


■SfeciBï,    uàg 


ui«^i<o,afpi5i6t 


V<o,n6W,,      «^<<o,.o 
iaiisf"<o,o4ia638,      UB(f'<o,o5 
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•t  par  conséquent 

,<.o'î7'45-,    ♦■<6<'39'48",    V<6''5'53-,     4-<5''î.'6-,. 

Ainsi  donc,  on  est  asaaré  qae  quelque  déplacement 
qu'e'proaveot,  par  la  suite  des  siècles,  les  orbes  plané- 
taires, leurs  tacHnaisonsati  plan  de  l'édiptiqne  seront 
toujours  moindres  que  les  angles  précédens;  et 
comme  le  jins  grand  de  ces  angles  ne  dépasse  guère 
10*,  il  s'ensuit  qfue  les  oi^Ks  planétaires  resteront  tou- 
jours renfermés  dans  une  zone  de  la  sphère  céleste, 
dont  la  largeur  sera  à  peu  près  celle  du  zodiaque ,  et 
que  par  conséquent  la  stabilité  du  système  solaire  est 
assurée  relativement  aux  inclinaisons  comme  elle 
Test  par  rapport  aux  excentricités. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes,  ainsi  que 
celles  qui  se  rapportent  aux  excentricités,  k  la  place 
des  quantités  qu'elles  représentent  dans  les  équations 
générales  (d)  des  n°'  G^et  6g,  du  livre  II,  on  aura 
des  formules  propres  à  déterminer  les  variations 
séculaires  des  exoentriàtéa  et  des  périhâies,  des  in- 
clinaisons et  des  nœods  des  orbes  planétaires  pour 
un  nombre  quelconque  d'années  juliennes,  soît  à 
partir  de  tSoo,  soit  antérieures  à  cette  époque» 
en  supposant  t  négatif.  Mais  dans  ces  formules  les 
longitudes  se  trouveront  comptées  à  partir  de  l'é- 
quinoze  fixe  de  idoo;  et  pour  avoir  des  formules 
relatives  aux  longitudes  comptées  de  l'équiooxe 
vrai ,  il  faudra  les  augmenter  de  la  précessîon 
des  éqninoxcs  pendant  l'intervalle  écoulé  depuis  Té- 
quinoxe  de  1600  ;  ce  qui  revient  &  augmenter  de 
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5o",3355o  les  valeurs  de  tons  les  coeffidens  h,  h^y 
k^f  etc. ,  g,  g,r  g»,  etc.,  qui  mnltiplient  t  sons  le 
signe  sÎdus  ou  cosiuus  (*}.  Eu  faisant  donc  générale- 
ment k  =  5o",aa35o  +  h,  fs=  5o",aa55o  -h  g,  ce 
qui  donne 

it=68',7i35o,    A,  =  67',}3889,    k»=5t%i'j%ii, 
/.  =5o-,«55o,    /,  =7e'^Si7,   /.  =G^',1u£■}^.    f,  =6j',8în4, 
/*=57'.»947".   ^t  =55-,io79".    /•  =5i'.7ï4i6, 

on  aura  pour  un  temps  t  quelconque,  à  partir  de 
1800, 

Mercure. 

b   =o,DMfbo  riii[A>t+'<H«.o«>iio  ùii(A,(-K,H«,  11773»  nalktl+t.) 
_  0,055094  àn'_k,t+li)-h^,oooaoo  ûnlk  it+iit-t^,ooioo»  nat/i,t+i,) 

—  o,ooa458  nn{A6(+'*], 

e    so,i»i8m  cti«(A,(-M.)+'>,oooiio  cot(h,l+i,)+i>,i^-]-jit  coifA.t-f-'.) 

—  o,o55o94  coéH,t+i,)+o,aaoooo  coi[*4(+/(>-H>,ooiooi  co<*il-Ki) 

—  0,000^58  coi{ktt+lt) , 

f>   =o,oa9i78.îa(/-.(+f.}-a,o«.438iîn(/,i+f0-'»,oo7898»mt/.'-W.> 
+  o,ooo36aiio(/,t+f»J— 0,019189  ùn{ftt+e  t)-~o,i  334)6  iin(/(l-W'(J 

—  0,004173  line/il+rs), 

ç    =  o,o»9i78co»(/,(+f,)~o,oon438coi(/,(-H'.)— o,oo7898coiff.(-»J'.) 
+  o,o«.3ftlco</■Jt-K'»)-«,ol9l89co^/4^+^^>-o,Iaï496co.(/.HJ'.) 

—  0,0041  j3co.{/«(-N'i;. 


V  =  o,oi5558  •tn(*,(+;,)-o,ooo769  .m(*,r+:,)-o,ii7i7i  ,ia(k.t+l^ 

—  o,ooSa9a  *iii(Ai(-M)}— 0,000137  ""{t^t-KO— o,**îi88  linikil  +  h) 
+  o.oooSia  tiD{A(l-+Jtl , 

•f  =  o,oi5558  co<l^-M,)— 0,000769  coi(*,(+/,)— 0,11717,  co<*.(+f.) 

—  o;oo5oa»  co.(*iHJi)— 0,000137  cH'^'-Nj)— 0,007188  eaa{k,t+lî) 
•^  o,ooaSM  acoi(Aai-K*}, 


C)  Nom  adoptons  la  ralear  de  la  prëcession  qui  résulte  de* 
demien  calculs  de  Bessel ,  CoiutaUtance det  Temsçom  i83i. 
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p'  =  o,w9i58  rin(/.^+J',>-<^ooo.85«n(^,H-^,)+o,o5ll58dn(/.(+^.) 

—  0,001008  im(/.l+^i)+fl,oO7684:»in{/(t-t-/'0— o,oi3785tm(/il-M'() 

—  0,001798  ùaifêt-t-fa), 

tf  =  0,0*9178  co.(/o^t■?.)-o,oooI85co^(/.^+^.^+^o5n5Bco•(/,t^-/'.) 

—  a,ooaoo8  co</i(+riH-«>oo7684c«i{/4ï-tJ'4)— o,oi»3j8Sco«(/(l-K») 

—  o,ooa7»8  e«K/»(-W«). 

La  Terre. 


h"  =  o,oi5558  Ma(>at-M.)-H),ooiS6  linfAit-M,)— o,o945g6  «»(«.<+/.} 

—  o,oa33n4  ■m(A|l-4-f])-H>,oooaag  ■iii(Aj(-f't)— o>oooil)  tid{Ait -f-'(> 
+  0,000539  »in[*i(-K«), 

«■  =  o,oi555S  ca^A.t+I.)-H>,ooi636  eoi(*,r4J.)-o,o94596  coi(ft.(+/.) 

—  o,oo3ao4  co**j(-W))-H>jOoooa9  coi{Att+/t)— o,oooii3  coi(i(t  •{-/() 
+  0,000539  coi(Aet-f-/«), 

p*  =  0,0*9158  «oC/.(-W.)-o,oo44aa  iiD(/,(-M',)-^o46I9aliIl(/.(-tJ'.) 
+  o,ooi3i9iio(/,HJ'j)+o,o<.65o9«m(/i(-tJ'4)— o,«i673oim(fiH-^d 

—  o,ooa4Sa  «n(/»(-M',), 

9*  =  o,oa9i-8co</;(-M',)— ©.ooilMCO^/it+fr)— o,o46i9ïco<f.(-M'.) 
+  o/>olîl9eMC/■l^4J•J>+«,ooKio9co^/^l■^-i'4)-o.ol673ooo</I^^J',) 

—  o,ooa48aco^/«+f«). 


*■=  0,018007  .in[Jl,H-/.)+o,oo9aio  nn(»,^+i.)— 0,017048  ttD(Jt.I+/.) 
-f-  o,ooo5o7  iiD:Ajt44,>-<),oii343  àa(Jnt^i)+ojV]^  na(Ai(+/«) 
+  0,000937  iin[*.l-K«). 

<■  =  0,018007  eM(A>(-M.}-Hi,oag9iocxM(A,i-t^,>~-«,ai7o48  eo*(A.I-f^.) 

—  o,ooo5o7  co«f*it+/))-o,oii343  alt{k^t■44ù+o,vi\^^  a»(*.t+/i) 
+  o,ooo7Î;  c<»(A*i-f-i(}, 

^=1  0,0*9178  niif/B(-Ka)-o.oi498S.iDt/,r+r,)-H>,oS36^7.in[/.(-M',) 
+  0,0.9955  .m(f,«-M',>+<,,oo.<86.mt/^(-M'^)-o.oo3746.m(y,^4J',) 

-  0,001887  wnC/it+f*), 

^=  0,0*9178  <:o^/.(-tJ'.)-o,oi4985co<fi<+r.)+<.,o53647coHr.l+''.) 
+  iSoi9955coK/j«+/,)+o,ooi486co<f<MJ'4)— <WK«3746eoi(/ii-K») 
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/iipifer. 

*"=  0,041606  «in(*,t-fJ.)-o,oo9o8i  »in(A,C-fJ,>+o,ooo4i8  Hn(*.t  +  /,) 

—  o,™»o5i  •in{*,i-+J,)-*D,ooo*89  •'i>(*4 (4^0+0,0071 35  ÙB(ktt  +  lt) 
+  c^ooigigiu(Aaf+/*>, 

0"=  0,041606  coi(i,t+^)— 0.009081  c((*(A,t+f,)^-o,ooo4^8  coi(*.(-K,) 

—  o,oooo5i  «o<*i(-+J,)+o,ooo489  <!0.(»4f+/4) +0,0071 35  «.<*.(+(,) 

+■  0,001919  c<M(i«t+;«), 

^■•=  o.o»9'78»'"(/o<+^.)+<',oîoo»»ilo(/.(+f,}-ci,o<»t94iio(/-.j+J'j) 

—  0.0<W»J4tillJ/,I+r,)--0,OOOOlPliK/4HJ'4)-0,«»lIl.d<^,t+r,) 

—  0,001499  w>(jn+rti, 

fl-=  0,019178  CO«(/.t+f,)+O,0IOO^C0.{/.(+f,)_O,O0OI94c«(/j-W.) 

—  0,000334  <»•(  A'-Wi)— •.«•wn8co^/4&fj',)— o,oo«iiawjfiï4i/,) 

—  <s<«>i4sec<»[/*t+'«)- 

»'  =  o,oh83S  >in(t,H-4>+«/]i88)8  »>n(*,(+/,)+o,eoo454  »ia(I.i  +/.) 
+  0,000045  »in(*,(+^,)+o,oS»o5o  •iii(tji-i-:,)+o,'.5596i  do(k,tH-ii) 
+  «.«0.856  HD(*,(+/,),  ^    ' 

.*  =  o,oSa8JÎ  ™(*,i+J.)+iv«esM  w<*,t+/,>+o,eoo454  coi(A.(  +i.) 
+  0,000045  coi[t,(+/,)+o,o5«>5o  cot[*4i+/4)+»,oS5g8r  corft,t  +  W 
+  D,oo.8S6  co,(*,(+/,).  -V      -^  V 

p'  =  0.<»9'78.iT.(/„t+J',^-<^o»^fcrt»(/,,+f.,.^0^,^,^y;,^^j 

+  0,000159  •">[/l^+^))-«,ooooo»wIl(/^(+f  ,>_o,oooo'rf»o{/,HJ',) 

—  o,ooi>j9  ■in(/«r+i'.), 

,»  «=  •.M9'?«e«<^'+'.>-«,««fe7»«'»f/-t+J'.)+o,oooi76coi[/.r4/.) 
+.  <','>ool59toi(^,f+^',)_o,ooooa9«»(/4(-^J',>--o,oooo7eM«Cfi^+/',l 

—  OiOoiaTgco^rt+r*). 

*'■=  0,018988  .iD(*.J+/,)--y,,ooi333  •in(*,I+/i}-o,ooo5.5  M'>{*.i  + 1.) 

—  o,ooooS3  .iD(i,<+V,>-o,oie496  «aita+l^i~^,oaSidè  ««(l.i+W 

+-  o,o3m59  Ud[jI(I+/«)  ,  l        T-     , 

e"=o,o^  co<*,(+i.)_o,oo,33î  co<*,i+i,;_„,ooo5.7  coi{*.(+W 

—  o,oooo53  co<»„^J,)_o.o,8495  oo.(*.,+/,)_^oae.o8  «K*..  +  W 
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a«,(»9i7^n(/^-+J',)-HNOoi353™[/,(-fJ',H-«.oo8876.mC/.(+J',) 
jti3î3Hn(/,(+^i;-Hi,ooo56iiiii(/»t+i'j)-Hi,ooi56o.in(/i(+fij 
[.ija89«in(/«l+*'fc),  1 

.wgi  ;eco*fy.t+/'.)-t«,»o.355  ïo»(/,i  Jh/*  ,)-i-o,oo8876coiC/./-W.> 
,om333coj(/i(-+J' i)-H>,ooo5Cii:M'/jt+f,}+o.ooi56oco«(/V(  4^ ,) 

Ces  Ttleors  de  p,  f  »  />',  etc.,  se  rapportent  à  une 
écliptique  Hxe  ;  il  sera  facile  d'ea  coaclare  les  va- 
leurs de  p,,  q,,  p/,  etc.,  relative  à  l'édiptique  vraie, 
au  moyen  des  'formules 

Pr=P--f'  î-=î— /.  P!~P'—P'>  ?/=?'—?'.  etc. 

La  l'aane  de  la  somme  des  carrés  des  expressions  de 
beXc,  et  de^  et 9, relativesà  chaque  planète, donnera 
la  valeur  de  l'excentricité  de  son  orbite  et  de  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  à  l'écliptiqne  ;  le  quotient  des 
mêmes  expressions  divisées  l'une  par  l'autre,  donnera 
les  tangentes  de  la  longitude  du  périhélie  et  du  nœud. 

g5.  En  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n*  90 ,  et  en  ne  considérant  que  l'action  de  Saturne 
sur  Jupiter,  on  a  trouvé 

(«",«'),  =  — (i  H-  *«'J  a2',9o37o, 

(£%£),  =  — (i  4-  ^')  26',58755, 

(Ï5Z)»  =  —  C>  +  f«')  4  >',o6335; 

11  est  inutile  d'avoir  égard  aux  quantités  analogues 
qai  proviennent  de  l'action  des  autres  planètes,  parce 
qu'il  n'en  résulterait  dans  les  expressions  des  longitu- 
des vraies  que  des  inégalités  inapprédables.  En  subs- 
tituant les  valeurs  précédentes  dans  la  formule  {p), 
TovB  m.  a& 
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u*  90 ,  pour  déterminer  les  vari^lioDS  séculùres  de  la 
loagîtMdtf  de  Tépoqtie  de  Jupiter,  od  oora  c 
Pour  Jupiter. 

^  =  -  aï-,9o37o.'"  -  i6'.58735e«  -t-  4t*,«6MSe'*e' cm  (-'-.}. 

Si  idans  cette  liantiule ,  à  la  plact  ^e  t",  e' ,  «"^  m" , 
oa^ubstitwe  leurs  valeafs  augnmMéfeS  de  leurs  ra- 
mtiom>  'q*'oti  snpprinie  «ttsuîte  tous  Xe&  termes  tpi\ 
après  intégration  seraient  sîmp)«ttieirt  pr^opùrtiob- 
nels  au  temps  t ,  et  q^i  se  coDfoadeot  avec  4e  mo^eii 
mouTêment  n^*f  dans  l'expressioa  de  la  .longitude 
moyenne,  im  aura  : 

«•'*  ..       «  rfé"         ,^  •*  fc*  4*f* 

NovsaTOOs  trburé  n"  91,  en  fiÔMM  abMraAioo 
des  omectîoDs  detat  ks  MUsâs  [^Métalrss  sont  «is- 
ceptibles  ; 

-^  =  o",365]aS  »       -^  =  —  o"»64oa5g, 

on  a  d'aiHeara ,  n"  S6  : 

e"  =  o,o4âi6ai , 

e*  ^  o,o56i5o'5, 

a"  —  «"  =  78*  o'  44*'. 

Au  tnoyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

-jj-  î^  0,000600661366/; 
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d'oà  Ton  tire  en  intégrant 

<re"=  —  o",oooooo34i54<*. 
Cette  ine'galîté  ,  qui  ne  s'eleTerait  qu'à  <{aek)«C8  mil* 
lièmes  de  seconda  daoi  an  «iècle,  est  insensible  re- 
lativement aux  observations  les  plos  anciennes  qui 
nom  soient  parvenoes  ;  on  peut  par  conséquent  U 
négliger. 

L'équation  (5)  du  n*  74  <1^  livre  II  donne,  en  ne 
considéraot  que  les  inégalités  sécnlaires , 

m'  |/«- 
on  aura  donc  relalivement  à  Saturne 

<rr  =s  —  0,000001653901 1*. 

Cette  inégalité  peut  être  négKgée  sans  erreur  sen- 
sible. Les  valeurs  précédentes  de  Ji"  et  de  A*  dififè- 
rentre  celles  que  nous  avions  données  n*  95,  livre 
II,  tant  parce  qne  celles-â  se  rapportaient  ii  Tépoque 
de  1750,  qu'il  cause  des  changemens  que  nous  avons 
£iît  subir  aux  masses  de  Jnpiter  et  de  Saturne. 

Kous  n'avons  pas  considéré  la  partie  constante  de 
l'eKpresnon  de  -^,  .parce  qu'elle  se  confond  avec  U 
oiMBtavtie  H  dans  l'expression  du  mojen  mouvement, 
et  <qn'on  pent  d'ailleurs  la  fiiire  diaperaHre,  ainsi  que 
aoMs  Tarons  pratiqué  jusqu'ici,  en  déterminant  e^fr* 
v«iiaUemeut  U  cotutaote  g  qui  entre  dans  rezfMvS'- 
sMfi  de  k  longitude  moyenne.  Mais  en  nommant, 
oomme  dans  le  n*  7$  du  livre  U ,  An'^  cette  con»- 
tante,  et  a" ,  le  grand  axe  de  l'orbite  de  Jupiter, 
a6,. 
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correspoodant  au  moyen  mouvement  observé,  abs- 
traction feite  de  la  partie  dépendante  de  la  variation 
séculaire  de  ta  longitude  de  t'époque,  on  aura,  nu- 
méro cité^ 

a:  =  a'(i  +  jA). 

D  après  les   valeurs  précédentes ,    on   trouve..  .   . 
A  =  —  o,oooo6g5344>  ûd  aura  donc  ainsi  : 
a]  =Bi  5,aoiiao03. 

On  voit,  par  conséquent,  qu'il  ne  résulterait  dans 
les  valeurs  du  grand  axe  de  Jupiter,  et  à  plus  forte 
raison  dans  celles  des  grands  axes  des  autres  planètes, 
de  la  considération  de  la  constante  A ,  que  des  cor- 
rections très  légères  ,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
l'on  a  dit  n'  76 ,  livre  II. 

On  pourrait  obtenir  des  valeurs  plus  exactes  des 
inégalités  qui  affectent  tes  longitudes  des  époques  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  et  qui  s'étendraient  à  tous  les 
siècles  passés  et  futurs  par  la  méthode  indiquée  n*  76 
livre  II;  mais  ces  inégalités  étant  absolument  insen- 
sibles, cette  recherche  devient  sans  objet. 

On  a  vn  dans  tes  chapitres  précédens  que  l'ellip- 
ticité  du  Soleil ,  l'action  des  étoiles  et  des  comètes  ne 
produisent  dans  les  excentricités,  les  périhélies ,  les 
nœuds  et  les  inclinaisons  des  orbes  planétaires,  que 
des  variations  insensibles;  les  inégalités  séculaires 
dépendantes  de  ces  causes  peuvent  donc  être  négli- 
gées, et  les  formules  précédentes  feront  connaître, 
par  conséquent,  les  changemens  que  subiront,  dan» 
la  suite  des  temps ,  ces  divers  élémens  avec  toute 
Texactitude  convenable. 
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CHAPITRE  Xn. 


Détermination  des  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  du  rayon  vecteur,  et  du  mouvement 
en  longitude  et  en  latitude  des  planètes. 

94-  Dans  le  n'94dulîvre  II, nous  avons  disposédes 
quatre  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  for- 
mules qui  4^1cnninent  les  perturbations  du  rayon 
vecteur  et  du  mouvement  en  longitude  de  la  planète 
m  soumise  à  l'action  des  autres  planètes,  par  la  con- 
dition que  la  longitude  moyenne  et  l'équation  du 
centre  demeurassent  les  mêmes  dans  le  mouvement 
elliptique  et  dans  le  mouvement  troublé. 

Cette  disposition  introduit  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  un*  terme  constant  et  une  parUe  dé- 
pendante du  même  allument  que  l'équation  du 
centre,  parce  que  cette  partie  ne  peut  disparalti^  k 
la  fois  dans  l'expression  du  rayon  vecteur  et  dans 
celle  de  la  longitude.  Déterminons  ces  différena 
termes. 

Si  l'on  nomme  a  la  distance  moyenne  de  la  pla- 
nète m  au  Soleil,  la  constante  a,  dans  l'hypothèse  el- 
liptique, se  déduira  du  moyen  mouvement  observé 
par  l'équation  a'  =s  — i — ,  la  masse  du  Soleil  étant 
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prise  pour  uoitë.  De  cette  équatioo  on  tire 

a  =:  n"î(i  +  j/n). 

Tel  est  par  conséqnent  le  grand  axe  dont  on  doit  &ire 
usage  dans  la  partie  elliptique  da  rayon  vectenr.  Les 
valears  des  demi-grands  axes  des  orbites  {^nétaires 
données  n°  88,  supposent 

fl  =  n"ï,     a'  =  «'"î,  etc. 

U  &udr«  donc,  dans  le  cskol  de  U  partie  ^ip- 
tiqae  du  rayon  vecteur,  augmenter  respectivement 
les  valeurs  de  a^ei ,  etc.,  de  \ma,  ^m'a! ,  etc.; 
dans  le  calcul  de  la  partie  qui  dépend  da  mouve- 
ment troublé,  cette  correction  est  inutile  tant  qu'on 
néglige  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses. 
An  reste,  l'augmentation  précédente  n'est  sensible 
que  pour  Jupiter  et  Saturne  ;  d'après  les  valeurs  rap- 
portées plus  haut,  on  trouve 

^m'V*  =  0,00164^07,     {nCif  m  0,0009055s. 

Si  l'on  ajoute  ces  valeurs  i  celles  de  a"  et  a*  du 
n'  88,  on  aura 

a"  =  5,aoa8i  i45j 

a"  =B  9,55877645. 

Ce  sont  les  valeurs  des  demi-grands  axes  a"  et  a* 
dont  on  doit  faire  usage  pour  calculer  la  partie  el- 
liptique du  rayon  vecteur  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Maintenant,  il  résulte  du  terme  constant  introduit 
dans  l'expression  du  rayon  vecteur  que  la  distance 
moyeDDO  de  la  planète  au  Soleil  diffère  dans  l'orbite 
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troublée  et  dw>rorl}iteeUipti(|up.  Aùvù,  i»  çoQ^t^ote  ft 
<pi  Kprésent^  çeUe  (jUtaoce  na^jÇQpc;  dsjpifi  cett^ 
derui^  tirbite,  demu  être  au^^QWDtée  4ç  ]t^  ptrilift 
constante  de  l'expression  d<i  njQ^  vecteqr  df^M 
l'orbite  trovblée*  povr  former  h  valeur  de  ia,  difr- 
t4P0e  moyeqqe  qui  lai  corrçqMqd. 

Ia  partie  DQp  périodique  dH  r^jrop  vect^ar  d^  Jh 
pbaète  m  tnmUée  piw  r«;1ioa  df^  idain^^  pr'. 
»*%  etc.  *  est  ég«le  i 


Ea  angtneqtant  donc  respectivement  les  valeuiv  de 
a,  a'f  ^insi  déterminées,  de  I9  partie  correspondante 
k  la  précédepte  qui  ^e  repportç  à  cliacune  des  pU- 
nètes  m,  m',  etc. ,  oq  aora  la  distapçe  mojeppQ  de 
la  planète  an  Soleil  relative  an  mouvement  troublé. 
La  partie  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans 
l'orbite  troublée,  qui  dépend  du  même  argument 
que  le  premier  terme  de  l'équation  du  centre ,  se 
compose  des  deux  termes  : 

+  m't^e cos  (»*+  ( —  G>)-\-m'aJ''^ cos (nï  +  e —  «')  ; 

ftitf  étant  déterminés  par  les  deux  équations  sui- 
vantes (*)  : 

.*}  Supplément  au  livre  II. 
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il  sera  donc  facile  de  calculer  les  coeffidens  des  deux 
inégalités  précédentes,  et  l'on  pourra  les  rénoir, 
dans  i^ne  même  table ,  aux  in^alités  semblaUes  de 
la  partie  elliptique  du  ra^^on  vecteur. 
'  Quant  aux  constantes  ^  et  n  qni  entrent  dans  les 
formules  du  mouTement  en  latitude,  et  qui  dépen- 
dent de  la  position  mutuelle  des  orbites,  on  les  dé- 
terminera au  mo^en  des  valeurs  rapportées  n*  88, 
en  considérant  le  triangle  spbérique  compris  entre 
l'écliptique,  le  pl»n  de  l'orbite  de  la  planète  troublée 
et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  détermi- 
ner les  corrections  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude ,  résoltaot  de  ractîon  mutuelle  des 
planètes  en  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n"  64  ^°  ^"^^  II  ;  et  àes  chapitres  précédens. 
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THÉORIE   PARTlCtJIiJÊRE 
DES  SEPT  PLANÈTES  PRINCIPALES. 


CHAPITRE  XIII. 

Théorie  de  Mercure. 

95.  Les  ioégalités  de  Meroare  indépeadahtes  des  ex- 
centricités et  celles  qui  dépendeat  de  leur  prenaient 
puissance  j  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n''84 
du  livre  II,  dans  lesquelles  on  a  substitué  pour  A^"'^ 
A^'^  A^*',  etc. ,  et  leurs  différences,  leurs  valeurs  en 
fonction  de  bV ,  b^^  ,  bV  ,  «te.  Il  en  a  été  de  m^e 
pour  les  autres  planètes.  On  a  négligé  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  dont  l'eBet  sur  la  longi- 
tude géocentrïque  de  la  planète  serait  au-dessous 
d'une  seconde.  Quant  à  la  limite  qu'une  inégalité 
du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour  produire  une 
seconde  sur  la  longitude  géocentrique  de  Mercure , 
on  la  déterminera  de  la  manière  suivante  : 

Soit  V  cette  longitude,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
planète,  et  c  sa  longitude  vraie  dans  son  orbite; 
soient  r"  et  (^',  les  mêmes  quantités  relatives  k  la 
Terre;  si  l'on  considère  le  triangle  compris  entre 
Mercure,  la  Terre  et  le  Soleil,  qu'on  nomme  p  la 
distance  de  Mercure  à  la  Terre,  et  qu'on  fasse 
p  =  a,  on  aura)  aux  quantités  près  de  l'ordre  du 
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carré  des  ioclinaisons  des  orbites. 


f  =  r"  V'i  — 3acos(v'  —  v)  +  «■, 
Si  l'on  diffifrentie  cette  expression  par  rapport  li  la 
cantctéri^pe  /^  ea  ^e  fwuaiit  vtrier  qii«  r  4aB«  a, 

on  aura 

'^  Lv^i—McosC»^— (.)+«•_! 
Ije  même  triangle  doooe 

f 

d'où ,  en  dififiÉrentiatit  et  en  mbstitnHit  pour  ^  et  cff 
leart  Talean,  on  tire 

JT  COsV=  ^  ['"<  CQ>[*^^f)'|>int>^-^.'> 
r'"7--qiÔM(7--  (-)  +  ••■ 
La  Tsleor  prudente  de  sin  V  donne 


OU  bien,  en  mettant  pour  p  sa  valeur. 

«»  V  5 

Si  l'on  sobstitue  cette  valeur  dan^  l'çxpresuon  de 
J^VcosV,  on  aura 

JV  ,™  -w».  ^  1    'in(«''  —  v) 

r     I  — aacM(i^ —  ♦'ï +" 

le  maximum  de  I9  fonction 

Mn(f'— y) 


I  —  M  «M  (l/'  —  V)  +  •• 

correspond  à 
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ce  qui  donne  sîn  {^'  —  v)  =  -^|— ^.  En  ^utistituaat 
ces  valeurs  dans  la  fonction  prëcédente^on  trouye  que 
ce  nMMMtwn  ast  ^;al  à--_^— .■  On  a  donc  dans  ce  cas 

<rr=5—  7"(i  —  a'}crV.        (a) 
Si  l'on  suppose  /V?3^  i",  et  qoe  ppur  r  cit  r^'  on 
prenne  les  moyennes  distances  de  Mercure  et  de  U 
Terre  an  Soleil,  ce qai  donne /''?=;i  et«=s;Q>387098i:t, 
on  aura 

St  ==■  z^  o,ooooo4iao4- 
On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur dont  lecoefficientseraît  au-dessous  de  o,ooooo4t> 
Quant  aux  inégalités  du  ïnouyement  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons  toutes  celles  dent  le 
coefficient  serait  au-dessous  d'un  dixièrne  de  se- 
conde. 
InigaUti»  df  Mercury  injépendanttf  Jet  excentricité j, 

{0*^1431  lia  ii^t  —  v  +  /  —  a  \ 
—  *',5So5ïl  .iiu(n'(—  «  +  ,'  —  .)  l 
—  4',a*68n  riD3(n't~  «t  +  ^  —  ,)  } 

-»•  t'  +  m-  j_  ^,,53rn  un  *(n'i—  nt  +  .'  -  tf  J 

Inégatilés  dépendantes  de  la  première  puttstaice  des  excen- 
tricilés. 

i-      i>*,»ei439  irâ  (n't  —  /  —  •)  -ï 

—  3-,843ii4  lin  (an't  -  n(  +  rf  —  •*"'«•}/ 
-  o',376iîi  >iD  (>«'(  -  3n(  +  ,/  -  3.  +  •)  f 
-  i',6o:68i  rin  {3«'i  -  WK  -f.  S.-  —  w  -r  .)  f 
+  o-,«8o3<.7  «in  (<«'(  —  3»(  +  (,'  —  3t  —  •)  l 
+  o',i68589  «a  {n't-Mt  +    (*  —  »  +  •)   ' 

■K»  +J"  )  \^  o',m584i  ib  (3«'(  -  »«  +  ï/-  ».  -  •).  f 
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Inégalités  dépendantei  de*  carrés  et  dei  produits  des  exceth- 
iticités  et  des  incUnaistms. 

Ces  inégalités  out  été  cakalées  par  les  formules 
du  n"  54.  D'après. les  rapports  qui  existeat  entre  les 
moyens  mouvemens  de  Mercare,  Vénus  et  la  Terre  , 
les  trois  quantités  Sn* — an,  5n  —  n',  et  an  —  ^, 
sont  très  pen  considérables.  Il  faut  donc  avoir  égard 
anx  inégalités  dépendantes  des  angles  5n't  —  3ni, 
Zn't  —  nf  et  snt  —  ^'t.  On  a  trouvé  ainsi  : 

_  .   f.    i',Cii738»ra(5n'(  —  Snt +  5.'—  3.-t.4î»i8'3i')ï 

^~^'**"'''  l  — o",S6983;»in(3n'(  -    m  +  V—    ,  +  ^XfiJTif 
+  (i +>.').<>",a433r5iiDCK<  — »n*+4«"— ••  +  <'''"''460. 

Inégalitét   dépendantes    de»  cubes  et  des  produits  de    trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

Les  seules  inégalités  sensibles  dépendantes  des 
troisièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, résultent  de  l'action  de  Vénus  et  de  la  Terre 
sur  Mercure.  La  première  est  relative  à  Tangle 
2nt  —  Sn't,  et  a  été  calculée  par  les  formules  du 
n*  35;  la  seconde  est  relative  à  l'angle  nt—~^n"tf  et 
a  été  calculée  par  les  foimules  du  n*  43.  On  a  trouvé 
ainsi  : 

iv  =  (t  +  //)  8',o876<»  lin  (Sn't  —  an(  +  V—  a.  +  So'iJ'ae') 
+  (i+^*)'>'.55:3;3.iD  (K(-    nH-4.--    .  -  iG-Sg'ao'). 

Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles  et 
au-dessous  de  un  dixième  de  seconde;  on  peut  donc 
se  dispenser  d'y  avoir  égard. 
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Théorie  de  P^énus. 

96.  Si  l'on  nomme  V  la  loagitude  géoceotrique  de 
Vénus,  et  si  l'on  fait  p^a,,  l'équatioD  (a)  du  n"  q5 
deviendra  relativement  à  cette  planète 

jy  — _  ^(,  _  «')<rV'. 

En  prenant  pour  r'  et  i"  les  moyennes  distances  de 
Vénus  et  de  la  Terre  an  Soleil,  on  aura,  u"  SS, 
a  =£  o^yaSSSaSo  ,  r"  =:  1  ;  en  supposant  donc 
/V'  =  =i:i%  on  aura 

J'/  =  dt:  o",ooooo23653. 

Cest  la  limite  que  doit  atteindre  une  inégalité  du 
rayon  vecteur  pour  produire  une  inégalité  d'une  se- 
conde sar  la  longitude  géocentrique  de  Vénus.  On 
pourra  donc  négliger  toutes  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  qui  seraient  au-dessous  de  o,oaooo3.  Quant 
ans  inégalités  de  la  longitude,  nous  négligerons, 
comme  précédemment,  celles  qui  ne  s'élèveraient 
pas  à  un  dixième  de  seconde. 
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Ittégaliléâ  de  Fému  indipeadatUi  des  txeeturieitéê, 

Î4',(t39ïj3  *i>  (»•*  —  «-(  +  ,-_  O  -, 
+  io',56709  lin  «(«'(  —  b*!  +  «•  —  «^  I 
-  e•,^*^^  .ii>  3(»-(  -.»'(  +  ,•_  0  (, 
-  "'.95747*  «"  -((»*«  -  n'(  +  •-  -  O  f 
—  o',3i9958  lin  5{n'(  -  b'«  +  ,-  —  ^  | 
-    o-,i3M7B  «D  6(fl-(  _  B-c  +  ,■  _  0  J 

-H'  +  /•   J|_    o._a88587  iina(/t"i~  «-t  +  a'--  i)  | 
+  (i  +  If).  o\i&ii97  iio(B't  —;/(  +  ,.  —  O, 

i—  o*,oiMooiK>9Cig  -, 

+  o',oocM>o35486  M*  {n't  -«'*  +  ,-_/)  | 
+  o',W)ooi5»e70  CM  a(n"(  _  n'i  4-  ,■  —  /)  ^ 
-  o',oooon9653  COI  3{b'(  -  n'i  +  ,-_/)  1 
—  ir,ooooo3»4te  iM  ijtn'*  -  n»»  -t-  .■  -  fl  / 
Î—  o*,oooooo3if5  ■» 

+  d^jObcoofeSiS  CM  \n"t—  t^t  +  ."—  0  l 
-  o",oo*w)«i85  CM!itn"(-  n'i  +  f—  oJ 

Inégalitét  dépendante»  de  la  première  puùtance  de*  exixn~ 
tnottét. 

f^'  =  (l  +  i.)  o'fii^j  ùa  ,{^t  _  «(  +  m'  _  ,  _  «J 

i.Siaorin  {«-(  +  .•-.-) 
I  +  o",i5oao4  lio  (»«•(  —    (ft  +  ai*—    /  —  «0 
•,to5l8î  lin  (ln-(  —    «'t  +  a.' —    ,'—••)   j 
",4a6BM  M>  (>•(  -  w^ï  +  3/  —  »■'  -  -/)    ' 
+  (I  +  /•")-(+  4'.4'9>9o  •in  (3n-t  —  sVf  +  3.'  —  »^  —  **)   ] 
o-.ajSjjî  lia  (4n't  —  3n'(  +  4.'  —  3é'  — 
o-,8,8C47  lia  (4n'(  -  3n't  +  4.'  -  3.'  -  -•)  1 

o'gosfiaa*  ifB  (SA^i  —  4rf«-^  sr  -»  f/  —  ^  : 

V  3*,<.3flî^  un  {Sa't  -^n^  +  Sf-'-ii'  —  »■>' 

-  (1  +^)  0.^40.  .io  C3«-t  -  >n'(  +  3<»  -  >/  -  ^) 

S-  t'.SaS383  *ia  (n'V  +  .'»  —  •■•)  j 

-<3a365flrf«(«"l-arff4-«"-  .'-^f 
+  <.V35:(.  *i- (i»*^  —  »'<+,«■—  •'-^•M 
—  o%i658o6  >B  pB-'t  —    n'i  +  3."—  ai*—  •")) 

-  (1  +  ^')  o',aoÔ9fr.  tin  (n'(  +  .*  -  -)■; 

t'  =  (1  +  /O  o',ooooo33689  co*  (Sn't  -  4«'(  +  5."  —  4t*  —  •'). 
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Jnégalitéa  ^ptadatues  da  carrés  et  tkt  produits  Je  deua 
dlmensiont  des  excentricités  el  des  inclihaisons  des  orbites. 

D'après  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Mercure,  Vénus,  la  Terre  et  Mars, 
les  quantités  ^' i— an,  5n"  —  3n',  ipi"— *aïl'  t/t 
Sn'" —  r/f  sont  très  petites  tontes  les  quatre;  les  iaé- 
galttés  qa!  dépendent  âe&  angles  4"'K  • —  anf  , 
5n"t — 5n'ï,  4^'t — an'fet  Zn"'t — n't,  croissent  donc 
avec  une  grande  lenteur,  et  pourraient,  par  la  même 
raison,  devenir  sensibles.  On  a  trouvé,  en  les  calcu- 
lant, 

L'inégalité  dépendante  de  l'angle  4'>"  "^  D'i'  nb 
s'élevant  (uu  à  vn  dmème  d«  «econde,  nous  avont 
cm  inutile  de  la  rapporter  ici  ;  il  en  est  de  même 
d'une  inégalité  dépendante  de  Faction  de  Afercure  et 
de  l'angle  3n'i  — n(. 

Inégalités  dipéndàhUs  dei  cubes  et  des  protUdls  de  trois  3i- 
memiens  des  eicetttHtÙéi  et  Am  itu^AUtSso/ts. 

ti/  =  ii+tt)  ''.»5687î  ■'"  C""  —  5"'*  +  51  —  5i'  +  3o'  ir  3^*). 

inégaUtia  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  et  des  pro- 
duitM  de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai- 


A^={i  +^)  «-,71^956 lin  (>3o*i— 8»'t+  iV— 8.'  -  ^0*  Hf  34*). 

Cette  in^alité,  remarquée  pour  la  première  fois 
par  M.  Airy,  a  été  calculée  de  la  manière  suivante. 
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Oo  a  d'abord  détermioé  par  les  formules  da  n"  44  , 
rinégalité  correspondante  relative  à  la  Terre  que 
nous  donnerons  plus  loin^  et  en  la  multipliant  par  le 

facteur -^^-p=. ,  on  en  9  conclu  1-inégiilîtë  précé- 
dente de -Venu^. 

IiiégoUlés  du  mouvement  de  Venus  en  latitude. 
Au  moyen  des  formules  du-  n"  5a,  on  a  trouvé 

\   ^'■'■i  +  o-',»89«i7.in(5n''(— 4n'i  +  V  — 4i'-.')J 
—  {1  +/^  o',,f>34,-}  lÎD  (3n*(  —  m't  +  Î."—  ï.'— n*) 

n'"  représentant  la  longitude  dii  nœud  ascendant  de 
l'orbite  de  Mars  ,  et  D'*  la  longitude  du  Qoend  ascen- 
dant de  l'orbite  de  Jupiter  9ar  celle  de  Vcbus.  En 
Tertu  des  valeurs  rapportées  n*  86y'<in  trouTc 

n'"^  100'  8'33*, 

les  autres  inégalités  de  la  latitude  étant  insensibles  et 
ne  s'élevant  pas  à  un  centième ,  de  seconde  »  il  est 
inutile  d'en  tenir  compte. 
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CHAPITRE  XV. 


Tltéorie  du  mouvement  de  la.  Terre. 

97.  Soit  y  la  longitude  géocentrique  de  Vénus,  a 

étant  supposé  égal  à  -r,  V  sera  fonctîoD  de  o  et  de 

(c"—  (^) ,  et  dans  le  cas  du  maximum  de  V,  on  aura , 
par  le  n'  95 , 

jv  =  -  ^;. 

Si  dans  a  on  ne  fait  varier  que  i"  ^  on  aun 
Sa  ^  —  -pri  pw  conséquent, 

En  Élisant  <j^'V'==h  i",  et  en  prenant  pour  r'  et  r" 
les  moyennes  distances  de  Vénus  et  de  la  Terre  au 
Soleil,  on  aura  r"ssi,  et  7'  =  o,7333533o;  par  con- 
séquent, 

Sj"  =  ±  o,ooooo5i94. 

Çonâdérons  maintenant  une  planète  supérieure.  Soit 
V"  la  longitude  géocentrique  de  Hais;  en  supposant 

37 
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a  ^   -=t  on  aora,  dans  le  cas  du  maximum, 

J^r"  =  r"'  (i   —  «•)  ^W"; 

et  en  prenant  pouj  r"  et  r"'  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil,  ce  qui  donne 

a    =  o,6563oo5o; 
en  supposant  J^V'  =  t^  i,  on  aura 

J'r"'  =  =b  0,000004307. 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  de  J"!^  dont  les 
coefficiens  seraient  au-dessous  de  rt  o,ooooo4-  Nom 
négligerons  d'ailleurs,  comme  précédemment,  les 
inégalités  du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude 
qui  seraieat  au-dessous  de  un  dixième  de  seconde. 

Inégalités  de  la  Terre  indépendantes  des  exceniricilét. 

5",o44545  «o    (n't  -„'(+/_,■)     1 

■  5',7358oo  lin  a[n't  —  n-(  +  i-  —  ,*)     f 

■  o'.6g,S96  «D  3(n'(  -  n't  +  .'-,•)    ( 

■  o',a'494ï  «1  «n'*  -  n'i  +  1-  -  .-;     J 
f      o',a94a44  «la    («-(  _  ^i  +  ^  _  ^)  , 

+  {i+^")-J+a'.39B9M»'>i!i(B-«-n-(  +  ^  -  .*)  l 
\-  o',i45a53  UD  ï(/i-(  _„■(  +  ,"   _  ,-)  J 

f      7',i47»3S  lin    («Tt  _  n-t  -f-  .■•  —  .■)  1 

+  (i  +^-').i-  »'.7<r7«4  «  »(»"'«-«•«  +  ."  _  f)  \ 

l-  o',i69B6S  nu  S(n'T.  -  «'t  +  ,■.  _  ,-) J 

■M'  •^  /■  ^  ■[_  o-,io6i86  liD  i{n't  —  n't  +  ••  —  »•),/ 
,Df>ooo57ai8  coa  (n  t  —  n'r  4-  t'  —  ■*)  ) 

+  •'  -  •!  / 


'">•{-::" 


>i63449  co(3(n'i  — >  n*i 
iOaooi6i375cos  (n"(—  b'(  +  1" —  t") 
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Inégahlés  dépendantes  de  la  première  puûtantx  de* 

excentncilés. 

'.laSgaç)  lin  {iit't  —    i^t  +  t^  ~    ^_  «•) 
',TÎ8746  ob  {»«-(  —    i^t  +  M'—    .'  —  «^   1 
,16.389  «"  ("«''  —    t^t  +  ^i"^    i  —  d)    I 
I—  3',5o46'9  'i"  {3"''  -  M''  +  3."  -  a/  -  .')  I 
i'',n6o67  «n  {3n"(  —  an*»  +  3«'  _  a/—  ,*)   < 
1—  a',o8i3i6  >in  (4n"t  _  Sn-i  +  4,-  _  V  ~  -■)  1 
o"^S69»  «Ib  ««"(  —  3n'(  +  4.'  -  3.'  —  •'}  1 
o",ao6,So  im  (Sn't  -  4n'l  +  V  -  K  -  "^J  J 
/— o',7563î5  do  (an't—    n'i+a^—    ."—«^   j 

j.  ?.  -I.  «-1  )+  ■'•*'^''**  ''"  ^"''  ~    "■'  "^  "'  -    •'  -  -^  ( 
+  ('  +  *^J-  <+  o-,45699<>  fl»  (3n-(  -  an'(  +  3.-  -  a.'  -  ^)  ( 

{+  o*,55jaoa  iln  (4n"t—  3n'(  +  |^—  ai"—  «^  ] 

/      o*,3o6587  lin  {n"«  +  .'*— •')  T 


+  (1+/.'^. 


+  C.+H. 


'-  i",5i4il4  ■*"  (»""(-  «'*  +  a."-  •--'){ 
1+ o*,6iSo6i  MQ  (an"*—  n't  +  ai"—  «"  — •■ijf 
—  »'^iia$  «a  (3b"I—  vt't  +  3<"—  ai*  —  «"U 


O*,3o8otl7  «in  (av^C 
o',i3oïî5  «iD  (an'(  — 


X'-  .'-«oj 


i>^=— (i+//).o,ooooo47495co»[4n'l  — 3n'(+4i-  — 3/  — •■) 
—  (•-H»").o,ocKK>o3o789c««(ai»"ï—  i^H-at"—  /  —  «/> 

Jnégalilét  dépendante*  des  carrés  et  de*  produit*  de* 
excentricité»  et  do*  incUnaitont  de»  orbilet. 

D'après  les  rapports  qai  e:scistent  entre  les  mojens 
moaTemens  de  Vénus,  la  Terre  et  Mars,  5?^  —  W 
et  4»"'  —  an"  sont  de  très  petites  quantités  ;  les  ioé- 
galitàqnîompour«i:^ment5n*'f — Si^tet^nft — an"* 
croîtront  doDC  arec  une  grande  lenteur,  et  pourront, 
par  cette  raison, 'devenir  sensibles.  En  les  détermi- 
nant  par  les  formules  du  n*  34  ^  on  a  trouTé 

*/"=(i  +  ,.').i',o73i69Ùn{5/i-r  — 3n'(+5t'  — 3/  +  af   iftS") 
+  l» +/<•>.  «i^,eN573  .m  (4«'< -*»'»+ V -■«'+ «I»*»' 5»^ 
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Inégalités  dépendantes  des  cinqu  ihmes puissances  et  despnduiu 
de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisoat. 

L'iDegalité  de  cet  ordre ,  qui  dépend  de  l'argument 
i5n"<  —  &n't,  pent  devenir  sensible,  parce  qne,  en 
vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyensmon- 
vemens  de  Vénus  et  de  la  Terre ,  l5n" — 8n'  est  nue 
très  petite  quantité.  En  réduisant  en  nombres  les  for- 
moles  du  n"  44  »  o°  ^  trouvé  (*) 

,      ^  =  3',o49i54  ^o  (8»'t  —  i3n"(  +  8.'  —  lî/  +  41"  i^'rS"). 
Inégalités  du  mouvement  en  latitude. 
Far  les  formules  du  u"  86  dn  livre  II,  on  a  trouvé 

*■=(!+  ju0.o',M335aiiii(4n'(  — ïd'i-f.^,'  _3.'  — a^) 
+  (i+*»")-o'."S6;6iiin(W»(— n'H-w'T—  /—  «m). 

Ce  sont  les  seules  inégalités  sensibles  du  mouvement 
de  la  Terre  en  latitude. 

Des  variations  séculaires  de  l'orbe  terrestre,  de  Fépialeur 
et  de  la  longueur  de  Famée. 

98.  Dans  le  n°  91  nous  avons  donné  les  vatiatiiuis 
séculaires  de  l'excentricité ,  du  péribélie  et  des  quan- 
tités qui  déterminent  la  position  de  l'orbe  terrestre, 
en  ayant  égard  à  la  première  .puissance  du  temps.  Maïs 
la  grande  influence  de  ces  variatÎQps  jur  tous  les  phé- 
nomènes célestes ,  puisque  c'est  au  plan  de  l'écliptique 
que  les  astronomes  rapportent  tOEtes  leurs  obser- 
vations, nous  obligent  à  les  déterminer' avec  plus  de 

(*)  Connaissance  des  Temi  pour  l'année  i836. 
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prédsioD ,  et  à  consîdër»  les  teimes  de  leurs  valeurs 
dépendans  du  carré  du  t«mps. 

En  détermiuantp«rlen*6S, livre n»les différences 
secondes   des  quatre    quantités    -=-,  — ^.■_.  _. 

et  en  adoptant  les  valeurs  des  masses  planétaires  du 
n"  87 ,  on  a  trouvé 

^=— o*,ooooo644»34,    ^  =  +  o',oooi5î35oi, 

Eu  joignant  ces  valeurs  à  celles  de  -^.  -^ ,  etc.,  don- 
nées n"  91,  on  a  conclu,  n"  65,  livre  II,  pour  un 
temps  quelconque  t,  les  expressions  suivantes  de  e", 
û»",  //'  et  5"  ; 

^'  =s  e"  —    o",09o5583<— o",ooooo32aoi7C, 
•"^0*4-  ii",i748i5<  H- o",oooo76675o<', 
.    p"  s=        o",o6496o<  +  o",ooooi99568i*, 
y"  s=  — /  o",4é8566«  -+-  o",ooooo736765('î 

les  valeurs  de  e' ,  â>" ,  dans  les  seconds  membres ,  se 
rapportant  à  l'origine  du  temps  t,  c'est-à-dire  à 
l'époque  de  1800. 

Noos  avons  donné  dans  le  n"  ga  les  valeurs  finies 
de  p"  et  g",  ainsi  que  celles  des  quantités  qui  déter- 
.mioent  e"  et  t»"  ;  ces  valeurs  se  présentent  sou&.  la 
forme  suivante ,  £B  nn  (gf  -f-  C)  et  SB  cos  (g£  +  f ), 
et  s'appliquent  à  un  temps  quelconque,  avant  ou 
après  celni  que  l'on  a  choisi  pour  époque.  Cependant 
on  a  vu  que  les  difficultés  du  calcnlqu'exi^re  Jçnr 
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détàtaâaaxkmf  «t  ritMmrrection  qui  peat  «xwtcr  en- 
core dans  les  valeurs  de  quelques -unes  des  masses 
l^nétaîms,  doivent  laisset- quelque  ÎDcertitude  sur  la 
précision  des  résultate  ainsi  obtenus.  C'est  pourquoi 
il  est  préférable,  pour  la  détermination  des  élémeos 
de  l'oAe  terrestre,  d'adopter  les  précédentes  for- 
mules, qui  ne  peuvent,  il  est  vraî,  s'étendre  qn^ 
mille  on  douze  cents  ans  avant  et  après  l'époque 
qu'on  a  choisie,  mais  qu'il  sera  facile  de  corriger 
et  de  rai^Kvter  à  uue  nouvelle  époque  à  mesure 
que  le  temps  fera  mieux  connaître  les  masses  des  pla- 
lûtes  (*).  Les  cbangemens  que  ces  masses  ont  subi 
dans  ces  derniers  temps  nous  engagent  à  r^rendre 
ici  les  formules  de  la  précession  des  équiaoxes  et  des 
variations  de  l'obliquité  de  l'équatenr,  soit  par  rapport 
àl'écliptiquefîze,  soit  par  rapport  à  l'écliptlque  vraie, 
que  nous  avons  présentées  dans  le  n"  54  ^^  lirre  IV* 
Nous  avions  adopte  «lors  les  raleniscfe  /f  tH^  cal- 
culées par  M.  JBouvard,  mais  ces  valeurs  difôrwt, 
comme  on  peut  le  voir,  de  ceUos  qui  ont'été  ra{^K>rtées 
plus  baut;  et  d'ailleurs,  comme  nous  avons  choisi 
pour  époque  dans  la  théorie  des  {Perturbations  planë- 
taires  l'année  t8oo,  il  est  nécessaire  de  rapporter 
aussi  à  cette  époque  les  variations  de  récfiptiqne  et 
de  l'équateur. 

Les  valeurs  finies  de  jV*  et  9"  se  présentant,  h 
première  sons  la  forme  de  S.Bsin  {ht  +  C],  la 
seconde  sons  la  forme  de  Z.B  c(k  (ftf-f-ff),  si  l'tKi 
^développe,  comme  dans  le  n*  55,  livre  V,  ces  quan- 

(*)  yoir  le»  notes  à  la  fia  du  Tolume. 
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tites  CD  obligeant  les  ptùssaaces  du  temps  supé- 
rieures à  la  seconde,  et  qu'on  les  compare  ensuite 
à  celtes  de^"  et  9"  données  plus  haut,  on  trouve 

X.BbiiaC=      o',488S60,  S.B£co>fs=      o'.oGfyGa, 

Z.B£*iinC=  — o\oooo39r)i3f>,        S.Bi- i:o*C  =  — o" ,000014735*6. 

Maintenant,  en  nommant  6  l'inclinaison  deTéquateur 
kl'écliptique  fixe  de  1800,  6' l'obliquité  de  ï'éclip- 
tique  vraie,  •{'  ^  précession  des  équinoxes  par  rapport 
ï  l'édiptique  fixe,  et  ■^'  la  précession  relative  à  l'é- 
ciiptiqne  vraie ,  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
séculaires,  on  aura,  n*  54,  livre  IV, 


sk-h-fX-BlbeoiC, 


w 


^   =    il— t»COtl»I.»«BC, 

+'=({/-toiAI.BÉ  cotei+r'^-A-Tl.B/tïiBe+icotAS.Bi'iinC).  / 

h  étant  l'ohliquité  de  l'équateur  au  commencement 
de  lâoo,  et  It  le  mo^en  mouvement  des  équinoxes 
à  la  même  époque ,  rapporté  à  l'écliptique  fixe. 

D'après  les  recherches  les  plus  récentes  de  M.  Bcs- 
sel,  la  précessioR  annnelle  rapportée  à  l'écliptique 
vraie  était,  en  1800,  égale  à  5o"23S5o;  on  aura  donc 
ainsi 

/  —  cot  A  2.B6  cos  f  :=  5o",a355o; 

l'obliquité  de  l'écliptique  était,  à  la  même  époque, 
de  25*  a-y'  54"8;  d'où  l'on  a  conclu 

k  =  33*37'54",8,      l  =  5o",375i5. 
Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  des  quantités 
2.B^8in€,  %.îibcos€,  H  .Bb*  sin  € ,  el  X  .Bb*  co&  € 
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éooDféea  plos  hant^  les  formules  (o)  deviennent 
6  =  35'aj'54"-,6  H-  «•  o",ooooo7932i3, 
6':=a3'a7'54",8— ïo",488566— ï'o",ooooo5645o, 
4^=  ï  5o",573i5  —  ('  o",oooio45o9i, 
•^'s=  t  5o"^235o  +  V  o",oooi097248. 

Ces  formules  diffcrent  peu  de  celles  que  noos  avons 
données  dans  le  n*  34  du  livre  IV;  mais  une  erreur 
facile  à  réparer  s'était  glissée  dans  celles-ci  :  nous  y 
avons  supposé  la  précession  moyenne  des  équinoxes 
relative  à  l'écliptique  vraie  égale,  en  i  "jSo,  k  5o",5-j5'j3f 
tandis  que  c'était  la  valeur  de  la  précession  moyenne 
relative  k  l'écliptique  fixe  (*). 

Les  formules  fo^édentes  peuvent  s'étendre  de  mille 
à  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que  Ton  a 
choisi  pour  époque;  on  peut  même  les  étendre  aux 
plus  anôennes  observations  qui  nous  soient  parve- 
nues, TU  leur  imperfection. 

L'angle  ^  représente  l'obliquité  moyenne  de  l'é- 
diptiqne.  Cette  obliquité,  conclue  de  l'observation 
des  solstices  d'été,  faite  à  Fans,  dans  les  années  idia, 
i8i5  et  i8i4«  par  MM.  Arago  et  Bifathieu,  en  pre- 
nant leur  résultat  moyen  et  ^",4^  pour  le  coeffident 
de  la  nutation,  était,  en  i8i3,  ^ale  ji 

a3*27'49",38. 

£a  faisant  f  =  i2,5  dans  l'expression  précédente  de 
6*,  on  trouve 

fl'  =  33''a7'48".69. 

(*)  yoir  Verni*  1 U  Sd  du  Tolqme. 
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Ladiffërence  entre  le  calcul  et  robserrationBenitdoiic 
de  o",59.  Cette  différeoce  ne  serait  que  de  — o",  1 5  en 
calculant  â' par  lea  formulesda  n"  S4  du  livre  IV,  mais 
il  foal|des  ofaeerrations  plus  nond)reuse9,  et  faites  à 
desinter?alles  plus  coosidérables,  pour  pouvoir  juger 
avec  quelque  certitude  de  la  précision  des  formules. 
L*année  sidérale  est  constante  et  égale  en  jours 
moyens  à  565',a563744i7i  l'année  tropique  est  égale 
k  l'année  sidérale,  moins  le  temps  que  le  Soleil  met 
k  décrire  Tare  de  la  pi^cession.  Les  valeurs  précé- 
dentes donnent  ainsi,  pour  la  longueur  de  l'anné} 
tropique, 

56^,343^19746  —  /. 0,0000000618483; 

d'où  il  soit  que  du  temps  d'Hypparqne ,  c'est'-i-dire 
cent  vingt -huit  ans  avant  l'ère  chrétienne,  la  durée 
de  l'année  tropiqne  était  de  i  o",  28  fdus  longue  qu'elle 
ne  l'était  en  1800;  l'obliquité  de  l'écliptique  était 
alors  de  i&  i5">77i  plus  grande  qu'elle  ne^'est  au- 
jourd'hui. 

Comparons  aux  formules  précédentes  l'observation 
de  Tcheoa-Koog(*)  que  nous  avons  dtée  dans  le 
livre  IV,  et  qui  donne  pour  l'année  correspondante  k 
iioo  ans  avant  notre  ère  l'obliquité  de  l'écliptique 
^ale  à  33*  54'  a",5.  Si  Ton  fait  t= —  385o  dans  l'ex- 
pression de  0',  cette  valeur  est  alors  égale  à  33p5o'44"> 
ce  qui  ne  diffère  que  de  3'  19"  de  l'observation 
chinoise. 

Laplace ,  dans  la  Mécanique  céleste  j  a  calculé  Tes- 

(*)  Comtaùtance  des  Tenu  pour  l'aimée  1817,  page  937. 
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pression  de  4''  pour  deux  épocfaes  remarquables: 
celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait  avec 
la  ligAe  des  éqninoxes,  et  celle  on  le  grand  axe  de 
l'orbe  solaire  était  perpendiculaire  à  cette  ligne.  A  la 
première  époque,  réqninoxevrai  et  l'éqainOxemojeD 
coïncidaient;' dans  la  seconde,  le  solstice  vrai  coïn- 
ddait  avec  le  solstice  moyen.  Voyons  ce  que  donnent 
à  cet  égard  les  formules  précédentes.  Si  l'on  &it 
t=s  —  5907  ,  par  l'expression  de  4-'»  00  > 

4'  =  —  8i°3o'4s"» 
cette  quantité  prise  avec  un  signe  contraire  sera  la 
longitude  de  l'équînoxe  de  1800  par  rapport  à  l'é- 
qoinoxe  correspondant  au  temps  t.  L'expression  pré- 
'cédente  de  0"  donne  pour  la  longitude  du  périhélie 
de  l'orbe  terrestre,  comptée  de  l'équînoxe  fixe  de  1 800  : 
to"  =  8i'îîo'3i". 

La  somme  deces  valeurs  piises  avec  leur  signe  sera  la 
longitude  du  même  périhélie  comptée  de  l'équinoxe 
de  l'année  4107  avaut  l'ère  chrétienne,  époque  qui 
correspond  à  4a  valeur  que  nous  avons  supposée  au 
temps  t;  cette  longitude  était  donc  alors  de  1 1".  La 
plupart  des  ckrouologistes  placent  la  création  du 
Blonde  vers  l'au  4004  avant  l'ère  chrétienne;  l'é- 
poque où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait 
avec  l'intersection  de  l'écliptique  et  de  l'équatenr  a 
donc  précédé,  d'après  nos  formules,  d'un  siècle  en- 
riron  la  jcréation  du  Monde. 

La  seconde  époque ,.  celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe 
terrestre  était  perpendiculaire  à  la  ligne  des  équinoxes 
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et  oà  par  coDséqnent  le  solstice  rrai  se  confondait 
avec  le  solstice  moyen,  est  heanconp  plus  voisine  de 
nons,  et  r^onte  senlement  à  peu  près  à  l'an  ia5o. 
En  effet,  si  dans  les  formules  précédentes  on  fait 
/= — 555,  on  tronTe 

4'  =  -  ru'o\ 

a"  =  97'45'4/'. 
En  ajoutant  ces  deux  quantités  prises  arec  leur  signe, 
on  aura  ^"l'^j"  pour  la  longitnde  du  périhélie  de 
l'orbe  solaire  comptée  de  l'équinoxe  mobile;  en 
sorte  Cfoe  l'instant  oîi  cette  longitude  était  de  go*  ré- 
pond à  peu  près ,  d'après  nos  formules ,  à  l'an- 
née 1345;  mais  Knoeftitude  des  élémens  employés 
dans  le  calcul,  comme  l'observe  Laplace,  peut  en 
laisser  une  de  quelques  années  dans  ce  résultat. 
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CHAPITRE  XVI. 


Théorie  de  Mars. 

gg.  Si  l'cm  nomme  V"  la  longitude  géoceDtiîqae  de 
Mars,  et  si  l'on  &it  «=-;,  dans  le  cas  du  maxùman 
.  de  V",  on  aura 

JW  =  (i  —  «')  J^V". 
La  valeur  de  a.  eu  ne  &isant  varier  que  t^  donne, 
S'et=''—  — ^-  ;  on  aura  donc 

si  Ton  prend  pour  r"  et  t^"  les  moyennes  distances  de 
la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil  ;  ce  qui  donne  r"  =:  i  , 
r"*^  i,5a36g55a  ,  a  =  o,6565oo5o.  En  supposant 
/V"  =  =t  i",  on  aura 

jy  z=  =f=  0,0000064074- 

Nous  négligerons  donc  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  dont  les  coefficieos  seraient  au-dessous  de 
0,000006.  Quant  aux  inégalités  de  la  longitude,  nous 
n^ligerons  tontes  celles  qiiî  ne  s'élèveraient  pas  k  un 
dixième  de  seconde. 
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InigaliiéM  de  Mort,  indépendantes  des  exeentriciléa. 


l—  o',i69a87  lia  3(n't  —  n»(  +  ••  ~  *^  J 
L  /,  *  -.'^   ;       ''''"^  ""    '"''  -'••'  +  ••-01 


"734m  ="  ("'*  -  »•»  +  •■ 


+  0*^00594: 


70  COI  (n"(—  «"l  +  «"—  if)  / 
a3  coM(n"t—  «•(  +  •"—  O  I 
56  «-3{n"(-  n"t  +  •■•—  ^.) 


+  (:  +/.'•)•( 


Inégalités   dépendûMet  de  la  première  puissance  des 
excentricités. 

^  =  u^^   !     ''•"^^^  """  ^'"''-   »''  +  «^  -  •'  -  W)  1 

».=  ((+  i^;-  J_  o-;i33,(6  »Î0  <«•(  -    B'ï  +  M»  -  ,'  —  ^    j 
i)*,64357a  «in    (»'(  +  »'  ^  «^ 

-  o",ii473a  liD  (*#.'f  -    ii"t+a^—    ^  —  ^ 

-  o',6o4iv5  un  (3n*(  —  an't  +  S."  —  »^  ~  "'5| 

-  i>*,7844o4  OD  (3n'(  —  an't  +  3i"  —  ai'  —  •*')| 

-  o'fi-jSgga  ««  {4rf'i  -  3»'*.+  4«'  -  V  -  -•  ) 

-  o'.i  11193  «D  (5n*l—  4n"t  +  5<"  —  4i'  —  m^); 
5'.57i93o  dn  {  n"ï  +  ."  -  «^ 

-' 5*443704  «fD  (  «"»  +  •'»  - -") 
— aJ'igoaSao  lin  (an"*  —    n'i  +  a»" —    ^—  «H 
K  a*,6îoi53  «in  (an"<  —    »"(  +  »•"—     <"- 
f-  a*,33o85i  lin  (în"(  —  M*'  +  3»"—  a^—  i»»)! 
.    ,  —  3",6i998o  lin  (3n"t  —  wi"*  +  3»"—  ai*— •■•)' 
■+  (1  +  >*"W  ^  o-^a34aa  ib  (4it"(  -  3n-(  +  4'"-  3^-  -^ 
o',35768d  «o  {4n''(  —  3n't  +  4."—  3i*— ")j 
a"^n3oo  wn  (an-t    —   n"I  +  3^—  ."—  «P;] 
.  (i',ao;443  m  (an't   —  n"<  +  3<*—  •"—•") 
!  +  I*  88o7ai  lin  Qn't   —  an"(  +  3i"  —ai»—  iT) 
ouSj  lÎD  C4a'(   -  3«'1+  4."_3."-  éO> 
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+  o'',i5o3a3  ÙB  (an»!  —  n'i  .^  a^  —  t'  —  VÔ-  ■' 

Jnégalùés  dépendantes  des  carrés  et  des  pnkhiitt  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites^ 

Les  inégalités  snÎTaates  sont  les  seules  de  cette 
espèce  qui  paraissent  devoir  être  sensibles ,  en  verta 
des  rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouve- 
mens  de  V^nos,  la  Terre,  Mars  et.Japiter  : 

{— o-,4bw73oiii  7i"t-h  n-t+  t"+  r— M»  3'tt^l 


On  peut  réunir  la  deiuière  de  ces  inégalités  k  11- 
négalité  indépendante  des  exoentriâtà 

(i  +  fA")  a4",746i6a  rin  (n"t—  «'"/+ 1"—  *«9; 

letR  somme  donnera  J'îo^alité  suivante 

(I  +  f«")  aS'^j48a  lin  (»"*  _  «•(  +  i-»—  ^  +  lO  «4'  ti"). 

Pour  les  ÎD^alitc»  oorceipondantes  du  rayon  vec- 
tenr,  on  aura 

*^'*t— o,ooo<H>a9(o5co«(5n»i— 3n'n.5^— a.'+ea-iT'iff^  J 

-Ki+»i")./     o.<>o«>o8ioo4ft'«Cwi(  -f-  u  -f  Su*  ij'Sa*)  I 

'■l  +  o,oiocH>o4»oojCM(n"(_n"(  +  ,.T_^+5j»   yS;").* 

li*  dernière  de  ces  inégalités  peat  Atre  ràinie  à  l'i- 
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négalité 

(l  +  ft")  o,oooa-)^f^o  COI  {n'^t  —  n*(  +  i"  — i^j 

c'est  par  cette  raison  que  nous  l'avons  conservée, 
quoiqu'elle  tombe  au-dessoas  de  la  limite  assignée 
aux  inégalités  du  rayoa  vecteur. 

La  somme  de  ces  deux  inégalités  donne  la  sui- 
vante : 

(i  +  ^")  o,oooo8i653a  cw  {if't  —  n't  +  ,"  —  ^-t.  i* 3i'54'). 

Le  mouvement  de  Mars  en  latitude  n'est  afiecté  que 
d'inégalités  très  peu  sensibles.  En  désignant  par  tl" 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  Jupi- 
ter sur  celle  de  Mars,  les  seules  de  ces  inégalités 
qui,  s'élèvent  à  un  ceotième  de  seconde,  sont  les 
suivantes  : 


on  a  d'ailleurs 


+  o-,4o3i69  ,m  {an-  _«•(  +  „■._  ^  -  H"). 


y*  =z=   l"24'45", 

n"  =  a'57'5i"; 

en  nommant  y"  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 
bites de  Mars  et  de  Jupiter. 
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CHAPITRE  XVII. 


Théorie  de  Jupiter. 

I  oo.  Jupiter  et  Saturne  sont  de  toutes  les  planètes  , 
celles  qui  sont  assujetties,  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles,  anxinégalités  les  plus  considérables, 
lieur  théorie  mérite  doue  une  attention  particulière. 

L'équation 

Jk  =  (i  —  »')J^V", 

en  supposant  a^  —  et  en  ne  Êdsant  varier  que  r** 
dans  cLf  donne 

Si  l'on  prend  pour  j"  et  r**  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Jupiter  au  Soleil,  et  si  dans  le  cas 
da  maximum  on  suppose  J'Y"  =  ±  i",  on  aura 

JV"  =  zp  o,oootj65o4. 

On  peut  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur qui  sont  au-dessous  de  :po,oooi3.  Quant  aux 
inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons,  comme  préi^em- 
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ment,  celles  qui  seraient  au-dessous  d'on  dixième  de 
seconde. 

Inégtàlités  de  Jupiter  indépendanut  des  excentriciU$. 

tv  =  (I  +  ^°).o",iii77i  lin    (n't  —  n"(  +  .*  —  •••) 

59-.ÎI3453  ûa    [n-t  —  n"i  +  ,'    - 

1^' ,53^778  lin  Vn'i  _  n"t  +  .•  — 

i6',3«34i  .in  ^n-t  -  n"t  -*-  .-  _ 

3-,;53996  .in  ^{n-t  —  n-t  +  .'  - 

—    >",i5797a  im  S{nu  ~-  n-t  +  .•  — 

.■,^09804  .io  6(n'(  -  „.'(  +  ..  _ 

>*,i63(96  .in  7!"'*  —  n"t  +  ,'  - 


(.+.-).{_;::;«"•-"'-"- 


4 


a,oooo5g3&io 

o,ooï77075re«>**C'i'(  — B"(+  . 
0,000*890087  coiï(n't— n"(+  t' 


tnégaJilét   dépendantes  de  la  prenùkre  puissance  de» 
exccMricilés. 

Plusieurs  de  ces  inégalités  étant  considérables,  on 
a  dû  avoir  égard  aux  variations  séculaires  de  leurs 
coefEciens.  Pour  cela,  on  a  calculé  ces  inégalités ptoor 
deux  époques  différentes,  en  tenant  compte  de  la 
Tariation  des  excentricités  c"  et  c'  durant  cet  inter- 
valle, et  l'on  en  a  déduit,  par  la  métbode  dn  n*66, 
la  variation  du  coefficient  de  l'inégalité  pour  un  temps 
t  qaelconque.  Ou  verra  plus  loin  qu'en  tenant  compte 
du  carré  de  la  force  perturbatrice,  on  a 

S'e"  ss  o",5i4o9,        «Te'  =  —  o",7565i. 

Eq  n'ayant  égard  qu'aux  variations  des  coefficiens 
qui  surpassent  60"  dans  l'expression  de  S'v" ,  on  a 
ToHG  m.  ad 
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tltmTé. 

/      8-,i4907O  «iD  (b'I  -h  ■>■  —  -■•)  » 

/  —  g'.aSgoaG  >in  (»'(  -»-••  —  ■•) 
I  —(i3a°,596oo-Ho',oo(i9ï3ï)»ln(an'(-n' »(-(-»§•-.'•-•") 
1  -l-54',Toi90oim  (an'(—  n"t-(-ar  —  ."  — •') 
I  —  i(a",6..44:9  «D  (ïn'(  -  an"(  +  3.' —  ai-'— «■• 
l -K8i',  i4i7oo-(o,oo5 1 6ooB>infîn'ï-aii"i+3i'-at"-»') 
1+  7'.5944'5  «io  (4«'t  —  3n"H-  4.»  —  3i"—  •") 
I— ]4",93o7go  un  (4n'(  —  3n"(+  4.'  —  3f'—  •') 
1+  .",003985  un  CSn'(  —  4n"H-  5t'  —  4."—  •■') 
/ —  a'jSSjago  lin  (5n't  —  4""H-  Si''  —  4'" —  •') 
#.."3=(i+/.')./+  o',39oa43  du  (6n'«  —  Sn"t+  6i'  ~  5."—  •") 
\—  o'',87a467  «in  (6b'(  —  Sift-h  6.»  —  5i''—  •') 
1+  o*,l43o44  aÎD  {jnH  —  6n"(+  7»'  —  6»"—  •"> 
I—  o*,îrio34  *in  (în'l  —  6n"l+  ■],'  —  6."—  •') 
I— 4",99o673  »io  (an"t—  n'(  +  a»"—  <•— •'•] 
I- o'',544a63  .in  {»n"i—  «•(  +  ».'•_  ,»_..) 
l-|-ia',33goaa  lia  (3n"^—  an't  ■+•  3i" —  at»  —  •") 
I—  o'^SeSjî  lia  (3n'>(—  an'(  +  3."—  ar  — •') 
I  +  i',a37i54  lia  (^ff't—  3nU  +  4»"—  3.'  —  •■') 
\—  o'.i65i6i  >iD  (4n"t—  3nU  +  4."—  3.'  — .'J 
\+  o-'.34i737  .in  (5/."(-  4»''  +  5."-  4'^  -  •■•) 

!o',i34677  lin  (n"t  +  , '■  —  .■!)  , 

—  o".a5S578  .in  («<■(+."  -••')  J 

—  o",5»ia95  sin  (»n"t  -  n-U  -ha.--  .■'  —  •■•)  \ 
+  o*,iii548  .il.  :in"i  -  n-t  +»«•■-  .■'  —  •■■)  1 
—  (.•,t3ç)Q55  «a  (3/i'>(  —an'"  -J-3."—  a."  —  •").■' 


/—  o,oooa795i3 

M»  fan't  —  n- 

t  -f-  «.'-   ."—•■') 

1 4-  0,000161474 

t +  a«'~  ."—••) 

1—  o,oaD43S5a8 

0*  (în»!  —an' 

(  +  3.T—  a,"— •") 

/r-T=.(i+/i')./+  0,00086546e. 

oï  [3nv  -an- 

t  +  3i'—  a."— ••) 

1+  o,oooiao47i 

0.  ii^'t  -^n^ 

,  +  4.--  3.-— "J 

/—  o,oooa3igo7 

o.|4«'i  -3«' 

t  +  4.'-  S."-.') 

^—  o,Dooia88oa 

o»(3n"t— a»T 

.  -M,.._  a..  -...}. 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des   produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons. 

101 .  La  plus  considérable  des  mégalités  de  cet  ordre 
«st  celle  «lui  résulte  àfs  l'actioii  de  Saturne  et  qoi  dé- 
pend de  l'angle  5n'i  —  Sn'V.  Comme  5«'—  an"  est 
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une  très  petite  quautité ,  à  cause  du  rapport  de  com- 
mensurabilité  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes,  l'angle  5n"É  —  BrCt  difiêre 
très  peu  de  n"t;  on  a  donc  fait  usage  pour  calculer 
cette  inégalité  de  la  formule  (A)  du  n"  54  et  à  cause 
de  la  grandeur  de  son  coefficient  on  a  eu  égard 
dans  son  expression ,  à  la  variation  des  élémens  de 
l'orbite  de  Jupiter,  par  la  méthode  dun*  39. 

On  a  trouvé,  par  le  n°  38,  cette  inégalité  en  1800 
égale  à 

+  i36',953ioco.(5n»(  — 3n"t  +  5i'  — 3«"). 

et  en  2000  égale  à 

-    77',468o3rit.(5n'(-3n"t  +  5i'  — 3i"), 
+  i38'',iî567co»{5n'I  — 3n"(+5.*  — 3."); 

d'où  l'on  a  conclu,  pour  un  temps  quelconque,  cette 
inégalité  égale  à 

—  (  84*,938oo-  (  ûVSgî^ge)  lin  (5nV  —  3n"t  -^Sf—it"), 
+  (i38',i3567+ ( o-.oûSgiaS) CM (5n'(— 3ii-'(  +  5»' -  3i") , 

OU  bien ,  en  réduisant  ces  deux  termes  en  un  seul 
par  la  métliode  du  n°  5o , 

JV"  = —(!+/.') (i6i",ife39 —  (  0>iîea6) ïio  (5n'(  —  3n"t+5.T— 3." 
-58'[i'34°-(.4S',3io). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en 
kmgîtnde  dépendantes  du  carré  deâ  excentricités,  ont 
été  déterminées  par  les  formules  (A) ,  (B) ,  (C)  et  (D) 
du  n*  34  >  on  a  trouvé  ainsi 

38., 
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So',7i3jo5  rit.  (  n'(+  »■»(+  r+i"  +«;•  4*"^  N 
-  S*.33G3o6  tia  (an'i-f-a.*  +  iS-aTaO  J 

+ii',ai48i8  *;n  [3rt'(-n'>t  +Î.'-."  +-903^480  f 

J4-  i',S7S57o  lin  ((in'(-^n- '!+&'-( ." -5 i*  ïy^S»)  ( 
/+  a*,36S8o,  .in  (  n-t-  «"(+  .•-  i"+43*  i;/  i*)  \ 
V-  6*,oi4;74  lin  (a«'t-M'V+ar—i."-H»' 41/44')-  ' 

Les  deux  dernières  iaëgalités  réunies  aux  deux  sui- 
vantes qui  leur  correspondent ,  et  qui  dépendent  des 
simples  excentricités 

7i)',îi9453  «in  (  n't  —  n"(+   <»—   t"), 
— 195',5»4778  «n  (an»!  — ïn"l  +  sr  —  at'Oi 

donnent  celles-ci  : 

,     .     ,,   f       84",6rt9,o.inC  -.•(-    «■'(+  ,'-    ."  +  io8'5a-)  1 

La  seule  des  inégalités  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
passe la  limite  que  nous  leur  avons  assignée  est  la 
suivante  : 

tr'''=:~-(i+fiJ)  {ojOOioigjoS— lOjOooooooSogïJcotfSn*!— 3n"f-t-5t»— 3«" 
-58-e'5>--««-^.o). 

Grande  inégalilé  de  Jupiter  produite  par  r action  de  Sa- 
turne, et  dépendante  du  cube  et  des  produits  de  trois  et  de  cinq 
dimeruioiu  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

Les  grandes  inégalités  que  produisent  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  de  Saturne^  leurs  actions 
réciproques,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre 
leurs  moyens  mouvemeos,  sout  au  moinsdu  troisième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
S0DS,et  leur  importance  exige  qu'on  ait  égard  dans  leur 
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délermiiiatioD  aux  cinquièmes  paissatices  de  ces 
quantités  et  même  aux  termes  de  l'ordre  du  carré  des 
forcËs  perturbatrices. 

On  a  d'abord  détermine  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité de  Jupiler  dépendante  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  ia- 
clinaisons  au  moyen  des  formules  du  n°  58.  En 
partant  des  élémens  rapportés  n°  88,  on  a  trouvé 
par  le  n"  7 1  : 

^ïjjw  _  —  m'i,i6ao385, 
a'M^'*  ^  m'5,8070750, 
a'MW  =  _  m'9,6074688, 
a'M^*'  =  m''5,a439ioo, 
a'iVW  =  m'o,658578i, 
^Tj(0)  — -  —  m'o,353074oj 

De  là,  on  a  conclu  pour  1800 

a'P  =:  —  o,oooo53o64o» 
à'V  =        0,0010380971. 

Il  a  fallu  ensuite  n*  66,  déterminer  les  mêmes 
quantités  pour  aSoo  et  pour  a8oo.  Pour  cela  il  fallait 
connaître  les  élémens  des  orbites  de  Jupiter  et  de 
Saturne  pour  ces  deux  époques. 

Nous  ayons  donné  n°  91 ,  les  variations  séculaires 
de  ces  quantités  dépendantes  de  l'action  des  planètes, 
mais  il  est  encore  nécessaire  d'avoir  égard  aux  ter- 
mes dépendaos  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 
Cette  partie  se  calculera  par  le  moyen  des  formules 
du  n*  53.  Ou  a  trouvé  ainsi  : 
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<f«"  =  (.o",35o562, 
(Te"  =  i.o",o48965, 
<r»»  ^        (.3",o57ii3, 

ËD    différeotiant  ces   valeurs ,  les  quantités     ' 


d.^e"    rf.^'      d.it!' 


sont  les  accroissemens  de  -j-  . 


-î- .   -^ .  — r  •  uni  dépendent  du  carré  de  la  force 

dt   '    at'    at'  ^  »^ 

perturbatrice;  en  ajoutant  donc  aux  Variations  dé- 
terminées n"  91 ,  les  coefficiens  du  temps  t,  dans 
les  expressions  précédentes,  on  aura  tes  valeurs  com- 
plètes de  ces  quatre  quantités.  En  négligeant  les 
corrections  des  masses  planétaires ,  on  trouve  ainsi 
pour  aSoo  ; 

^  =  o",5i4o88,        ^  =  —  o",7565o6, 

éÇ  =  6".685iM,        ^  =      i9%o55o44. 

On  a  calculé  les  mêmes  quantités  pour  aooo ,  et  en 

1  <  •  rtc."     <£■,"     de'     dti'  ,  ,1       1      ■ 

désignant  par  -^,  -~,  -^,  -^  cequ elles  denen- 
nent  pour  cette  époque,  on  a  trouvé 

^  =  o",5.0983 ,        ^'  =  -  o",74r686, 

-ir  ~  6",777ai9,        -^  =       i9",ti994i. 

En  supposant  que  t  exprime  on  nombre  d'années  jih 
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lienoes,  OD  a  généralement    ' 

,—,-;-,  dans  le  second  membre  étant 

dt'  de* 

relatives  à  l'époque  de  1800,  il  en  serait  de  même 
relativement  à  -3-  ,  en  disant  donc  t  =  aooo ,  on 


^=H-o",ooo47o485,    ^=       o",ooo5a4485. 

L'expression  de  c"  pour  un  temps  quelconque  t  en 
qégUgeant  les  cubes  et  les  puissances  supérieures  du 
temps  est  : 

.T       I         *^"    ^^       *'" 

«   H-'-dT  +  i  "5F' 
et  l'on  a  pour  «'%  e'  et  »'  des  expressions  sembla- 
bles. On  aura  donc  ainsi  pour  un  temps  quelconque 
t  à  partir  de  1800, 

g"  — e"4-<.o',5i4o88—  ('.o",ooooo7763, 
fi,'  "  =  »"-t-(.6",685iaa  -(-  **.o",ooo255342, 
e;  c=  er  —  i.Q",7365o6  —  i'.a",ooooi295o, 
û,;=«'-h(.i9",o55o44H-<'.o",oooi6aa435.. 

Les  valeurs  de  e",  «",  e%  w' dans  le  second  mem- 
bre étant  celles  de  1800. 

En  nommant  y  l'inclinaison ,  et  n  la  longitude  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite  ije  Saturne  sur  celle  de 
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Jupiter,  va  la  petitesse  des  angles  ip  et  f'  on  a  à  très 

peu  prèsf  n*  86,  livre  II, 

ysinFI  ^  <p'sinK'  —  ^siaa, 
^cosn  =3  f'coiia'  •—  ^cosci; 
d'où  l'on  a  concla  pour  1800, 

y  =      i^iS'ia'.Ô, 
n  ==  126"  6*14". 

Les  équations  précédentes  donnent  en  les  différen- 
tiant  * 


si  l'on  substitue    dans  les  seconds  membres  pour 

^*  ^»  -jT»  j:  leurs   valeurs  données  n'  01,   on 
dt'   dt'  al'  dt  ^   ' 


aura  pour  1800 

^  =  —  o",oooi94o, 
-5,  =  —  aa  ,934657. 

En  calculant  par  les  formules  du  n*  54 ,   la  partie 

des  valeurs  de  -^^  et  de  -t-  ,  qui  dépend  da  carré 

de  la  force  perturbatrice,  on  trouve 

J^  =  ï.o",oooi78354, 
<fn  =  —  «.o",oo739o8o. 

Le  coefficient  du  temps  t  dans  ces  expressions  doit 
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être  ajouté  aux  Tuleors  précédentes  de  ^  et  de  -^  , 

et  l'oD  troore  ainsi  pour  les  valeurs  complètes  de  ces 
deux  quantités  en  1800. 

^  =  —  o,"ooooi5766, 

«in  „    -      „ 

—  =  __  aa  ,952028. 

Od  a  calculé  de  la  même  manière  les  parties  des 
valeurs  ^^  "X^^  ^  "dt*  dépendantes  du  cairé  de  la 
force  perturbatrice  et  relatives  à  l'époque  de  aooo, 
on  a  trouvé 

J^  =  £.o',oooa45o56, 
«rn=  —  «.o',ooo98376, 

en  ajoutant  les  coeffidens  du  temps  dans  ces  expres- 
sions aux  valeurs  de  --7  et  de  -^   calculées  pour  la 

même  époque,  on  trouve  ponr  les  valeurs  de  ces 
quantités  relatives  à  aooo , 

:^  ~  _  o",ooi6329, 

— '  =  _  a5",a5a5aii 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  quelconque  t, 

n'=n  —  i.aa'^gSaoaS  —  i'.o%ooi5o347  r 
y,^y  —'t,o",ooooi5j66 —  ^. 0*^0000081645. 
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Les  valeurs  de  ^  et  n  dans  le  second  membre  se 

rapportent  à  i8oo> 

Au  moyen  de  ces  expressions ,  on  a  calculé  les 
valeurs  de  e",  fi',  a»",  o',  y  et  n,  poor  les  époques 
de  a5oo  et  de  aSoo,  et  à  l'aide  de  ces  valeurs  on  a 
trouvé  ensuite  ponr  a5oo , 

f£'f,  =  0,000154938, 
a'P'^^  OjOOiooSSgy, 
et  pour  3800, 

a'P„^  o,ooo5 13547, 
a'P'„=  0,000941940. 

De  là,  on  a  conclu  par  le  n°  66, 

0'  -^  =  —  o,oooooo583557  , 
a'''-j-  ^         0,0000000136453, 
a'-^  =       0,000000000037^3, 
œ  -y^  =        0,000000000147038. 

Si  Ton  suppose,  n>  66, 


P,==P   — 

F,=  P'  4- 


(Sn"— an")  dt        (5n'— an")»rfi*  ' 

atfP 3dV         ^ 

'  (5n'— 3b")A        (5/»'— an'^)'«Û*  ' 

on  aura  donc,  d'après  les  valeurs  précédentes. 
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a'P,  =  —  0,000046507 , 
d'P',  =         0,001 144378, 

cC  '--r^=  —  0,000000434589, 

a'  -V=        o,oooooooa3i575, 

a"  —^=        0}000ooooooo3749a, 

a'    v^'=         0,000000000147028. 

La  partie  de  ^v"  qui  est  divisée  par  (5n' —  an")',  a 
pour  expression 


(5n' 


Eq  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  aura 

/i-"ï=(iai3*,oi5S55— t.o",oa^5<9— (•,o',oooo;793o)iin(5»i'(— an"ï+5«T-a»") 
+  (49',o887to— (.o',45oo95+l*.o',ooooi987»)co»(5n»(— an"(+5i'-at")ii 

Pour  calculer  la  partie  de  la  valeur  de  ^v"  qui  a 
pour  diviseur  5n'— an",  î)  faut  déterminer  les  diffé- 
rences a"  -j-jv ,  ft"  j-^ ,  qui  entrent  dans  la  for- 
mule (I),  n*  38;  on  trouve 

«-^' =».■.. 3,14696,    a»^'=m'.a6,4639o, 

«'•^'  =Bi'.5o,ja7i4,    a"^'  =  '»'.4,i3i73  , 

a"^  =«.'.65,75870,    a~^'  =  m- .6,75963  ; 
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d'où  l'on  a  conclu 


o     2J-,  =  m'.o,oo63o36i. 

La  partie  dont  il  s'agit  a  pour  expression 

3i»'n".-  (     «"^ivsinCôn't— aB"«4.5i'— ae")l 

(~  ""su^^CS"'»— an"H-5«'— a<")  j 

En  la  réduisant  en  nombres,  on  trouve  cette  fonction , 
en  1800,  égale  jt 

—  1 6",3S3864  sin  (Sn-ï  —  ajj"( + 5<'  —  ai") 
+   6",o5299i  C08(5n'e— an"(  +  3,'_  jj„). 

On  a  trouvé  de  la  même  manière  pour  aooo, 
"'dp  =  "»'-o.ooa35835, 

"  a?-'  =  m'.o.ooeiasss; 

k  fonction  précédente  à  U  même  époque  sera  donc 

—  i5",88745o  sin  (5n'<  —  3H"«  +  5<'  —  af") 
+   6",  H7461  cos  (5n'e  —  an"!  4.  5,'_  a,-). 

d'où  l'on  a  conclu,  pour  un  temps  quelconque  t  i 
partir  de  1800, 

«...  =|-„e'JSM6,  -  ,.„.,,„^„,  .i„  ,s„„  _„,.,_  ^, 
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La  grande  inégalité  de  Japiter  contient  encore 

parmi  les  termes  qui  ont  Sri' —  un"  pour  diviseur,  le 

suivant  : 

—  ^e"Asin  (5nV  —  an'V  +  St'— -  as"  —  «"+ J*). 

Ce  terme  est  celui  qui  résulte  de  la  variation  dépen- 
dante de  l'angle  Sri't — an"t  de  la  longitude  de  l'épo- 
que dans  l'expression  de  la  longitude  vraie  ;  on  peut 
aisément  le  réduire  en  nombres.  En  effet,  l'inégalité 
de  (Te'*  dépendante  de  l'angle  5nV — 5n'Vestàtrès 
peu  près,  n°  38,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui 
ont  5n'  "—  an"  pour  diviseur,'  égale  à 

aA  sin  (5n'i  —  3n"(  +  5*'  —  3«"  +  «T)  ; 
on  aura  donc,  n<  loi, 

h  =  8o',57468,      <r  =  —  58°ii'34''' 
Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  e"  et  de  «'% 
rapportées    n°  38,  on  a  trouvé  pour  la  valenr  de 
l'inégalité  précédente,  en  1800, 

En  calculant  la  même  inégalité  pour  aooo,  on  a 
trouvé    t 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  t  quelconque ,  à 
partir  de  1800, 

/■"T  =  (o*,685a4o  — 1.0^,0004953)  »in  (5n»(  —  9n"t  +  Si'—  a*") 
—  (i'^i5a95  +  £.o',oo«w639)«>»C5n'«— an"(+5f  — ai"). 

Considérons  maintenant  la  partie  de  la  grande 


Eiiiizedbv  Google 


446  THÉORIE  ANALYTIQUE 

inégaltté  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
exceatricitës  et  des  inclinaisons;  poar  la  déterminer 
il  a  fallu  calculer,  d'après  les  formules  du  n"  42  ,  les 
valeurs  des  quantités  M^^,  M^'^,  etc.,  pour  les  deux 
époques  de  iSoo  et  de  3000.  On  a  trouvé  : 


Pour  1800, 

Pour  «M». 

flTMW  =        o,oooooo933o38. 

a'MW  =        0,0000009(741, 

a»MC)  =  -  0,000006675740, 

atMW  =        0,00001750990, 

fl'MW  =        0,00001 3»5i6.. 

«•MO  =  —  0,00001939799, 

o'MOT  =  —  0,00001  gai  456, 

a'MO  =        o,ooooo7ftSoro, 

a'NO  =  —  o,ooooooi98i3iB, 

a'NC)   =  —  o,ooooooo556». 

«•NW  =  -  o.ooooooo,;»». 

a^WW  =        o,oooooo35a53o. 

«•KO)  =        o,ooo<ioo3585ïo, 

a^NCQ  s       o,oooo«K>ooSi449, 

n'NW  =        0,000000001 36500. 

En  vertu  de  ces  valeurs,  on  a  trouvé  n"  42»  pour 
1800, 

a'Q  =  0,0000074937, 

a'Q'=  0,0000091388, 

et  pour  les  mêmes  quantités  en  3000 , 

à'tl  =  0,0000081559, 

a''(^'  =  0,0000087666; 
de  Ui  on  a  conclu 


^  , 


:  o,oooooooo55oo7. 


..i2;  = 


—  0,000000001 
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et  par  suite, 

(Sn--f-v)j,  =        0,0000009^565, 

(5»'-S^')rff  =  ~  o,oooooo5335r6. 

L'expression  de  la  partie  de  la  grande  inégalité  de 
Jupiter,  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  en  tenant  compte 
des  premières  puissances  du  temps  dans  les  coeffi'- 
àeusp  est,  d'après  les  n**  ^i  et  43, 


en  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  en  vertu  de 
l'inégalité  que  nous  considérons,  on  aura 

/,<■»=  _(io',Ge3oo  —  (.o',ooi978i5)Knf5n'(  —  M"(  + s.»  — !,■•) 

Enfin,  j'ai  dëtennioéla  partie  sensible  de  la  grande 
inégalité  de  Jupiter,  dépendante  du  carré  de  la  force 
perturbatrice,  par  les  formules  des  n""  Sj  et  suivans. 
En  ne  coa''IJe'raot  que  les  termes  de  cet  ordre ,  ou  a 

le  dernier  terme  de  cette  formule  donne  l'inégalité 
suivante 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente.  Considéroos'donc 
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nniqDement  son  premier  terme;  od  a,  n*  47r 

et  ponr  obtenir  la  valeur  complète  de  JV" ,  i)  fanf 
combiner  entre  eux  les  différens  termes  de  chacaa 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  «TR,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumeas 
des  termes  que  l'on  a  considérés,  soit  égale  à 
Sn'l  —  2n'''t ,  et  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
dépasse  pas  trois.  On  a  tronvé,  de  cette  manière,  les 
résultats  suivans. 

Inégalilé  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 
5n't—  2Q"t  et  zéro  t 

— j*9i8a6>iii(5n't — an"t+5i'— ai'*)-H>*,4igoocM;5B»(-aii"(+5t».ji"). 

On  a  calculé  ensuite,  relativement  à  Saturne,  les 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertur- 
batrice, qui  résultent  des  diverses  combinaisons  in- 
diquées n"  57,  la  précédente  exceptée,  et  l'on  en  a 
déduit  la  partie  correspondante  de  llnégalilé  de  Ju- 
piter, au  moyen  de  l'équation  de  condition 

nï"\/â"<fC"+m'\/â'(fÇ'+(m"— nï')ni'V^'^=o. 

D'après  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  poor  les 
masses  de  Jupiter  et  de  Saturne,  on  aura 

-  „  ,~ ^  0,4063780 ,    m" — m*  ^  0,000664097  ; 

l'équation  précédente  devient  ainsi, 
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,*t:"  + 0,40^78^^4- 0,000269874?:'=  o,  (a) 
^  désignant  ici  la  partie  de  la  variation  dn  moyen 
'.  mouvement  de  Saturne ,  relative  k  l'at^ument  de  la 
grande  inégalité,  et  dépendante  de  la  première  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice;  Cette  quantité  esta 
très  peu  près  égale  à  la  partie  correspondante  de  la 
longitude  vraie.  On  verra  dans  la  théorie  de  Saturne» 
qu'on  a  ainsi 

fr  3X  — i9ot*,79gagiiD.(Sa't— M'Tt4.Sf  — a<'>) 
~    iSo',5o(;6coi(5n'i  — an'*(-t.5i"-3i"J. 

En  déduisant  de  la  valeur  complète  de  «T^,  la  partie 
relative  à  la  combinaison  des  at^mens  SiiU  —  2n"t 
et  zéro^  on  trouve  même  théorie  , 

fZ'=—  4',44oo7Bn  (5n'(— an"(  +  5r— at") 
—  34',i54i»  COI  (Sn't  —  3B"(  +5i'  — afj. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (a) ,  on 
ënconclurapourrinégalitéquien  résulte  dans  J^Ç'*: 

9*,58:44g  iid(Sn't— 4n"t+5t»-ii")-f.i3',9aoi  o4«o•(5n'i-»^"^+5^•.a.■  >■)• 

En  réunissant  cette  partie  de  /^"  à  celles  que  nous 
avons  déterminées  précédemment,  on  aura  pour  sa 
valeur  complète, 

li"=s  o",C9ii>8«iiiC5n't  — an'»(-f-5.'  — ai") 
+  i4',34i76co«C5nV  — an"l  +  5i»  — ii")i 

j'ai  trouvé  par  le  calcul  direct 

/fT=  y,73539«in(5n»(  — art'V-f-S»'— «■•) 
+i(*,7ïi>cn  cm  (Sn'f  —  an'tt  +  5i'  —  m"). 

Valeur  qui  difièire  peu  de  la  précédente. 

U  résulte  du  carré  de  la  force  perturbatrice  dans 
l'expression  de  la  longitude  de  l'époque  des  inéga- 
lités du  même  ordre  que  les  précédentes  et  dépen* 
Tome  UI.  ag 
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dantes  de- même  derargumeatdelagrandeiii^gkKté. 
En  réduisant  en  nombres  les  formoles  du  n*  64  * 
on  a  trouvé 

/•■•=r,3io»7»in(5n'(-»i  ■  •W-5«T-M")+o'^i36i8c«M(5ii»(-»n'  'H-S«-»«"). 

Cette  in^alité  doit  être  ajoutée  à  la  précédente  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter.  On  anra 
donc  ainsi  pour  la  valeur  totale  de  l'ioégaUté,  que  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  dans  le  mou- 
vement en  longitude  de  la  partie  de  Is  ^nde  iné- 
galité qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturbatrice, 

/w"=ir,(Fn435  an  (Sn^f  —  M"t  +  5f~^  a»") 
+i4',4îiM  «»<*•*<  —  Vt"l  +  Si»  —  a»"). 

Si  l'on  rassemble  maintenant  les  différentes  parties  de 
la  grande  inégalité  qne  nous  venons  de  déterminer, 
on  aura  pour  sa  valeur  entière 

,  .  f     (ii84',;75a5-»',oni74ï-CD'',oooo7793o>iD(5n'(-3n"(+5«»-a«")  1 

^•rl^l\ 4.    (^,a65(3-(6M46oia-W«o*,«M»t9«7«)«:oi(SBt-»»'*H- St^-tt"). / 

En  réunissant  les  deux  termes  de  cette  inégalité  en  un 
seul,  par  la  méthode  du  n*  66,  on  aura  la  suivante, 

(i  -t-ft')  (i  iS7*,a4;35  —  i  o',o48449S;  -f  (•  o'iOooooii&Ss) 
Xiin  [5nT(  _  an'U  +  So  —  »i"  +  i'itt'Sçf—  t  •fil',v}'joo  — (•  <^,oM«fao). 

Cette  grande  inégalité  doit  être  appliquée  comme 
on  l'a  vu  no  29,  au  moyen  mouvement  de  Jupiter. 
Le  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  encore 
dans  le  mouvement  en  longitude  une  îoégalité  dé- 
pendante du  double  de  l'argument  de  la  grande 
inégalité,  qui  a  pour  expression 
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Oa  ponrrait  rtfdaire  cette  fonction  tm  nonaibreB  an 
moyen  des  valeurs  de  a"?  et  a*?',  qui  ont  été  déter- 
mine'es  précédemment;  mais  on  peot  loi  donner 
une  forme  qui  en  rendra  Je  calcul  plus  Étoile.  En 
effet,  soit 

l'expression  de  l'inégalité  précédente  »  réduite  en  nn 
seul  terme,  en  comparant  ces  deux  valeurs,  on  aura 

H'coB2A=3p'*  — P*,    H-siuaAss— 3PF; 

d'où  l'on  tire, 

Ht=  VP'  +  P'S    et    tangA  =  — p. 

Or,  la  partie  de  la  grande  inégalité  qui  a  pour  divi- 
seur (5n*~-an")*,  et  qui  ne  dépend'  que  de  la. 
première  puissance  de  la  force  perturbatrice,  peut 
prendre  cette  forme 

Si  donc  on  nomme  K  le  coefficient  de  la  grande  iné- 
galité et  Sri't  —  an"ï  +  5*'  —  3«"4-A  son  ali- 
ment, comme  les  termes  qni  ont  pour  diviseur 
(5n' — an")',  forment  la  partie  piincipale  delà 
grande  inégalité ,  on  anra  à  très  peu  près  ponr 
l'expression  de  l'inégalité  dépendante  du  doulfle  de 
l'argument  de  la  grande  inégalité. 


K-  (sm-Tt/sn+wn^y/^ 


(  donblo  de  riTgnmait  de  la  gnutde 
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cette  fonction  r^dnite  en  nombres  donne  rinégalît^ 

suivante , 

—  I  a'',a  I  Ô548ÎDà(5n'i— 3n"(+5fc' — «'*+  'i'^^'Sg") , 

l'eiiipression  de  /c"  contient  encore  l'ÎQe'galité, 

4-  4  e"h  sin  (5nV — 4n"t  +  5.*  —  4i"  +  et"  +  «T) . 

Cette  inégalité  est  celle  qui  résulte  de  la  variation  de 
rexcentricité  et  du  périhélie  dépendante  de  l'angle 
5n't  —  snt  dans  le  terme  ^  eSin  (nnt  -f-  ai  —  sa)  de 
l'équation  du  centre ,  n*  56  ;  en  la  réduisant  en 
nombres,  d'après  les  valeurs  précédentes,  on  aura 
celle-â, 

+  9%70i6io8in  (5nV— 4n"(+5«* — ^4^"~*4?'5'57*). 

Nous  nous  sommes  contentés,  dans  le  a"  36,  de 
.  considérer  les  variations  des  deux  premiers  termes 
de  l'équation  du  centre,  et  nous  avons  supposé  que 
les  antres  termes  pouvaient  être  négligés.  Pour  por- 
ter plus  loin  l'approximation ,  considérons  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  vraie  de  Jupiter,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne,  le  terme 

-f-  H  e">  sin  (5n'*t  +  3("  —  5»"). 

£a  augmentant  l'exœutrtcité  e"  et  la  longitude  o" 
du  périhélie  de  leurs  variations  ^e"  et  J*a»",  il  en 
résultera  la  iboctton  suivante, 

,3  f  /e"sin3{n'V  +  ."-«")  1 

T         l  —e"/»"  sin  5  (/»"/  + <"_o"J.J      ^ 

Si  l'oQ  ne  considère  dans  J'e"  et  ^»'*,  que  la  partie 
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de  leurs  valenra  qui  dépend  de  l'angle  Sri't  —  2n*V  ^ 
on  aura,  n"  36, 

/c"=—  i  Kcos{5nV— a^"^^-5*'— 3*"— «"H-A), 
a"/w"=3—  jKsin(5»V— an"H-5*'— 3t"— ûi"H-A), 

en  désignant,  comme  on  l'a  hit  pnécédemment,  par 
Ksin  (5n'«  —  5n"t  -f-  5e*  —  3s"  +  A)  l'inégalité 
dn  mouvement  de  Jupiter,  qui  dépend  de  l'angle 
5nV  — 5n'V.  La  fonction  (J)  dcTient  donc  ainsi, 

^  e'"K  sin  {5nH  —  5n"(  +  Si"  —  5i"  +  a»"  +  A)  ; 

ou  bien,  en  substituant  pour  K  et  A  leurs  valeurs, 

—  j of"  ,6i»,,4937  »in  (Gn'(  —  6n"t  +  5.^  -  5f'-f.  »■■•— 58»  ii'34*). 

Cette  fonction  réduite  en  nombres  donne 

+  o",6o744sin  (5n"«— 5n't+-5<"— 56»+  SS^'aa"); 

en  re'onissaat  cette  inégalité  à  la  suivante, 

+  (i  +^')  i",i57g7asiu(5B"/ — 5nV  +  5<" — 5e'), 

que  nous  avons  trouvée  précédemment ,  et  qui  est 
indépendante  des  excentricités ,  on  a  celle<i  : 

Le  mouvement  en  longitude  renferme  encore,  n°  £t3f 
rin^;alîté  suivante, 

Efi  réduisant  en  nombres  c%tte  fonction  «n  moyen 
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des  râleurs  précédentes  de  H|  K,  A  et  B,  on  trouTe 

3",78o78i  sin  (  i  on^t—5n"t  -h  i  o*»— 5«"— 54'V35"). 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  p^ut  encore  in- 
troduire dans  l'expression  de  la  longitude  de  Jopiler 
et  de  Satumei  quelques  autres  inégalités  qui  peuvent 
dereiùr  sensibles  en  vertu  de  la  coquneqsurabilité 
approchée  de  leurs  moyens  mouvemens;  ces  inéga- 
lités sont  en  général  très  petites,  mais  comme  Jes 
principales  sont  affectées  des  mêmes  ai^umens  que 
d'autres  inégalités  déjà  calculées,  elles  pourront  s'a- 
jouter à  celles-ci  sans  compliquer  les  formules.  On 
les  déterminera  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Nous  avons  vu,  n*  85  ,  livre  II,  que  la  première 

puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  produit 

dan«  r«xpre8sii»D  de  «Tk",  les  ioégitlités  suÎTaates, 

+  e"  G  sin  (/+  n"t  +  i*'  —  a") , 

+  e'  H  sin  (/+  n' V  +  e"  —  «') , 

on  l'on  feit,  pour  abréger,  î(n'( — /ï"t4-«* — «"■)=_/. 
Supposons  maintenant  que  pour  avoir  égard  aux 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertnriba- 
trice,  oaaQgmentedansces  deux  fonctions  les  excen- 
tricités et  les  périhélies  de  Jupiter  et  de  Satnroe,  de 
leurs  variations,  il  en  résultera  dans  J^v"  les  iné- 
galîtà  suivantes, 

•t./s>U  •iD(/+n  ■•»+.■'-■')  —  e'/-'H  cm  (/+).■ -t+^T—^).  f    ^   ' 

Si  dans  les  variations  des  excmtricitét  et  des  p^bé- 
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lies  de  Jnpitef  et  ^e  Sat\irne ,  Ufi  D*a  égvd  iju'aux 
tennes  dçjpentjans  à,é  rai^ament  de  la  grande  inéga- 
lité,  qai  ea  forment  la  principale  partie,  on  aura , 
p*  36, 

«rc"  =  — Acos(5nV—  an'V+  5*' — 2t"  +  ^), 
e"J>»»»  =—  — Asin  (5bV  —  an' V  +  5i'  —  ae"  -|t  Ç). 

Les  deux  premières  inégalités  (A)  donnent  ainsi  la 
suivante,  . 

AGsin(5nV— a»"/-|-5r— 2e"~y-^"(— e"-h(K"44). 

Nous  avons  vu,  n'  38,  qne  l'inégalité  dépendante 
de  l'angle  Bri't  — 5n"t  avait  pour  expression... 
aA  sin  (5n'(  —  5n"t  +  5s* —  5ï"+  «"-(-^J  j  en  la  re- 
présentant donc  par  Ksin(5n'£ — 5n"'^+^^•^3ï"+A), 
Hnégalité  précédente  deviendra 

^sin{5n'/— an'V+5r— 2ï"-^— «■V.^"+A). 

On  démoottvr»t  ie  naâme  que  si  l'on  design»  par 
K'  sin  (4n'ï  —  an"(  +  4*'^  ^•"  "+-  A'} ,  l'inégalité  de 
la  longitude  de  Saturne  qui  dépend  de  Tahgle 
4nV— 3n'T/,  le  troi^mç  «t  le  quatrième  twme  de 
la  fonction  (A)  produiront  dans  l'expression  de  /»•'*, 
l'inégalité  suivante ,  - 

=—  M^n  —  vt"t  +  Si'—  3.1'— /— n'«t  —  .■'+ A').      (B) 

Cela  posé,  couàd^ns  les  principales  inégalités  du 
mouvement  de  Jupiter  en  longitude.  Les  pluS' consi- 
dérables parmi  celles  qui  dépendent  des  eipiples. 
excentridtés  sont  les  quatre  suivantes. 
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— -i3a'',596oosiii(2/ï''ï —  n"t-\-M* —  i" — »")  *] 

■+■  54"»ioi90sm(3nV—  n'V+a»' —  ("—»•)  (    ,  > 

—  4a",6o4485in(3n'^-aM'V+V— «"— a")  f    ^^' 

+  8i",i4470SÎn(3n'É — an'^tf-Si' — 3»" — w»).  ) 

Si  l'on  doDDe  à  la  première  de  ces  îpëgalitës,  cette 
forme 

i3a',5q6oo    „  .    ,     _.  ,_.   ,       _        .,  ... 
-,v-  -  e   siD (an'i  —  n' V-f- ai*  —  i"  —  e>  ), 

et  qu'on  la  compare  ensuite  k  celle-ci 

+  e"G  sio  {/+  n"t  + 1'  —  «"), 
on  aura 

L'inégalité  de  J^"  dépendante  de  l'angle  5nV— 3n*V, 
est  égale  à  « 

— l6I^I4937sin(5n•^^3n'*H-5l''— 5f"— 58'ii'34'^, 

ce  qni  donne 

K  =  — i6i",i4937,    A  =  — 58'ii'54'; 

on  anra  donc  dans  J'v"  l'inégalité^ 

De  même,  si  l'on  met  la  troisième  des  inégalités  {o), 
sons  la  forme , 


'  4a',6o448 


e"  sin  (3n'ï  —  3»'"*+  5^ —  «"—  «"}î 
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«a  la  comliàiiant  avec  l'io^altté     ' 

— i6i",i49578iQ(5B't— Sn^i+Si'— 5i"— 58'ii'34"), 
OD  aura  la  satTaote 

4»'.^4?  .  i6i",i4957siD(3n'ï  +  «'— 58«ii'34'). 

On  verra,  dans  la  théorie  de  Saturne,  que  te  mou*< 
vement  de  cette  planète  est  assujetti  à  l'ioégalité, 

^-652",5866osin(aB"i-4n'fr+-a«"-4i'4-59»34'4')-(m) 

Nous  avons  représenté  par— K'sin  (an' V< — 4^*''+ 
3*" —  4*'  ~"  A-'J  cette  inégalité,  ce  qui  donne 

K'  =  652",5866o ,    A' = — 59''54'4''; 

La  seconde  des  inégalités  (o)  dépendant  de  l'excen- 
tricité de  Saturne  peut  prendre  cette  forme , 

Bi'.ioiqo    .  .    /     „  .....         ..  rt 

— ï — ;— 2"  e*  sin  (an'i — n"/  +  ai'  -^  •"  —  «"  j 

œ  qni  donne 

H=54V^     /=an'<  — an'V+aè*  — 21"; 

l'inégalité  (B)  devient  ainsi. 

Enfin,  la  qnatrièoM!  des  .inégalités  (o)  peut  s'écrire 
ainsi,  ■       — 

'  'y^**  e'  sin  {ZnH  —  2n"t -+-  5»'.t-  ai"  —  *') ; 
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et   comlûnëe  avec   l^n^alit^  (m) , 
celle-ci , 

4-  8i^^  .653",5866o  sm  (anV  -*-»'— 59'54'4')- 

Si  dans  W  fooctioD*  pr«ctfdanteB  on  su])$ljtiie  ponr 
e"  et  e*  leurs  valeurs  relalÏTes  à  1800,  on  vena 
qn'îi  en  rénlte  dâtu  JV'*  les  quatre  inégalités  sol- 
Tantes  , 

+  o",37638sin  (anV  +  ai*  —  58»i  i'54") , 

+  i'',59937çiQ(3nV— n'V-4-5^ —  1" — 5^*5^%'^, 

+  3",a86o7sIn  (an*<  +  ai'  —  59*34'4"). 

Ces  in^alitës  réunies  aux  suivautes^  que  nous  avons 
trouvé^  préçé4enimcnt  et  qui  dép«Dclent  dtt  carrés 
des  excentricités , 

donnent  celles-ci  ^ 


5',44wio.iB{M.t  +  a..  + 43-58' (f).  j 


Considérons  maintenant  les  inégalités  dn  rajon 
vecteur  de  Jupiter.  Osa  va  n*  38,  que  les  termes 
dépendans  du  cube  des  excentricités  ajoutaient  à 
son  expression  la  quantité 

5n' — an"  {  _|-  p/  cos  (5nV  —  m"t + 5i'  —  ai"^  i 
—  eÂ  cos  {5/1**  —  an"/  +  Si" — ai'  —  »"  +  J) 
+  eA  cos  fSh'i—  4n"f  +  5i'—  4i"+  o"  +  J), 
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Otts  fonction  réduite  en  nomtnw  iloDiie  les  denx 
inëgalit^  saivantes,  ' 

*,..— /.j-.rt/~  "■*"^'7°' "*('**''— =""^**'— *•""•**  **'**!  X 

IjUgalttét  du  mouvement  de  Jupiter  en  latitude. 
I  o  I .  Par  les  f6rnia(es  da  n*  96  du  Uvre  II,  on  tronve 

Îo'mj^i"  wn  (n'*  +  •'  —  ri")  -j 

+  c»*.635i>58  iio  (anT(  —  n"t  +  ar—  i"  —  H")  I 
+  r,o7ii>6  rin  (3n>(  —  3i>"t -t>  V— M"  ~n-<)  > 
-  «•,«67a4i  >m  (4n'r  -  3b"*  +  (.'-  3."  -  O")  l 
—  o*,aS743S  (in  (M>T^-    »'t   +»."—    1'    —H"),' 

en  d&îgnant  par  H"  la  longitude  da  nceud  ascen- 
dant de  rorbite  de'  Saturne  sur  celle  de  Jnpiter. 

n  résulte  dun*^  4°  >  ^^  ^^^  termes  dépendans  des 
produits  de  trois  dimeosions  de»  excentricités  et  d«l 
incHoaîspns  ajoutent  à  l'expressioa  de  la  latiUids  4fl 
Jupiter  la  quantité 


5n'  —  an"  t  +  e">NW  «n  {5nn  —  3n'*t'+Sf»  —  3iit-vII  »■•»).  J 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  trouTe 

^*'»=ii";5^45sin(3»"*-5nV+5e"-5i'-l-5o"26'^- 

Les  équations  (/*)  du  n*  5^,  en  substituant  pour  Sp 
et  (Tç,  leurs  valeurs  donnent  les  denx  suivantes,  ' 

les  quantités  J^n  et  S^y  étant  dél;ei;piinées  par  le 
même  numéro.   L'angle-  a"  dans  ces  équations  est 
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compta  de  l'iotersection  ooniiaiiDe  àaa  deux  ori)îtas; 
il  faat  doDC  en  retrancher  Tangle  n  pour  cfue  cet 
angle  soit  compté  de  l'ongioe  ordinaire  des  longi- 
tudes, n  étant  la  loogitode  de  llotersection  de 
l'orbite  de  m*  sur  l'orbite  de  fn".  Les  denz  éijaations 
précédentes  donneront  ainsi , 

ipit  =— —^ -—  r/>-eoi{n— «■»)—  y  /n  tin  rn—  «")l, 

•"*,"= j»^W'         [JvriD(n— ")4-T/ncoi(n-.-*jj. 

■i**  Va  "+ w»V '•' 

Si  Voa  snbstitne  pour  Jy  et  >^n  leurs  valeurs,  n*  54» 
eu  n'ayant  égard  qu'aux  variations  séculaires,  les  coef^ 
ficiens  du  t^mps  ^  dans  ces  expressions  seront  les 
parties  que  le  carré  de  la  fçrce  perturbatrice  ajoute 
aux  râleurs  de  —■ ,  et  -^.  En  réduisant  les  for- 
mules en  nomlH^,  on  trouve  la  première  égale  i 

—  o",oooo72576, 
et  la  seconde  égale  à 

o",ooodiiag. 
En  ajontimt  ces  quantités,  la  première  aux  valeur*  de 
-^  et  ^—  ,  la  seconde  aux  valeurs  de  -^  et  -^ 
du  n*  91 ,  on  aura 

^  ^  —  0^074306, 


^=-o",a.o876, 
^=        6^,178457, 
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CHAPITRE  XVIIL 


Tltéorie  de  Saturhe. 

103.  lies  ÏDegalitésdeSahime  sont  pins  sensibles  en- 
core que  celles  de  Jupiter,  ce  sont  les  plos  considéra- 
bles du  système  planétaire.  L'e'qnation  du  maximum, 

que  nons avons  tronvée^n*^  loo^  pour  Jupitei',  de^ 
Tient  relativement  &  Satnrne, 

Si  Ton  prend  pour  /'  et  f  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Satame  au  Soleil ,  et  qu'on  suppose 
J'Vcs  ±  i",  on  anra 

/r*  ^  =p  0,000436191. 

On  pourra  négliger  par  conséquent  les  inégalités  du 
rayon  vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  an-dessous 
de  o>oou44-  Nous  négligerons  les  inégalités  du  moa- 
veOient  en  longitude  et  en  latitude  qui  seraient  an-' 
dessous  d'une  seconde. 
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Inégalitét  deStOume,  indépendaïUtt  da  exeeatricité». 


r     r.igSgB*»    (»" 

t  —  f 

l-3i'.88î.S(  «n  »(«■ 

t  — 

V  6',6*79«>  d»  S(«. 

1  ->f 

/.-te  (!+>■') 

<-  .'rfi^Afi  «.  4(«. 

(  — 

i-  o-,7o5,54  mn  5(». 

1  — 

f-  o-,»;*.:!  Ai  «C..- 

(  —  r 

V.-  o-,i,j7M  »a  5(n" 

t  — 

i<.',o66873  «in    («^ 

{  _ 

+(■+/«") 

\-l3",7Îiii8  lin  >{-.» 
■  -  .-,553485  .in  SC»" 

*- 

-  o',34a836  md  4("' 

'- 

+  o/>o8355;«m  co* 

/r^(.+p") 

;«"( 

(n"t 

■<  +  .■■  -  .•)    1 

■'  +  •■■-••)  ( 

,  +  ,,.-.■),     ) 

-„.,+  ,..  _,^    \ 
-"•■  +  ."-■')    I 


M>-l-^")\Z°-°°°"^ 


B,aa43feS4i  CM  9(Jtu   —  rf"l+  i*  —  I").  / 

Inégalités  dipendaaies  âm  la  praniirg  puUêoace  dtt  exeen-  \ 

tnciUs. 


/-■(■,e37937  lin  (  n"^  +,  ,"  -  «») 

+  Tf.vfiOMt  «Il  (  !»■•(  +  1"  —  •") 

—  a',085470  lin  (aii"e  —    tri  +  a«' 

—    t* 

--») 

+  »',7iii4ïtiB  («n"i—    n'(  +  st" 

_,.,) 

—  «'.iSSiftî  lifl  (3i.>»t  —  an*t  +  3i' 

^  M 

_-,T) 

-  OafflSi  MB  Pu"!  —  »,»*  +  3«> 

—  M* 

—  •■': 

-(.84',  i4i.î38-<o',o  ,û,357).in(>n't-» 

'(+»»' 

H"--^) 

'»+»•' 

-"-■^ 

+34%704748  «i"  C3"-«  -  an"»  +  3.' 

—  M" 

--') 

—  î'flD0457  «  P**!  -  «•"(  -*.  3.' 

—  at' 

--") 

4-  4',85îoi5  «m  (4ii'I  —  3n"«  +  4.' 

—  3.- 

--') 

-  a%47wii3  lia  (4"'t  -  3«"f  +  4.' 

—  3«- 

+-  i'^n4ii  •io  {5n'(  —  4ii"(  +  St' 

-4." 

-•')' 

-  o',7iS5i9  «h.  (Snt  —  4n.'t  +  5^ 

-4,. 

-.■•3 

+  0-^.48.4  il»  (&.'(  -  5,"t  +^ 

-S." 

-.') 

—  o',ifioi76  lia  {6n'(  —  Sn"i  +  6.» 

-5."- 

-."} 

+  «•.atSSoî  lia  (jffl  —  Ôn-n  +  5t' 

-6." 

--') 

^.-  o',.o8875  «■>  (în^ï  -  6i^.«  -f.  ,.. 

-<•< 

-• ^ 
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i"^i»7«  lin  {  n"ï  +  .V.  —  ,*) 
•"•099105  (in  (  n'r(  —  t"  ~  m") 


1— l»',9D7«»«  «m  (MTt|  —    Hit  +  U"  —    t»  —  »»)    I 
J+  3',aaS3»3  «id  («■"»  —    rt^  4.  ,,»,  _    ,t  _  j,,,j| 

+(i+^")./+"7'.*'7I>0"  •"  C3n'W  —  M't  +  3."  —  a,»  _  ... 
■    o",6oH3  «n  (4™'-»  -  inn  +  ^.t.  _  3.'  _  ..)' 

-»■: 

,739(93  lin  (an'ï    —    «».r+  a  "  ■ 


W  o",6i>8o43  ""  (41"*  —  3i't  +  jiT. 
]—  •'fia^Tji  àa  Ha^'t  —  3«*t  +  4,». 
I-  o*,«o3958  lia  (5n"(  -  ^'t  +  5." 
I— (.',739(93  lin  (»n'ï  —  »»"r+ ai' 
I  +  i'.B5(o77  m  (3ii»(  —  4wT.t4.  ],t 
\-t-  o*,l5703i  àa  Mb'»    —  Jot'I-).  ^.t 


Inégalités  dépendantes  des  carrit  des  excentricités   et  des 
inclinaisons  des  orbites. 

EU  vertu  da  rapport  qui  existe  entre  les  SMijènB 
noirremensdeJaiHteret  d«  SAtuiue,  a(n*>~n'*)4-»^ 
difi%M  pea  de  —  n  ;  il  f&nt  doac^  n*  S4,  cMuid^ver 
l'inégalité  dépendante  de  l'angle  an'V  — 4n'<.  Pu*  la 
formule  (A)  da  n"  cité,  oa  a  trouvé  pour  1800  cette 
in^alité  égale  à 

—  flSi'iOW9o*iB(Bn"t  ~  4A*f  >^  M" — 4i>-^  V  H'  4*)  i 

et  po«r  aoGo  la  mime  io^alité  derient, 

—  fl44'sS344iiB(»i^- ♦«'*  +  «"  — (ïT-f. 56- ii'STOî 

d'où  l'on  a  conclu  pour  un  temps  quelconque^ 

A"=  -(i+^-')(66>',5866o-(  0%o38i68)MiiCM"«-.4n»t+»«''— <,» 
+  59"34r4'_(6i>*,j6). 

Les  autres  in^alîtés  du  mouvement  de  Satame  dé^ 
pendantes  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, ont  été  calculées  par  les  formules  du  n"  SA. 
on  a  trouvé  ainsi 
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-  f  D',ooo3fl&p)  «in  (3a*t  —  n"(  +  3t*— 1"  1 
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i_(55-,5i47o  —  (  o',ooo3fl843)  «in  0nU 
—  a",97Mnm{5ii"«— S»"t-H5«*— 3.'*— S9*i3 
+(!+/•  J-t+3o-',89364wi(3»"t-  n't  4-3i<--  .'-St»»? j')./ 

Sn*-— >  n**  étant  nne  fort  petite  quantité ,  cette  cîr^ 
constance  rend  très  sensible  nnegalité  dépendante 
de  Tangle  3n*<  -^  n"t.  Cette  inégalité  a  été  calcalée 
par  les  formules  (A)  dn  n*  54 1  comme  sa  période 
est  très  longue,  elle  devra  pour  plus  d'exactitude 
être  ajoutée  au  moyen  mouTemeot  de  Saturne. 

Si  l'on  réunit  les  inégalités  dépendantes  de 
ri't—n'^t  et  de  Sn''t  —  Zn"t  avee  les  inégalité 
mlatives  «n  mêmes  argumeos  et  iadépeadautes  des 
«xceiïtricités  et  des  intilinaisons,  on  auni  pour  leur 
Bbnaùet 

+  (i+^-')»9',3OTOO«in(  »'.(_  aH+   ,"_r,»  +  ,7.45'96^ 
—  (!+,.•')   a',o594i»ili[3n"t  — 3n'(  +  3i"-3.»-f-69"  6»  ifl"). 

on  a  ensuite ,  r^tivement  au  rayon  vecteur  , 

S-K<at<n4;g844-^a,nM>oao^57)cMfWi>TM4a«i-Ha<''^<*j 
—  0,0*118551  ooi<3n»ï-n'.«.3.»-.-T_9o.,«'3^j  ? 
—  o,ooo5a9ii3co«(n«»t— n't+  1"— ,•  +83»«e'Sa').  ) 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  à  celle 
tjai  est  relative  ati  même  argument  et  qui  est  indé- 
pendante des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura  la  aoiVaute, 

(i4-/*")o,oo76a657  cos  (n'*<— n*Nf-s'*— «♦—4»  1 5'8"). 
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Grande  inégaUlé  <fc  Saturne,  dépendante  du  cube  et  des 
cinijuihmes  pui$sancea  de*  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ai/tsi  que  dit  barré  de  la  force  perlurbalrice. 

La  partie  principale  de  la  grande  in^idité  de  Sa- 
turne, est  celle  qui  a  pour  divisenr  la  quantité 
(5n*  —  an"/ ,  et  qui  est  du  troisième  ordre,  par  rap- 
port aax  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  du 
premier  relativement  à  la  force  perturbatrice.  Cette 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  est  liée  à  là 
partie  (iorrespoodante  de  la  grande '^td^alité  dé  Jupi- 
ter par  l'équation  de  Condîtfoa ,  *  '   '■■ 

En  ne  eonsidérant  donc  qiie  cette  partie  de  la  valeur 

de  (Tv"  et  en  la  multipliant  par îV/"-î»  on  aura 

relativement  à  Saturne  ^ 

— (sgflS'/i^î^i— <o',<i6(i4o9Î— ''o",oi)oi{H76)iîii(5ji*t— an'T|+5i»— M"), 
— {  i»o',79567— (i',iirjS773+t«o',i»oo489o)em(5n*t— an-'I+S»»— M"), 

L'expression  de  la  grande  inégalité  de  Satnme,  se 
compose  de  plusieurs  autres  parties.  £lle  renferme 
d'abord  la  fonction  suivante. 


'ar^^ 


>i"t+5i'  — ai 


pour  réduire  cette  fonction  en  nombres,   il  fant 
d'abord  calculer  les  quantités  a**  -^ ,  e^  -^,  etc., 
TôMB  lÙ.  3o 


:.ci,i,zedi!v  Google 


^  THttORIE  ANALYTIQUE 

on  a  pour  cela  réquation  générale 

d'ok  l'on  pent  condnre  les  valeors  àa  diSnences 

,  MW     ^,  ^*^'       gtc.  ^    celles    des   différences 
**     lia'    '         ^o' 

...  «WW     -,.  ^ï^  etc^  ^tant  connues.  La  valeur  de 
**     do"  '         <ia"'       ' 

N«  doit  êlre  prise  pour  celle  de  N''',  et  rédpcoque- 
meut  dans  le  n"  loo.  De  l'équation  précédente,  on 
déduit  d'ailleurs  les  deux  suivantes, 
,  ^  ^„"  •" P 


au  moyen  de  ces  formules,  on  a  trouvé  pour  1800, 
a"  —  =  —  o,ooia3oa3a, 
a"g  =  -o,oo4465564, 

et  pour  l'année  aooo, 

a"  S,  =  —  o,ooi3io6o34, 
a"  ^  =  -  o,oo4S64999. 

D'apris  ces  valeurs,  la  fonction  précédente  éuit  en 

tSoo  égale  à 

^.  49",59o49  sîn  (5b'«  —  an"<  +  Si"  —  3<") 
_  i3",496l3  cos  (5n'(—  m"l+Sf  —  2l")> 
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et  en  aooo  é^e  k 

■+■  48',  3782 1  sîn  (5/j'ï  —  2n"ï  +  5»'  —  2»") 
—  i4"»49^  *^<*®  (^''  —  a«'V  +  5i'  —  21")  ; 

d'où  l'on  aconcln,  pour  un  temps  quelconque  t^  la 
valeur  de  cette  même  foactioa  égale  à 

(49",39o49-(o",oo556i4)sin(5n'(-2n"H-5  *'-»") 
-<  1 5",496 1 5+'o",oo49977)cos(5n'(-an<"-|-5r-3i"). 

L'expresâon  de  la  grande  ioégalité  de  Saturne,  con- 
tient encore  le  terme 

—  ;e'A'sio(5nV  —  an'V  +5r —  a»"-(- «' +  J*') , 

en  désignant  par  aA'$ïn(4n*£ — an'V+4'* — a*"-H'^)» 
llnégalité  de  ^v',  dépendante  de  l'éngte  4ii*fr^3n"/  ; 
d'après  cela ,  en  réduisant  en  nombres  la  Jonction 
précédente,  on  trouve  qu'en  1800  elle  était  égale. à 

j"f'Û6gj5  an  (5nV  —  an"t  +  5r  —  »") , 
+  4",68oi  I  00s  (5n'«  —  an"(  -f-  5r  —  ai")  ; 

«t  en  3000  elle  deviendra 

7*,i4o86sin(5n*< —  an'V  +  Sï'  — a»")' 

4- 5",  1 3755  cos  (5nV  —  an"( + 5r  —  a*"); 

d'oà  l'on  ooadnt,  pour  un  temps  qoelconque  t,  Vi- 
négalité  » 

(7  ",66975  -  (  0^,00  a6444)si"  (5n'i-an"i+5ï'-2e") , 
+  (4",98oii+(o",ooaa87i)cos(5n*i-an"(+5e''-3«'*). 

La  parâe  de  la  gnode  inégalité  de  Satorae  défnn-* 
3o.. 
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dante  des  ciaquièmes  puissances  et  des  produits  de 
cinq  dtmeosioas  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
peut  se  déduire  de  la  partie  correspondante  de  la 
grande  iae'galite'  de  Jupiter,  en  multipliant  celle-ci 

par  —  — -■  ■■  ;  on  trouve  ainsi  cette  partie  ^gale  à 

+  {aC.aSSSS  —  r  a*,cM>4S6776)  rin  (5i«*I  —  an''«  +  5»»  —  w"), 
—  (»o',9iïo7  *f-  (  o',o686io)6)  CM  (5<t't  —  an"*  +  5>'  —  «■•). 

Quant  à  la  partie  sensible  de  la  grande  inégalité  de 
Saturne ,  qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturba-> 
trice,  on  la  déterminera  par  les  formules  dun"  57. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre,  on  a 

le  dernier  terme  de'  cette  formule  donne'  l'inégalité 
sairanle, 

s*,i7<»iMÎa(5i«'i— 3n'n+5>'— M")+a*,i3iS5coi(5R't— sn"t-f-5i'— M>T). 

Cette  illégalité  est  la  seule  qiie  fonmisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente  ;  considérons  donc 
uniquement  son  premier  terme;  on  a,  n*  47t 

et  pour  obtenir  la  valeur  coitiplète  de  /v*,  il  hvA 
conlbiner  entre  eux  lea  difTéren»  termes  de  diacon 
des  fiicteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  cTR,  de- 
manière  que  la  somme  on  la  différence  des  argnmens 
des  termes  que  l'on  a  considérés,  soit  égale  à 
5nV— sn'V,  et  quela  somme  des  exposansdes  excen^ 
tricités'et  des  inclipaisotts  datts  ces  termes  ne  dépMse 
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pis  trt^.  On  a  tnmTé  de  cette  nutnîère  les  résultats 


Inégalité  rùuItarUe  de  la  double  combinaison  des  argument 

5M*f  — 3fl<*l  et  OJ 

i3^,o33{4*ia(5a'l— an"l+5|T— at")-Hi',8iGG9  cot(SR't— VI  "(-fA^-M- •), 

Inégalité  résullfoUe  de  la  double  combinaison  de*  argument 
i^t~ran"t  et  n*t, 

.-o',896«4»iD(5n»(— iii"H-5»'— 9.">— i*^773oeo»(5»»l-«n"(+5i»-»i"). 

Inégalité  réaultqnte  de  ta  double  combinaiton  des  argument 
3b*1 —  9n"t  et  fui't. 

i',48333«n(5n'(— an"(+S.'— ».")+3".o434oc(«(5n»t— M  "t+S*»— W  ') . 

Inégalité     résultante    de   la    combinaiton    det    argument 

vi't  — 2ii"(rf  3«'(, 
o',9aii9Hin{5n'l— »n"i+5t'— ai'>)+o»,a374ac<»(5jt't— M"«+5.»— at"J. 

ittigelité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argument 
.  3n^t-~n"t  etM^'t  —  n"(, 

l',857i>»fÎD(5n»r— M"I+5i»— ai'»)— i",i848n!Oi(5n»(— wi-'t+Bt»— M"). 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumeai 

3n'*  —  n"t  et  an't  —  n"t, 
r,46So7iin(Sn'l— an"<+5<'— M")— 4i>',36i6o  c<»(5ii't— M"^+5•'-^i■•) . 

Cette  ioégalité  a  été  calculée  en  rédaîsaat  en  nom-r 
lires  les  formules  des  n"^  60  et  61 .  On  sait  que  Laplacç 
s'était  coDtenté  de  déterminer  cette  partie  de  la 
grande  inégalité  dépendante  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice ;  mais  outre  qu'une  erreur  de  signes  rendait 
b-ojài  le  résnltatauqnel  il  était  parvenu ,  on  voit  qu'3 
avaità  tort  négligé  plnsieiarsbégalités  du  mèmç  wdre 
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<pie  cdlet  doont  U  a.Tait  tenu  compta ,  et  {|(ii  daivwt 
coDConrir  à  former  la  partie  de  la  grande  ÙMgdité 
que  nous  coosidérons  en  ce  moment. 

InégaUlé  rétuUanie  de  la  com&inaitom  par  voie  de  sotutrac- 

tion  des  ar^umens  ^«'i  — 4""'  ci2/iW—  vt"t , 
— i6',o6895tin(5nT|— an"(4-5i'— ai'  •)-i-i  ',ç}5ç))4c(M[SnT(-vi"'t-f-5<'-M") . 

InégaUlé  résultante  dfi  l^  cfnti>in/Ut*M  semblable  des  argu- 
mens  6m'I  —  3n"(  et  n't —  n"t, 

6",i)4586i(n(5n*(— an"i+Si'~«'»)-f-3",»3454c.)i(5n'(— 3n"(+5i'— a^*;. 

Inégalité  résultante  4^  la  cowibinaisoa  semblable  des  at^u~- 

ment  jnV  — 5n"(«  an'ï  — 3n"(, 
— o',Sj8o&in(5n'(— in-  '(+5iT-ï.")-t-i  ',agft>3  co»{5n'(— !W»i+5,'-a«"). 

Enréuaissant  les xlntiDegatitéK précédentes,  od  trou- 
vera que  If  ar  somme  est  e'gale  à 

+io"',|;;6î56wo(5n^(-M*'l-f-5i'-n">T-3a*,io558coi;5n'(-3n"(4^'-M"]. 

Cette  înégalk^  aerapporte  au  mo^en  rnooTemeot 
de  Sataive;  en  r^oisaDt  en  oûmlûes  les  itmnales 
du  n>  65 ,  on  trouve  pour  rinégalit^  correspondaute 
de  la  longitude  de  l'époque , 

— 9'^477»iD(5n»t— !in"(+  S>'— 3i>  ')— t',(i9(Î7fco«(5n'(-snt't-l-S«'-M<  ') . 

En  réunissant  cette  inégalité  à  la  précédente ,  on  aura 
la  Tâlelir  entière  de  Ta  partie  qùé  le  carré  de  la  force 
perturbatrice  ajoute  à  la  grande  inégalité'  de  Satiime  ; 
on  trouve  ainsi  que  cette  partie  est  égale  à 

ï!n  rassemUaitt  maintaiant  1fs.4>)veibeB. parties ide  h 
'^nde localité  dé  Sirtarae,  «émni.ponrM  valear 
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,6S,o4-..-,o9S.S65+iV,o««,4«ff,>».{^':^n'.} 


Eu  TOluùant  les  deux  termes  de  cette  ioégalit^  en  ua 
seul ,  par  la  méthode  du  n°  3o ,  oq  aura 

Cette  grande  mégaltté,  ainsi  qae  celle  de  Jupiter 
qui  lui  correspond ,  peat  avoir  encore  bçsoin  de 
correctioD  >  soit  h  cause  de  l'incertitude  qui  reste  sur 
les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter^  soit  en  vertu 
de  quelques-unes  des  in^alités  dépendantes  du 
carré  de  la  force  perturbatrice  que  noos  avons  né- 
gligées; mais  ces  corrections  doivent  être  nécessai- 
rement très  légères;  l'inégalité  précédente ,  comme 
nous  l'avons  dit  n'  65,  doit  s'ajovter  an  moyen 
mouvement  de  Saturne. 

Le  carré  de  la.  force  perturbatrice  produit  encore 
dans  l'expressiOD  de  la  longitude  vraie  le  terme 

«(Su»  —  M"A  m" V/ï^  /  t— aPPooCSnl 

auquel,  pour  en  faciliter  le  calcul ,  on  peut ,  comme 
dans  la  théorie  de  Jupiter,  faire  fnendre  la  forme, 

ff>  (.Sm^ya-^-hym^ygi)  ^.^  (douUe  de   l'iistminit  de  la  f^rando 

H'fiin(wi'V— 5nV-f;^i"  —  Si' — W)  élapt  la  grande 
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iaégalité»  de  Satarne.  Ed  rédaisant  cette  fiormale  en 

pombres,  ell^  doone  l'ioégalitë  sqÎTaate , 

+39",76i56Mna{5n'i— an'7+5r— a£"+5'58'52''). 

Parmi  les  ÎR^alités  dti  second  ordre,  l'exprpssion  dç 
la  longitude  de  Satarne,  contieitt  encore  I^  snivaDte, 

On  a,  par  ce  qui  pre'cède, 

K'  =i;652",5866o ,    À'  =  —  59'54'4"; 

^n  re'duîsant  en  nombres  l'inégalité  précédeDie,  eUç 
devient 

8",76570  gin  (gnV  —  4n'V  +  91' — 4«" — SS'SS'Sa*). 

L'ezpressioD  dç  Ifi  longitude  de  Saturne  contiettt  ea,- 
çore  l'inégalité» 

fe'*' sin  (5B»f  —  an'V  4- 5«' —  21"  +  «' H- J*^), 

3A'sin(4n*i — an"^+■4*' — 21"+/');  étant  l'in^alité 
du  motiTeoieat  en  Ipingitude  àp  Saturne  dépendant^ 
de  l'angle  4"*' — an'*£.  Cette  in^alité,  réduite  en 
nombres,   était  en  180Q  égale  à' 

45",8o584  sin  (3n'/— an'V  +  5^'—  «"-(- 29-34'  16^ , 

et  eu  aooo  elle  sera  égale  à 

44",76495  sin  (5n'É  —  an' V  +  5(»_2,«»4, 5  ifSa'Sa**); 

d'où  l'on  conclura  pour  un  temps  quelconque, 

«5-,eo3B4-lo,o<rfi9*6)iiBC3<i'l-aii"(+3.'-.»,iT+a9.3C,«'_rf4r',»). 
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Si  dans  rtacpresBÎoa'de  la  loagitnde  vraie  de  Saturae 
ea  fonction  delà  lOngibide  âi03reline»''oa  considàre 
le  terme 

i|  «u  sia  (5n't  -^îi';  —  5»»)  /        .        / 

et  qu'on  y  augmente  l'excentricité  et  là  longitude 
du  périhélie  dé  leors  vaiiatioDS»  on  i^ura  la  fonctioa 

i3    ^f         «fe'sin  5  (nV +  •»—»•)     \  .  .■ 

T*    (— eV(^co8 5 («'«  +  »'— V).   1  ^°^ 

Si  l'on  ne  considère  dans  Se^  et  J'a'  qiie  la  partie 
dépendante  de  l'angle  BnU  — -  sji'H ,  on  aura  fi*  '  36  ', 

2tre'=— H'cos(5nV— 3n'V+5»'— 31"— »'H-A'), 
aeVfi»"= — K'sin(5n'( — 3n"ï+5prf*— ^'H-A'), , , 

en  désignant  par  ^K'sin(an*V — 4n^'+3<"—- 4^""^')» 
l'io^alitédu  mouTement  de  Saturne,  dépendante  de 
l'angle  an"(  —  4'**'' 

En  substituant  pour  K'  et  A/  leurs  valeurs',  on  en 
conclura  que  la  faction  (o)  devient 

—  '■^e"  6Sa',5866«D(in"t—  a«'(  +9."  — a.'—  a-' +'  Sçfi^' ^•). 

Cette  quuitité  ;  réduite  en  nombres^  est  ég«le  li 

—  4",209a  ^n  (an"*— an^H-a*"— ai* —  1 1 8'42'56")  j 
■§u  la  rénnissiiat  à. l'inégalité  '. 

_(i  +^")3i'',887i5ï  8in2(n*V  — nV+i"— i'), 

que  nous  .avon^  trouva  précédemment,  et  qqi  dé- 
pend des  simples  excentricités ,  ou  aiva  la  suivante^ 


Eiiiizedbv  Google 


474  TUâORIE  AKALTTIQDE 

CoBsidéroDS  les  imégalités  du  socond  ordre  y  roBul- 
tantés  àa  la  variation- des  excentricités  et  des  pdrihë~ 
lies  daos  les  termes  de  l'expression  de  la  longilade 
Traie,  qui  d^pcodetlt  dt  Ifl  première  puissance  des 
forces  perturbatrices.  Elles  sont  beaucoup  plus  sen- 
sibles que  les  inégalités  correspoudaDtes  de  Jupiter. 
L'expression  de  iJ^v*  contient  les  deux  inégalités  sui- 
vantes, 

*fG' sia  (/ *r- b'ï  4- r  —  •') 
+  e"H' sin  (/ +  n'(  +  I' —  w'O , 
en  siipposMit  /s=i{/»ï<*-n"<-t-t'  — I").  Si  l'on 
augmente  4ans  cçs  deu^  fonctipns  les  excentiieités  et 
les  péribéKesde  leurs  variations  cTe^  ^&*,  ^6'*,<r<M", 
on  déiDoatfërà  tomme  dans  le  n«  loo^  qu'il  en  ré- 
nUter^  ies-râégalhw  swtuntes ,     - 

— sin(5n''i— a^"^+-5*' — ^i"~r~frr-^^f — •'"HA')» 

H sîn(5rt'i— a»"^+■5l' — m" — ^/— n'^— i"+A), 

en  représentant  par  K'sin(4nV — an'V-|-4*' — ■a*"+A') 
l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne  dépendante  de 
l'angle  4n.V-a»"«,elparKsiD(5tfi-5«"<-f5t'-î«"+A) 
l'inégalité  du  mouvçinent  de  Jupiter  qui  dépend  de 
l'angle  5n*(  —  Zn"t.  ' 

L'expression  de  J'v'  tténformelee  'quatre  inégalités 
svîvantes^  dépend^tes^des  simples  exeentricités  : 

—  i84",i4a538sin(3nV— -n'V-t-ai' — ("  —  »•), 
•^  4^%'oi'jS8o  Siti  {ifi't  ^h"t —  ai'  —  t"  —  a»"), 
-f-    34*704748  sio(5n'i'—an'V-f  V  —  at" — a"), 

—  i7'9e€457si«^«V— 3»"#-i^îi'—  ail'- — *"), 
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rin^alîté  dn  mouTCmeDt  de  Saturne  ea  longitude, 

combinée  a\w  la  première  ^\  U  troi»èiii«  ^es  iaégi- 
litçs  pi^écédeotes,  donnera  \e$  denxsuÎTfti^te&t 

+  l5É!^^,1«i'',5B6K  rinCn-'f  -  3n*(  +."-3.*  +  Sg-îf  O 

l'inégalit*  de  Jjqiiter,  .,  .. 

combiaée-Bvec  la  «eçiwdç  et  la  qualrièniç  de  ,cc« 
mêmes  inégalités,  produira  celle-ci, 

Ed  substituant  pour  e'"  et  e'  leurs  valeurs  relatives 
k  1800,  les  în^gftlitBs  précédentes- doDuerpnt  dans 
l'expression  de  (IV*  les  quatre  suivantes,  ' 

—  5",i87796in  (3n'(— n"*+3i'— i"—  5çi^i4%'^, 
« 3"43j  1 1  sin  (Sn'i— n"<,-i-5i'r-i"— 58»'liÎ34"), 
+  o",97773  sin  (an'ï  +  3«'  —  5g''i^%')  , 
+  o">,i45a<  (ôft  («aV'+tadT  ^—.SSîj  v'34%  ■ 

en  réunisàqnt  les  dfux  premières  inégalité^  ,k  la  sui- 
vante," 

V-T  55',5i470  sib  (5/i«B^'n'»f+ V— t"7f84'7'57"J» 

f]^i>  â«peâd  ^  carré  des  excentricités,   on   aura 
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.  celle-d,  ■ 

i—  48*,893o4  ain  (3bV  —  n"t + 5i'— f"H-  78'5'55^. 

n  nous  reste  i  considérer  les  iaëgalh^'  du  rayoa 
vecteur  de  Saturne.  On  a  tu,  n*  38  y  que  son 
expression  rcnfisnne  les  termes. snÎTanSf 

lom'V   f    -  aT  sin(5B'«— an"*+5i»T-ai")  i 
5«'— an"  1^  -i- d'P' ces (5nV — an'V  +  St'— ai")  >' 
—  e'A'  cos  (5nV  —  an"i  +  5i'  —  ai"  —  •*  +  /^» 

Cette  fonction Vrêdnitè  en  Nombres,  donne 

-_,_.„,  r  o,ooo9t667eci«{5n't-m"(+5.'— a."+3*>3a'ii")  1 
«■«H'-t*'   ^i+o,0(H)W(ieî»c»i(3itTi-ait'T(Hi3.^-^"+iB"4/»O-/ 

En  réunissant  U'  demi^v^  de.  obs  iti^iriités  aux  sni- 
vaptes  qui  dépendent  des  simples  excentricités. 


on  aura 

IttégaJÙit  du  tMWfaitttit'àB.Smlufrf^tn  fàtitadê. 
io3.  Par  les  formules  du  Q°  gS ,  livre  II,  on  9 

!  .i'^obBW. in, (n.'I  *.!•*- 0^   ,.      .  i 

-  o',,mo5  .io  (M'u  -  «'.  +  «.—  ■.'  -  n.)  f 
+  r,ifti793  ÙD  Ivrt    -    n'U  +  ».•  —    fT^  n»)  f 
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tl*  étant  la  longitude  du  nœad  de  l'orbite  de  Jupiter 
et  n*'  la  longitnde  da  ncfnid  de  l'orbite  dUranns 
Sur  l'orbite  de  Saturne. 

Les  formules  da  n"  4^)»  réduites  en  DOmbres 
donnent  l'inégalité, 
*•=  — (i+i.")  9*,3o6a«8riii  [4n'i'-  aii"!  +41'  -  a."  —  6o»  aT  SH- 

EDappliqnantàSatnraece-(|aenoas  arODsditn'ioij 
relativement  à  Jupiter,  on  verra  que  les  termes  dé- 
pendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice  p  ajonteat  à 
la  valeur  de  -^  la  quantité  » 

et  à  la  valeur  de  ^  la  tjoantité, 

J*^  et  ^(fn  étant  déterminés  par  les  formules  dd 
H"  54-  La  première  des  fonctions  précédentes ,  réduite 
en  nombres,  est  égale  à 

o'',oooiâ54; 

elle  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  ^   et  de  —^ 

du  n*  91 .  La  seconde  fonction ,  en  la  réduisant  en 
nombres ,  donne 
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de  ^f  du  aièmenaniéro;OD  aura  aiDsi 

%  =  —  o,iog6i84, 
*J-'b=  —  0,14»!  16, 
^  =       9.'59»5. 
■^=  —18,90119^ 
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CHAPITRE  XIX. 


Th^rie  dXJranus. 
io4-  L'éqnatioD  nuurûnunt 

<r«  =  (i  —  et-)  J^V, 
donoée  n*  loo»  devient,  relativement  à  Uranos, 

if  =  -Ç(i  -«•)<fV". 

En  prenant  donc  pour  /"  et  r"  les  mojenDes  distances 
de  la  Terre  et  dUranns  an  Soleil,  et  en  supposant 
«ff"  =  ±  1",  on  aura 

Jr"  SI  ^  0,00177936. 

On  pourra  donc  négliger  les  in^alités  du  rayon  vec- 
teur an-desBOns  de  =b  0,00177.  Nous  négligerons 
d'aillears,  comme  d'ordinaire,  les  inégalités  du  mou- 
vement en  longitude  et  en  latitude  an-dessous  d'un 
dixième  de  seconde. 


Inégalée  tfUmnaa  ittdépautantes  deâ  excentricilés. 


5a',95946o  tia    (n"(— 


-  o-,8a(6S4  .in  3{nn  -  -."J  +  .>  -  ,")      f 
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^rf=.  {!+><"). 


r    0,0064366073  1 

[+  o.o»49S>S845  €C  (n"(  -  «•'(  +  «"  -  .»•)  / 


r    0,00996. 4^66  1 

"  '■  1+  0,oo338b4»54  co«  (»'(    -  n"t  +  .'    —  ,").  / 

'Mes  dépenâanui  de  ta  prem&re  puissance  des 
excentricités. 

t—  i',94665S  lio  C  »"<  +  t"  —  •")  1 

,^  )+  i",*789}6  no  (wf'(  —  «*'t  +  m"—    *••  —  •")  f 

'■)-  3',67Sli4  «io  (m"(  -  n-t  +  ».t._     ,.._  ...)  / 

(—  o*,ai53oo  ÛD  {in"t  —  n"ï  +  at"—    «■»—  •")   J 

i',33S889  «m  (  »•(  +  *•  —  -'■) 
/+  o'.aoSaSt  nn  (  n'(  +  «^  —  «'J 
1  —  o*,409839  rio  (an'r  —    «•■»  4.  aiT  —    ,»■— 
o-,839(7.  dn  (»-i  -    «"(  +  ».'  -    .v- 
^%',oS-jS3g  un  (wiTt{—    n't    +  it"—    «^  —  _ 
+  (*+  *'')V-Ki43',io966o-€o',oo79448)onCa""<-'''''-H»i" -•'-•')    ] 
\-i(-  a-,3530S6  •«■  (în»'t  —  wit»  +  3«''  —  a.'—  •'■) 
i*,5^i4  ain  (3j."i  —  an-t  +  3f'  —  ar—  •')    ' 
)*,4o93a3  lin  (in"i  ~  3n'(  +  4«"  —  3«*— 
>',36g3oo  lin  {4n"I  —  Sn't  +  4f*'  —  3»»— 
o',i!i0767  lin  ,(5»"r  —  ^"t  +  3t»<  —  4.»J-  •••),/ 
/fTi={H.^')  o,oû6i835858co«(ait"t— «•i+a.»'  — .»— à'). 

Ittégalilét  dépendantes  des  cornés  et  dés  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites. 

f— {n6"^5iào6— fo',oi459o)«i»0n"(_„T(+3,.r_,Tj 

^^'^'')+i',<»S|bo3Uii{(rt"(--W(+4..'-M'-H8*34'53^  f 
(+  8',oi6oÎDo»ia(»'(  -  »"t  ^..,._,T.^.89■^S'3^^.  J 

La  dernière  de  ces  iaégalitës  peat  itre  rdnnie  k  Tiné- 
galité  relative  au  même  allument  et  indépendante 
des  ezcentiicités;  leur  somme  donne  la  snivante'  : 

(1 +«')3a",  1 5oi  ï  twin(ft't»-n"<+»'— s*'+a  i"!  I '4"J. 

Pour  les  inégalités  dn  rayon  vecteUr  on  a 
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Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimentioiu  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

/!.'■=— {!+/.')  o",g9i»o  iiDC5n"t  —  »n'(+ Si"  —  a.'+ea* a? 3i'). 

Inégalités  du  mouvement  étVranus  en  latitude. 

Le»  seules  inégalités  de  la  latitude  dUranus  qui 
puissent  être  sensibles  sont  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  excentricités  et  qui  île  tlé^n^eht  que  de 
la  première  puissance  des  inclinaisons.  Elles  ont  été 
déterminées  par  les  formules  do  n°  gS  du  livre  II  : 

A"  s  (1  +  /«")        o',66ao(6  «in  (  n"t  +  f-  —  H") 


l+a',7! 


en  désignant  par  n"  b  longitude  du  nœud  ascendant 
de  l'orbite  de  Jupiter,  et  par  n^  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  dUranus. 


Eiiiizedbv  Google 


THÈOftlE  &NAUTIQUE 


CHAPITRE  XX. 


équations  de  condition  qui  existent  entre  içs  iné- 
galités planétaires  et  qui  peuvent  servir  à  vérifier 
leurs  vaUufs. 


io5.  Nous  avons  eu  plusieurs  fois  l'occasioa  de  re- 
connaître que  les  inégalités  à  longue  période  de  deux 
planètes  m  et  W  soumises  à  lett-  ictioo  réciproque , 
dtaiewt  liées  par  la  mèiae  équation  àfi  condition  que 
les  Tmrîations  séci^daires,  c'eet'À-dire  qu'elles  étaient 
à  très  peu  près  entre  elles  dans  le  rapport  de  m\/a 
à  m'  \/a'  ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités  est  celle  qui  dépend  de  la 
variation  du  moyen  mouvement  dans  l'expression  de 
la  longitude  vraie.  C'est  an  moyen  de  cette  relation,  qui 
est  d'autant  plus  exacte,  que  par  le  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  des  deux  planètes  ,  la 
période  de  l'inégalité  devient  plus  longue ,  que  nous 
avons  déduit  l'inégalité  de  Vénus,  résultant  de  l'ac- 
tion de  la  Terre,  et  dépendante  de  l'angle  1 5ra"i — 3n'< 
de  llnégalité  correspondante  de  la  Terre,  et  ensuite  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  qui  a  pour 
diviseur  (5n'  —  an")',  et  qui  dépend  de  la  première 
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paiasaace  de  la  force  perturbatrice  de  la  partie  cor- 
respondaote  de  Jupiter.  Oa  pourrait  se  servir  de  cette 
même  relation  pour  vériBer  toutes  les  inégalités  à 
longues  périodes ,  que  nous  avons  considérées  dans 
les  chapitres  précédens ,  et  qui  ont  été  calculées  sé- 
parément ;  mais  comme  leurs  valeurs  ont  été  déter- 
minées avec  win  ,  et  qu'elles  ont  déjà  subi  plusieurs 
vériBcations,  il  serait  superflu  de  nous  y  arrêter. 

Les  inégalités  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  excentricités  et  des  inclinaisons  méritent 
une  attention  particulière ,  à  cause  de  leur  grandeur 
et  de  leur  multiplicité.  Ces  inégalités  peuvent  de- 
venir considérables  dan»  deux  cas  ,■  1*.  si  la  quantité 
i(n'  —  n)  +  n  est  très  petite  par  rapport  à  n  ou  n'  ; 
a",  si  cette  quantité  diflfère  peu  d'être  égale  à  — n  ; 
parce  qu'alors  i(n'  —  n)-i-2n  étant  une  très  petite 
quantité  f  les  termes  affectés  de  ce  diviseur  acquit 
rent  une  valeur  sensible. 

Or,  dans  ]e  premier  c^s»  rioégalité  dépçpdante  de 
l'allument  i  (n't~^^t)-i-nt  croit  avec  vue  grande  leo- 
teur>  et  par  conséquent,  les  deux  inégalités  cotres^ 
pondantes  de  m  et  de  m' sont  liées  entre  elles  par  le 
rapport  commun  à  toutes  les  inégalités  de  ce  genre  , 
c'est-à-dire  que  le  coefficient  de  l'inégalité  de  m^  se 
déduira  dn  coefllcient  de  l'inégalité  de  m  en  multi- 
pliant celui-ci  par  —  — -— =.  En  effçt,  dans  ce  cas, 

il  est  évident  que  les  termes  les  plus  considérables 
de  l'expressiou  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé,  proviendront  de  la  variation  du  moyen 
mouvement,  à  cause  du  diviseur  [i(n' — «)  +  »]' 
5i.. 
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que  l'intégration  leur  l^it  acquénr;  considërons  dam 
le  développement  de  la  fonction  R  les  termes  de  la 
forme  ■- 

m'RP*'ecos  [/(«'( — n/+*'— i)+n/-f-É — »] 
4- mW'Vcos[j(n7— ni  4- s' —  0 +"* + *  ""«l- 

L'expression  àe  la  fonction  R'  relative  k  l'actioD  de  m 
sur  m'  renfermera  les  termes 

mM^ecos  [i(n'(  —  n£-f-i'  —  ■)4-ni4-i  —  «] 
+  niWVcos[ï(n'É  —  nf+i'  — #)  +  «<  +  «  — »']. 

Si  l'on  suppose  donc  i  (n' —  n)  -f-  n  ^oe  très  petite 
quantité,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes ,  on  aura 
à  très  peu  près 

mfdR  +  m'fd'W  =  o. 

Et ,  par  conséquent  ^  d'après  ce  que  nous  avons  tu 
an  n"  4^  >  en  ne  considérant  dans  /i>  et  ^v'  qne  les 
inégalités  qui  dépendent  de  l'argument  i(n'e — iU)-i-nt, 
on  aura  entre  elles ,  à  très  peu  près ,  l'équation  de 
condition 

mV/a/f+m'  \/â'/t^^o. 

Prenons  pour  exemple  rioégalité  de  Vénns  résul- 
tant de  l'action  de  la  Terre  et  dépendante  de  l'ar- 
gument Zrl't —  an'ï. 

Cette  inégalité  est,  par  le  n"  g6 , 

—  i  ",426900  sin  (5»"^  —  un't  -f-  3i"  —  as'  —  et'). 
En  multipliant  par  —  ~^X=  = —  1,043705  son 
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coefficîeat,  on  a  pour  rmégalité  correspondante  de 
la  Terre 

-I- 1  ",48783  stn  (5nV  —  xit  +  5(" —  21'  —  »'). 
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EA  VcrtQ  des  inégali^  prudentes,  OQ  aura  donc 

dans  (Te  celle-ci  : 


L'expressioa  de  la  fooctioa  R'  relative  à  Tactioa 
de  m  sur  m'  retifeituera  1«  tetate 

mMt'^cc'cos  [i(n't — n( -f- ^ — e) 4-  3nt-^3i^~-ai^  m']  ; 

et  il  eD  résultera,  par  conséquent^  dans  J^tf  l'ioéga* 
lîté  suivante  : 


Ces  deux  inégalités  du  mouvement  de  m  et  de  m 
sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  mVaV  à  m\/ae, 
ea  sorte  que  la  seconde  peut  se  conclure  de  la  pre- 
mière ,  en  mnltipliant  le  coelBcient  de  celle-ci  par 

4n'" —  ar/'  étant  une  quantité  Bssee  petite  par  tftp- 
port  à  n"  et  même  à  n'",  on  aura  dans  J^t/',  en  faisant 
1^4,  une  inégalité  dépendante  de  l'argument 
4n"'ï— 3n"ï-h4«"'  — 5i"— «'",    et  dans  S'v"'  mne 

in^alité  dépendante  de  l'argument 

5n'"i  —  sn't  •+•  3s'" —  as" —  •".  La  première  est ,  par 
lcn°97, 

'—  o.  557«oa  sin  (4n*«—  5n'*-f"  4«*  —  5*'  —  0»'). 
lin  moltipliant  son  coefficient  par  ^  y  31  -»»  '1  en 
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résaltera  dins  ^v""  la  suivante  : 

+  o",6i537a«B(3»"'ï—  a»''<-f3«"*  — a^'— «"). 
Oq  a  trouvé  par  le  calcul  direct 
-f-  ©",784404  sin  (Sn'"!  —  tn"t  ■+-  W  —  3("  —  »*) , 
résultat  quidifl%re  peu  du  précédeat. 

107.  L'inégalité  de  m  produite  par  l'aclion  de  m' 
et  dépendante  de  l'angle  n'f +  1'  —  «',  résulte  de  la 
supposition  de  1=1  dans  les  fbi-mules  du  n*  84  du 
second  livre.  Or ,  d'après  la  valeur  de  [b,  a"] ,  n"  90, 
il  est  aisé  de  voir  que  cette  inégalité  peut  prendre 
cette  forme 

„  .^'    ,  Ja,  <f\^  iintn't-\-^  —a')  ; 

récipToqaement  l'inégalité  de  m' produite  par  raction 
de  m  eï  dépendante  de  l'angle  nt-\-i  — «est  égale  à 

.  'TI.  tt  [^'>  «]esin  {nt-^& — ca). 

Ces  deux  inégalités  seront  donc  entre  elles  dans  le 
rapport  de  \a,(f\fi*^  à  \ei,  à^'^e ,  et  corams  par  le 
n*  90 ,  on  a 

m'  \/n'\a',  n]  OEB  f»  V^it,  a*]. 
€e9  dea-x  inégalités  seront  entre  elles  dans  le  rapport 
de  ni*  VÂ'w'ë'k  m  ^/ât^etm  de  mVe'  à  ma"'e,  c'est-à- 
dire  que  le  coefiicîent  de  la  Edccmde  se  déduira  de  celui 
de  la  première,  en  multipliant  ce  dernier  par-—  z^-rrr. 
L'action  de  Saturne  sur  Jupiter  produit,  n*  loo. 
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dans  le  moaTement  de  Japîler,  rinégalité 

— 9",359oa6sin(n'/  -f-*'  —  ®')- 

En  la  multipliant  par r-^-^r-t  on  aura  daos  le 

mouvement  de  Saturne  l'inégalité 

+i",376i97  sin(n*V-f- «"—«>"). 
Le  calcul  direct  a  donné 

-f-  i",a76o30sin(n"(-+-i"  — .«")[ 

ce  qui  diffère  peu  du  résultat  précédent. 

On  trouverait  des  relations  analogues  entre  les 
inégalités  correspondantes  des  rayons  vecteurs. 

108.  Il  résulte  du  n*  3a  que  si  i'n'  —in  est  supposé 
une  très  petite  quantité,  l'inégalité  la  [4us  sensible  de  la 
latitude  de  n»  produite  par  l'action  de  rr£,  sera  égale  k 

T^lîn^""  **° [»'«''--('+  i)nH-tV— (H-i)H-H]. 

L'inégalité  correspoudante  du  mouvement  en  latitude 
de  m' produite  par  m  serait  égale  à 

_^^^^-.8in[(i'— i)w7— inï+Cr— i)«'-K+Hl. 

Ces  deux  inégalités  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
de  m  \/a  à  —  m's/^,  c'est-à-dire  que  le  coefficient 
de  la  première  étant  déterminé,  en  le  multipliant  par 

.—  — Y-^  ,  on  aura  celui  de  la  seconde. 

Nous  avons  déjà  vérifié ,  au  moyen  de  cette  rela- 
tion, les  inégalités  des  mouvemens  en  latitude  do 
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Jupiter  et  de  Saturne  produites  par  leur  action  rë- 
dproqne;  oa  peut  vérifier  de  la  même  manière 
toutes  les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  des 
antres  planètes.  Ainsi ,  en  supposant  i' s=5«ti=s.5, 
l'action  de  la  Terre  produit  dans  la  latitude  de  Vénus 
l'inégalité 

— o",a89097  sin  (5n"i— 4"''  -f*  5^'  — 4*'  —  ««O- 
En  multipliant  son  coefficient  par  —  ,_ 1. ,  il  en 

résultera  dans  le  mouvement  de  la  Terre  es  latitude 
l'inégalité 

o",3i8o43sin  (4n"(  — 5n'(  -|.  41"  —  Si*  —  a'). 

Ed  calculaQtdirectement  cette  iu^alitéfOD  a  trouvé 

o^jaaSîSa  sin  (4n'(  —  Zn't  ■+■  h i'—^tl  —  a*). 

lia  différence  est  dans  les  limites  des  quantités  né- 
gligées. 
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CHAPITRE  XXI. 


Supplément  à  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

to^i  La  méthode  que  aons  avons  suïtw  <Iuik  les 
chapitres  précédens  »  pour  détermiaer  les  înégklhés 
des  j^nètes  résultant  de  leur  action  mutuelle,  et  qui 
est  fondée  sur  le  développeinent  de  la  fonction  per- 
turbatrice en  Hérie  ordoaivtfe  par  rapport  *uv  pais- 
sances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des  ÏDclï- 
naisons  a ,  relativement  au  système  des  sept  planètes 
principales ,  toute  l'exactitude  néeessaii%  lorsque  l'on 
a  soin  de  n'omettre  aucune  des  inégalités  qui  pcnvent 
devenir  sensibles.  Cependant  nous  avons  indique,, 
n°  35 ,  comment  on  pouvait  déterminer  les  coef- 
ficiens  du  développement  en  séné  de  la  fonction  per- 
turbatrice par  le  mojen  des  quadratures,  et  cette 
méthode  donne  tontes  les  inégalités  d'une  planète 
relatives  à  un  même  argnment,  indépendamment  de 
la  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaisons  ,  ce 
qui  est  un  avantage  précieux,  parce  que  la  mé- 
thode des  développemens  en  sàn^  laisse  toujours  la 
crainte  que  quelqu'une  des  inégalités  dépendantes  des 
puissances  supérieures  à  celtes  que  l'on  a  considé- 
rées,  ne  devienne   sensible.  Nous  allons  donc  ici 
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reprendre  cet  (Ajttt;  et  comme  de  toates  les  plaocftes 
Jupiter  et  Saturne  sont  celles  dont  les  pcrturbatiom 
sont  les  plus  considérables,  nous  ferons  l'application 
de  cette  méthode  à  la  tlie'orie  de  ces  deux  planètes. 
Pfous  aurons  ainsi  un  mojen  de  vérifier  les  résultats 
auxqueUnoussomnies  parvenus  dans  les  cfaapitres  VI 
et  Vil,  et  cet  exemple  servira  de  direction  aux  cal- 
colattmi-s  qui  voudraient  déterminer  de  la  même  ma- 
nière les  inégalités  des  autres  ptaoètes. 

Si  l'on  nomme  ,  comme  dans  le  n°  a5  >  <p  et  ^'  les 
anomalies  moj'enues  des  deux  planètes  m  et  m',  en 
sorte  qu'on  ait 

ips=;nt  +  e  —  a  ,     <p' ssin't -^  ^  • — «'; 

qu'on  suppme  la  fonctioa  perturbatrice  R  rdative 
k  l'action  de  M'  sur  m ,  développée  par  rapport  aux 
sinus  et  aux  cosinus  de  ces  anomalies,  et  que  dans  ce 
déTelo[^>ement  on  ne  considère  que  les  termen  dé- 
peadans  de  l'argument  de  la  grande  inégalité ,  on 
aum 

R  =:  m'K  sin  (5ip'  —  29)+  m'K'  cos  {5ip'  —  2^)  > 

et  pour  déterminer  K  et  K^,  on  aura 

m'K  —~if^f^  Rsio(5f  —  2(p)rf(p(^', 

Les  intégrales  doubles  devant  s'étendre  depuis 
^^o  jusqu'à    (p=:a7f,   et  depuis  (p'=:o  jusqu'à 
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Les  ralears  de  ces  ÏDtégrales  dépendront  des  quatre 
suivantes  : 

A  ^  -^  /  *'  /  "  R  cos  3«  cos  5^'dadf't 

B  =  — .  /""T"  R  sin  a«  sin  S^'d^dp', 

C  =  —  /*  "  r  "  R  sin  2«  cos  S^'diDdtf , 

2WV  O      /  o 
D  =;  '^f^'f"  R  cos  3^  sin  Sip'dlpd^'. 

Fonr  calculer  ces  quatre  quantités,  on  divisera 
rinterrallecompris  entre  les  limites  ^=0  et  p=:aK, 
Ou  la  drconférence  entière,  en  un  nombre  de  parties 
assez  grand  poar  que  les  quantités  contenues  sons  le 
»gae  intégral  ne  varient  pas  trop  rapidement,  et 
qu'elles  ne  passent  pas  trop  fréquemment  d'une  va- 
lenr  [tositive  à  une  valeur  négative,  ce  qui  rendrait 
les  quadratures  inexactes;  et  ce  nombre ,  cependant, 
sera  assez  restreint  pour  que  les  calculs  ne  devien- 
nent pas  trop  pénibles.  On  a  reconnu  par  quelques 
essais  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  satisfe- 
rait à  ces  deux  conditions  et  l'on  obtiendrait  un  degré 
d'exactitude  suffisant,  en  supposant  par  rapport  à 
l'intégration  relative  à  f  la  circonférence  divisée  en 
trente-deux  parties ,  et  en  seize  seulement  par  rap- 
port ^  l'intégration  relative  à  ^'. 

On  fera  donc  successivement 


1:0,^^1  i*i5',ç=aa'3o',ç=:53*45',ç  =45%  etc., 
=o,ç's=aa''3o',ip's=45*     ,(p'^i67*5o',^'=9o",elc.. 
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et  Ton  calculera  lesTalears  de  la  fonction  R  correspon- 
dantes à  ces  diverses  valeurs  de  f  et  de  ip'  prises  deux 
à  deuX'  On  aura  ainsi  33  X  i7  =  56i ,  quantités  fon- 
damentales à  former;  nonsdésignerous,  comme  dans 
le  n'  a5,  par  R^,,,,  R.,o»  R.,».  etc.,  Ro,.,  R.,.,  R^„  etc., 
ces  quantités,  en  supposant  ensuite,  pour  abréger, 

«=  a(i  i*i5')=  aa'So',  «'=5(aa*5o')  =  iia"5o', 

et  en  faisant  ' 

P^=:^K«,,COSO-f-R,,aCOM-^R,,oCOS?c...4-îR3i,BC0833M,^ 

P;=îiR,,,coso+R,.,cow+R,,,cosi«...+  iRa,,,cos3a«,  1  (a) 
etc. ,  } 

CD  aura,  pour  déterminer  k  première  des  inté- 
grales (i), 

A  =  s-^(~P;co8o+.P;cos«('4-P;coga«'....+^P,',c08i6«'), 

et  les  intégrales  B,  C,  D  se  calculeront  par  des  for- 
mules semblables. 

il  suffira  donc  de  remplacer  cos  a ,  c<»  30,  etc. , 
cos  a',  cos  att',  etc. ,  par  leurs  valeurs  dans  les  ex- 
pressions précédentes,  pour  en  déduire  très  aisément 
les  quantités  A,  B,  C,  D,  dn  moment  que  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  Ro.o^  B,,, ,  etc. ,  seront  dér 
terminées. 

1 1  o.  En  ne  considérant  que  l'action  de  m'  sur  m , 
on  a 
H^j_ m'  _  m'{x:i'+jy+z^) 

La  première  partie  de  cette  expression  est  celle 
qui  a  le  plus  d'influence  sur  les  grandes  inégalité  de 
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JInpiter  ti  de  Saturae ,  «t  dans  les  chapitres  XVll  et 
XVIU  ,  DU  non*  les  atoqs  calculées,  nous  u'avous  pas 
eu  égard  aux  termes  dép^idans  de  l'angle  5n'e — an/, 
qui  peuveol  réaultcr  de  U  seconde  partie  de  la  fonc- 
tion précédante.  U  faudra  donc  également  les  neiger 
ieï  f  poisqus  oous  avons  l'intention  de  comparer  les 
résultats  des  chapitres  cités  à  ceux  que  nous  allons 
obtenir.  Eu  nommant  donc  p ,  pour  abréger,  la  dis* 
tance  mutuelle  des  deux  planètes  m  et  m',  l'expres- 
sion de  R  deviendra  simplemeat 

R  =  — , 

c 

et  par  le  n*  ^5,  pour  déterminer  f ,  on  aura 

{ = r* + r" —  3/t'  cob*  \y  cos(*;' —  v) — arr'Mn»  ^  cos  (t/  -{- vj . 

lies  angles  v  et  t>'  étant  comptés  de  l'intersection  com- 
mune des  deux  orbites^  en  sorte  qu'en  nommant  n 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'oibite  de  m' sar 
l'orbite  de  m,  ona  v=f  —  II,  et  i/=t^  —  lï. 

Conformément  à  ce  que  nous  avons  dit  n*  aS, 
on  commencera  par  détermÏDer,  au  moyen  des  tables 
planétaires ,  les  valeurs  du  rayon  vecteur  r  et  de  la 
longitude  V  de  Jupiter  correspondante  aux  valeurs 
successives  de  l'anomalie  moyenne  ç  =  o,  ^^ii"i5', 
f  p=ïaa'3o',  etc.  On  déterminera  de  la  même  manière 
les  valeurs  du  rayon  vecteur  r^  et  de  la  longitude  ï/ 
de  Saturne  correspondantes  aux  valeurs  de  l'ano- 
malie  moyenne  ip'  =  o  ,  ip'  =  33'3o',  ip'=45%  etc. 
]>e  tous  le&  résuJtJ^ts  ainsi  obtenus  on  formera  un 
Uhl««v 
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On  calculera  les  valeurs  de  p  cturespondantea  «wt 
diverses  combinaisons  diETérentes  qu'on  peut  fbmier 
entre  les  valeurs  de  r  et  de  /,  de  v  et  de  v' 
comprises  dans  ce  tableau,  en  les  prenant  deux 
à  deux;  en  multipliant  ensuite  par  m' la  quantité  - 

qu'on  en  déduira,  oo  aura  les.  valeurs  correspon- 
dantes et  successives  de  R. 

D  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  relati- 
vement à  la  fonction  R  s'appliquerait  également  à 
toute  autre  fonction  de'rivée  d'une  manière  quel- 
conque de  cene-ci.  Ainsi ,  par  exemple,  par  la  dif- 
£érentiation  de  la  valeur  de  R ,  on  aura 
dR ,  r* — arycor'syccwfw' — v) — r/sin'^cogfa'  +vj 

dR                •    •       rr'sinvsiav 
r-  =  —  m .  sm  y  —        g , 


A-" 

da  "         e 

On  pourra  donc  calculer  les  valeurs  de  ces  fonc- 
tions correspondantes  aux  diverses  valeurs  attribuées 
aux  anomîdtes  f  et  ç',  ef  eu  substituant  ces  résultats 
à  la  place  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par 
R.,..  R«,ij  etc.  ,  dans  les  formules  (2),  on  obtien- 
dra, par  des  procédés  semblables  à  ceux  indiqués 
plus  baut ,  les  valeurs  numériques  des  divers  coeffi- 
ciens  d^  développement  en  série  des  trois  fonctions 
précédentes. 

Enfin ,  on  déterminera  comme  à  l'ordinaire  les 

termes  correspondans  de  la  fonction  r'  -^  au  moyen 
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de  l'équatioD  générale 


On  a  d'aillenrs,  d*  4  « 

<fR  dK      .      ,<fR  ,rfR 

a  -r-  ^  r  -;—  et  a  -j-r  =  r  —rj. 

da  dr  da  df' 

1 1 1 .  En  effectnant,  d'après  les  tables  de  M.  Boavard 
et  à  Faide  des  valeurs  rapportées  n"  88  ,  la  soile  des 
opérations  que  nous  venons  d'indiquer,  on  a  trouvé  > 
relativement  à  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  Sa- 
tame,  les  résultats  suïvans  : 

a''K  -z. — 0,000943079 ,      a*K'  =  0,00040  aSgSS, 

a'^à'^=.—o,oo;x5aoj6,  o."à'.  „:=  0,00362946, 

a"  ^  ==  o,oo346a86 ,         «"  ^^=— o,oo3o5 186. 
da"  '        ^  '  da"  ' 

Pour  comparer  ces  valeurs  à  celles  que  l'on  obtien- 
drait par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation 
fondées  sur  la  petitesse  des  excentricités  et  de  l'incli- 
naison mutuelle  des  orbites  de  m"  et  de  m*,  observons 
que  9  et  9'  représentant  les  anomalies  moyennes  de 
ces  deux  planètes,  on  a 

n"i  +  ï"  =  Ç  +  *"  I     n"'  +  «'  =  ^'  +  »». 
En  supposant  donc,  comme  dans  le  n"  38, 

R=m'Pim(5n't— an"(  +  5t'— a.")+iit'FcM[5B'(— 5n'T(+5,._a,..), 

on  aura 

R  =  m'Pii»  (V- »»  +  5*'— M")  +  ■■•P'coi (V  -  "f  +  5.'— a,>T), 
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ou  bien  eu  développant  cette  expression 

R  =  M'CP  co*  (5.»  —  a.")  —  P*  lin  (5«t  —  »")]  lin  (S,'  —  »} 
+  «'  [P  fin  (5«'  —  a«")  +  F'  cm  (5-'  —  n^'}]  cm  (Sf*  —  i»). 

Si  Ton  compare  cette  fonction  k  l'expression 
R=  m''K8in(5^'  —  aç)-f-m*K'cos(5ç' -r-,  aç),  que 
nous  avons  supposée  an  déreloppeDient  de  ^  en  sé- 
ries de  sinns  et  de  cosinus-  deâ  kbomatlés  moyennes 
f  et  ^f  on  aura 

a'K  =a''Pcos(5»' — aœ") — a*P'sin(5«' — ao"),  i   -_. 
fl'K'=o'Psin(5«'— afi>")+<i'P'cos(5»'— ao");  f  ^^ 

et  il  est  évident  qu'on  aurait  entre  les  quantités  ti'j-^, 
,dK'     ,rfK       ,«/R'  ,    „dP      „3P-       ,dP      .dP- 
^"        do^  '      da'  <w''         da"'       dà"      dà"  ' 

des  équations  semblables. 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n*  loi,  les  valeurs 
des  coeffiaens  des  termes  du  développement  de  R 
relatifs  à  Targumeot  de  la  grande  inégalité ,  qui  dé- 
pendent du  cube  et  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  en  réunissant  ces 
difiërentes  parties ,  qui  doivent  concourir  à  former 
les  coefficiens  que  nous  désignons  ici  par  a*P  et  a*?', 
on  trouve 

a'P  = — 0,0000595577,  a'P'=ïo,ooioi99585. 

On  a  d'ailleurs,  d'après  les  valeurs  rapporlées  n*  88, 
5»*^  aw"  ^  âS^aô'ad".  En  substituant  ces  quantités 
dans  les  équations  (3)  ,  on  aura 

a*K^ — o,ooo95âg56,  a*K' =  0,000403768. 
ToHE  UI.  5a 
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Si  l'on  con^nre  ces  valeurs  des  coeficiens  a*K  «t 
a*K'  à  celles  qu'oa  a  obteoues  par  la  métbode  des 
quadratures ,  on  verra  qu'elles  s'accordent  entre  elles 
d'une  manière  très  satis&isante. 

Noua  avons  trouve  ,  n**  toi. 


En  multipliant  ces  valeurs  par  ~^  ==  a,  et  en  les 

substituant  à  la,  place  de  à*P  et  de  a'F'  dans  les  équa- 
tions (5),  on  en  tire 

fl"a' j-p,=: — o,oo35o584t  '^"^'srïï  =0,00267500; 

et  an  moyen  des  équations  de  condition 


00  çn  déduit 
a'*-^s=o,oo34448o>     ""5?  ^^ — ûjOo5o7777. 

Ces  valeurs,  comparées  à  celles  qu'on  a  obtenues 
par  le  tfioyeu.  des  qnadratores,  paraîtront  s'accorder 
suffisamment  avec  elles ,  surtout  si  l'on  se  rappelle 
que  dans  les  D'*'ioi  et  103  nous  n'avons,  dans  las  va- 
leurs  de  a"^,  »  «  ^.  »  «'  ^t  »  «'  j^,  considéré  que 
les  termes  dépendans  des  cubes  des  excentricités  et 
des  inclinaisons. 
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Manaflemiit ,  si  aa   noyea  dm  étfostiotà  (S)  on 

exprûoe  les  va^ears  de  a*P,  «*F  «ni  fonction  de»^piuiw> 

tités  rf'K,  oTK',  et  de  même  relatÎTement  à  a**  t^,  , 

**"  ^7»»  ete. ,  00  troarera 

a*P=: — o,oooo6ia864>  a*P'^o,ooi03A584S» 
a"  j-p,  =  0,00334631 ,     «"  ^T=  0,00639075  , 

i,oo4455o4> 

La  grande  inégalité  de  Jnpiter  renferme  la  partie 
Kuivante  : 

6w'n'"«      t      a'P'sin(5BV — a/**'*-+-5«' —at")  » 

(5n'— an")* '  ! —  a'Pcos(5n'(  —  3n'V — 5*' —  3(")  1* 

D'après  les  valeurs  adoptées ,  n*  88,  on  troFave 

log  ,fc  ,^'''"'.'    '  =  6,035335o. 
°  (5m'— ïn"J'>ini  ' 

En  rédiùsuite[tiiDmbi>eB  la  foiielioa<  précédente  » 
elle  devient  ainsi 

1084"  oiatiH  (Sn't — a»"<+  5«'— n") 

—  64",968  cos  {5n't  —  2n"t  ■+■  5e'—  a^O' 

Eo'  ne  copeidérant  qne  cette  partie  de  tk  grande 
ioe^^té ,  Qt  en  la  calcolaot  d'après  les  Talenrs  de  a*? 
et  de  a*F ,  n"  i  o  1 ,  on  trouTCn  <{a'elle  est  ^ale  à 

I  o89",855  sin  (Sn't  —  3n"t  +  5«'  —  2t") 

—  55",3o4cos(5»'«— 3n"(  +  5i'  —  ai"). 
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Lef  différences  soat  dans  les  limites  qa'oD  peut 
supposer  d'après  les  qouititÀ  négligées  dans  le  cal- 
cal  ,  en  considérant  surtout  que  les  ëlémens  employa 
dans  la  constmction  des  taUes  de  M.  BouTard,  qui  ont 
serri  à  déterminer  les  quantités  a'P,  a*F'  par  les 
quadratures ,  difièrent  de  cenx  qne  nous  avons 
adoptés. 

La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore  la 
partie 

io"  —,  NB  KnU  —  w'»  +  5t'  —  ».'■)    i 
.    ^  ,r  ...  .    ï      I' 

~"  SÏt  C0«(5«»t   —  9«''<  +  51»  —  M'»)     \ 

En  la  réduisant  en  nombres  d'après  les  valeurs 
précédentes  de  a"  ^, ,  a™  ^gr, ,  et  en  obserrant 
qu'on  a 

log  ;y  ■,""".,,* — i;=5,4i4o5ii. 

o  (5n' — an")»!!!  't  t-        j 

cette  fonction  devient 

—  i6",5ao5  sin  (SnH —  2n"É4-5(' — a«") 
-h  5",8a75c08(5nV— an"«-f.5e' — a^* 

Nous  avons  trouvé  par  le  déreloppemràt  en  série , 
u"  lOI  , 

—  i6^,55586sin(5»'(— aB"/+5«' — a*") 
+  'ff',o5ag9  co8(5n'( — an"* + 5e'—  a«")  ; 

ce  qui  diffère  peu  de  la  valenr  précédente. 

La  pnncipale  partie  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne est  celle-ci  : 
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i5m"a"     r      o'P'sinCSn**— 2n"*-|-5(''— «")   i 
^»_aii")»  l_a'P  cos(5nV— an-'i-i-S»'— a*")'  * 

Par  les  Talenrs  rapporta  n*  88»  on  a 

log,, . ''r'.'.f  ■  '  =  6,4195187. 

En  réduisant  en  nombres  la  (onction  précédente  an 
moyen  des  valeurs  de  aT  et  tfV  données  pins 
liant  f  cm  tronvera  qu'il  en  résulte  dans  le  moaTe-p 
ment  de  Saturne  les  inégalités  saÏTantCB  : 

—  a685"4545  sin  (5nV  —  an'V  +  5fi'  —  a«") , 
+    1 6o",9470  coa(5nV  —  vCt  +  5r  —  a«"). 

En  employant  les  Talenrs  de  a*P  et  o'P',  calcnlées 
n*  ioi>  on  aurait  trouvé 

—  3678",5574  sin  (5nV—  3»"< + 5t' — ai^ 
4-    i56",4o7icoe(5n'i— 3n'7-|-5i'— aif*), 

quantités  qni  dîfi%rent  peu  des  précédentes. 

E^n ,  la  grande  inégalité    de  Satome  contient 
encore  la  parUe  suivante  : 

ia"  ^  «in  pn»l  -  m"I  +  5.'  —  si")    J 
_  a«  ^  co.  (&.'»  -  M"I  +  5.»  -  34'»)  J 


Ona 


=  4,o6S45i5. 


En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  > 
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d'aprte  les  valeurs  6e  a"'  ^  et  d"*  ^  calculées  par 

les  ^oadrttwes ,  on  aura 

4-  52",  1 5a4  ma.  (5w'<  —  an"* + 5i'  —  m") 
— 15",6226  cos  (  5nV  —  an"(  +  5i'  —  a»"). 

Noos  avons  tronvé  pour  la  valeur  île  cette  même  iné- 
galité 

-f-49%39D49  MU  (pJi't  —  Mi"t  -f-  5i^  —  at") 
-^  1  V,é^  1 5aw  (5b'«  —  2n*7  -f-  5r  —  m")  , 
qui  diffère  peu  de  la  précédente. 

Pour  dooner  un  second  esteto:^  de  rem{doi  de  la 
méthode  des  quadratures  au  développement  de  la 
fonction  pertnrbatrice  R,  on  a  calculé  de  cette  ma- 
jûère  *  et  rebtirevient  à  l'actioa  de  Saturne  oor  Ja- 
piter,  le  premier  terme  de  œ  développement,  c'eA- 
à-dire  celui  qui  est  indépendant  du  temps  ;  et  en 
nommairt  F  os  terme,  on  a  troové 

d'F^m'i^ogiogy,     a"a'j-r,  ^«'0,2238874- 

En  calculant  le  même  terme  d'après  rezpresdon 
donnée  n*  18,  et  en  employant  les  ^mens  qui  ont 
servi  k  déterminer  les  valeurs  précédentes,  c'est-à-dire 
les  élémens  des  tables  de  Bouvard ,  on  a  trouvé 

4*F^m*t, 091063,    a"a»  jT;c=m'o,2a58867. 

Ces  valeurs,  comme  on  voit,  sont  presque  identiques. 

L'accord  des  résultats  obtenus  par  des  méthodes  si 

différentes ,  dans  l'une  des  parties  les  plus  impor- 

iaales  éà  la  tbéopie  des  in^Blitéc  planétainn ,  montie 
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que  la  méthode  des  déreloppeineas  en  séries  ordon- 
nées par  rapport  rqx  puissances  asceadantes  des  ex- 
centricités et  des  inclioaisODS,  lorsqu'on  a  soin  de 
porter  assez  loin  les  approximations  pour  ne  négliger 
aucune  inégalité  sensible ,  suffit  aux  besoins  actuels 
d«  l'Astronomie. 

113.  La  méthode  des  quadratures  a  pourtant  son 
utilité  :  c'est  la  seule  qu'on  paisse  employer  dans  le 
calcnl  des  perturbations  des  comètes  et  des  petites 
planètes  ;  et  comme  on  vient  de  le  voir  dans  la  théorie 
des  planètes  principales  elle  peut  encore  servir  à 
d'importantes  vérifications.  U  ne  sera  donc  pas  inu- 
tile de  donner  ici  les  formules  qui  ooos  semblent 
les  plus  simples  pour  l'applicalioo  de  cette  méthode 
à  la  détermination  despertnribetions  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Ces  formoies  pour- 
ront d'ailleurs  être  employées  en  d'antres  occasions. 
Pour  cela ,  reprenons  les  trois  équations  du  mou- 
vement troublé ,  n'  87 ,  livre  H  : 


W^'F  "~  dx  ' 
de  "^  r'    —  dt 


(«) 


Si  l'on  prend  pour  plan  éi^  xjr,  celui  de  Var- 
iais primitive  de  m ,  ce  qui  permet  de  négliger  les 

quantités  *  "^  »  ^  -^ ,  qui  sont  dn  second  ordre , 
puisque  2  «t  R  sont  da  premier ,  en  combinant  entre 
elles  les  équations  précédentes,  on  trouve  aisément 
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les  deux  intégrales  suivantes  : 


lede — zdr  C      ,    dR 


=  /^ 


xdt- 


'  dt  * 

rd^~%dy  _  r  ^  d&_ 

dt         — J  -^        dx' 

Si  l'oQ  multiplie  par^  la  première  de  ces  éqna— 

tions>  qu'oQ  en  retranche  la  seconde  multipliée  par  x, 

en  observant  que  les  coordonnées  :c  et_^  se  ra.f^at-' 

tant   ici  au  mouvement  elliptique^  on  a,  d"  ^o^ 

^'^Z'r —  =  V'/«ï(i  — e")  »  on  trouvera 
r  ^  d^        r  .  dK 

Cela  posé ,  on  a  pour  déterminer  les  perturbations 
dn  rayon  vecteur  JV  et  de  la  latitude  S's  de  la  pla- 
nète au-dessus  de  son  orbite  primitive,  les  deux 
équations  suivantes,  n*  89,  livre  H, 

^.rir  ,  fiftr  /•-_,  dR  » 

de  ^  r-         J  '''■  t  rcl 

Ces  deux  équations  sont  de  même  foitne  ,  et  s'inté- 
greront par  conséquent  de  la  même  manière.  En 
eâèt,  la  première  des  équations  précédentes  se  trans- 
forme dans  la  seconde,  en  y  changeant  J'r  en  ^s, 

et  a  ({fR-i-r-^  en  -j-;  d'où  il  suit  que,  pom- 
avoir  /r,  il  suffira  de  &ire  ce  changement  dans  l'ex- 
pressioD  finie  de  es.  Or^  la  seconde  des  équations  (c) , 
n'est  autre  que  la  troisième  des  équations  (a) ,  dans 
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laquelle  on  a  &it  z  =  rj's  ;  en  substituant  donc 
pour  z  cette  valeur  dans  l'ëquation  (b) ,  on  aura  la 
valeur  de  r^s,  et  l'on  en  conclura  immédiatement 
celle  de  la  fonction  rj^r. 
Si  pour  abréger  on  &it 

'1'^  +  ''^=^'  §=»'' 

s  devant  être  supposé  égal  h  zéro^  après  la  différen- 
tiation  dans  la  valeur  de  F'. 

En  substitoaDt  pour  x  et  j  leurs  valeurs  rcœv 
et  rsinv,  relatives  an  mouvement  elliptique^  on 
trouvera 

-     rinn/rcostiPA — koiv frànvVdt      ,,v 

-     »in  vfrtotvV'dt — «M  ij/rriavP'flit       (v\ 

^^  '  ~  i/,«Kt-«") 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  perturbations  du 
mouvement  en  longitude.  On  pourrait  les  déduire  de 
celles  du  rayon  vecteur  supposées  connues,  au  moyen 
de  la  formule  (6),  n*  89^  livre  II ,  on  plus  simple- 
ment an  moyen  de  l'équation  du  mouvement  ellip- 
tique T'dv^^t\/fia(  1  — e*),  qui  donne,  n'  45»  livre  H, 

mais  U  vaut  mieux  les  calculer  par  une  formule  directe. 
Pour  cela ,  reprenons  la  formule  (^)  du  n*  85,  livre  II, 


duis  laquelle  on  suppose  *=  V^i— e*)- 
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L'ëqnatiwi  de  l'ellipae  diMme 

I  +  ecoaw 

en  prenant  le  périhélie  de  m  poar  l'origine  de  l'angl*  v. 
Au  moyen  de  cette  valeur  de  r  et  de  celle  de  J^r ,  on 
tronve  aisemeat 

((■mv-f-^«]i3<')/rHovP^  1 
+  (  je+osBv+^ecoBiv)/*rcosifP^  > 
— /rPrft+ie/<f«/raint>P<ft  ' . 


f> 


*«('-«•) 


En  observant  que  Ion  a ,  n<*  4 ,   ^ — rs  =  j 
par  le  n*  45 ,  livre  D  >  on  trouve 

On  a  d'ailleurs 

et  par  les  formules  du  mouvement  elliptique 

dl  I*       dr  «rsinv  dr  ekàav 


dv         k  *    dv  I  -f-  e  GO>  V  '      5"         a(i  —  e^' 

An  moyen  de  ces  valeurs  on  troAVe 


J  J    i+ec 


ok 


ecosv  '       dr' 

Si  dans  l'expression  de  «Tv  ou  substitue  cette  valeur  et 
celle  de  j—  d»  ,tm.  aura 
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Î(a  sin  v-j-^esinav^/rniivPtit  ) 

—  a/i-Pffl  +  e/ffa/rMDi.Prft  )_ 

Celte  expression  se  réduit  abément  k  une  forme 
plus  simple  ;  en  substituant  en  effet  à  la  place  de  P  sa 
valeur  dans  le  dernier  terme  ^  et  en  le  combinant  en- 
suite avec  les  deux  premiers,  on  trouve 


^a  JJ   i+« 


*^   {  -«•fffCOSVH — <  COS3V  1   /   — : 


(  -«  +  ffca8vH — <  COS3V  l  /  — — 


En  substituant  poar  r  sa  valeur  dans  les  expres- 
^ons  de  J'r  et  de  J^s,  on  voit  qu'elles  se  trouveront 
immédiatement  ramenées  à  la  même  forme  que  la 
fonction  précédente. 

Les  trois  formules  (A),  (B),  (C)  donneront  donc 
sons  forme  finie  les  perturbations  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude,  ce  qui  peut  être 
très  utile  dans  la  théorie  des  petites  planètes  oii  ces 
perturbations  ne  peuvent  être  déterminées  que  par 
des  quadratures,  à  cause  de  la  gnaideur  Ses  excen- 
tricités de  leurs  orbites.  Les  mêmes  formules  pour- 
raient être  employées  aussi  par  la  même  raison  dans 
la  théorie  des  comètes,  mais  il  est  foiâféraUe  de  se 
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aerrir  alors  des  formules  da  Urre  IH.  Dans  ton 
les  cas,  pour  calculer  par  des  quadrature^  les  ex- 
pressions pr&édentes,  ou  commencera  par  substi- 
tuer pour  dt  la  valeur  —  .  et  pour  R  sa 

valeur  en  fonction  des  rayons  Tecteors  et  des  longi- 
tudes vraies  des  planètes  troublées  et  de  la  planète 
perturbatrice.  En  nommant  y  Finclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  de  m',  et  FI  la  longitude  de  leur 
commune  intersection  comptée  de  la  même  origine 
que  l'angle  w,  et  en  disant  V  =  cos"*  -j  y  cos  («'  —  v) 
4- sin'^^cos(v'-Hw  —  an),  ou  aura,  parlen'aS, 

De  cette  expression  on  conclura  par  de  simples  dif- 
férentiations ,  celles  de  <fR  et  de  r  j- ,  et  par  suite  les 

valeurs  des  quantités  que  nous  avons  désignées  parP 
et  V  dans  1^  formules  précédentes.  On  pourra,  par 
conséquent,  calculer  par  la  métbode  des  quadratures 
paraboliques,  exposée  n*  a5,  les  intégrales 

fi^nvfdvf  yHcosïiPdy,  fi^àavP'dVf  yHcoswP'd», 

ainsi  que  les  intégrales  fr'Vdo ,  jr*  -^  dv  que  ces 
formules  renferment. 

Dans  la  théorie  des  planètes  principales,  la  petitesse 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites  permet  de  développer  leurs  perturiMtions  en 
séries  convergentes,  et  c'est  sans  contredit  la  mé- 
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thode  la  pliu  Ample  qae  l'on  paisse  employer  pour 
obteaîr  ces  perturbations  exprimées  par  des  suites  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissant  proportionael- 
lement  ao  temps ,  et  en  former  des  tables  qui  peuvent 
servir  pour  un  temps  iodéfinî.  L'emploi  des  formules 
précédentes  serait  alors  moins  simple  que  celui  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  trois 
variables  Jt,  JV  et  J!r  ;  et  c'est  par  cette  raison  que 
nous  n'avons  en  besoin  que  de  ces  équations  dans 
la  théorie  des  inégalités  planétaires.  Alais  lorsqu'on 
veut  déterminer  les  coefficiens  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  différences  par  la 
méthode  des  intégrales  définies,  ainsi  qne. nous  l'a- 
vons indiqué  n**  aS,  les  formules  jH^cédentes  sont, 
je  croîs ,  les  plus  commodes .  qne  l'on  puisse  em- 
l^ojrer,  daus  ce  cas,  pour  en  conclure  les  valeurs  de 

En  effet,  au  moyen  d'intégrales  doubles  on  pourra 
toujours ,  comme  on  l'a  vu  n°  aS ,  déterminer  les 
ooeffidens  du  développement  en  séries  de  sinus  et  de 
coBtoos  d'angles  proportionnels  au  temps  t ,  des  fono 

lions  fd'R ,  irj-dt,et  l'on  développerait  par  con- 
séquent ,  de  la  même  manière,  les  fonctions/rsinvP^ft, 
frcoivPdt,  fràïtvVdt f  fr<x»vVdt.  En  substituant 
ensuite  ces  valeurs  ainsi  exfHÏmées  dans  les  formules 
(A),  (B)  et  (C),  et  eo  mettant  pour  sinv  et  cosv 
leurs  valeurs  développées  en  série  des  rinus  et  cosinus 
des  multiples  de  l'anomalie  moyenne  de  la  planète  m, 
on  aara  les  expressions  des  perturbations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  applicables 
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k  UR  temps  indéfiaii  l«s  ploa  exactes  qoc  la  théorie 
t  fournir. 
Il  Krait  à.  désirer  .que  qaalqve  calculateur  zélé  fit 
VappUcatum  des  fiarmulcâ  pnéoëdeates.  »  lai  détenui- 
BalMft  des  perturbatians  de  toutes  les.  grandes  ^*- 
■ctes.  Il  en  léanherait  le  moyen  le  {dus  ràr  poor 
TCiifi^  les  ùi^^ités  dejlb  calculées,  par  d'antres  mé- 
tbodefl,  et  découvrir  les  inégalités  sensibles  qai  aa- 
rûeot  pu  jusqu'ici  éohapper  aux.  investigations  des 
géoDoètres.  U.  Hansen^  astronome  attaché  à  l'oliBer- 
latoire  du  Séeberg,  a  déjà  essayé  sur  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne  nn  travail  semblable;  laais  le 
choixmalhsureux  desTamUes  qu'il  a  cm  devoir  saha- 
titaer  aux  trob  cAordonoées  dV^  «Tv,  ^s^  généraleuMnl 
adoptées  par  les  afitax)noi]Bea,  das  iaoovations  aiialy' 
tiques  dout  le»  avantages  ne  rachètent  p«  la  biaan»- 
ne  ^  enfin,  l'absence  complète  de  clarté  et.  de  mé> 
thode,  rendent  ce  travail  à  peu  près  inutile  (*). 
J'invite  donc  les  jeunes  géomètres  à  reprendre  cet 
objet  sens  le  point  de  vue  que  nous  leur  indiquons  .- 
peut>étre  nous  sera-t-il  peroûa  d'y  revenir  dans  ksoit« 
de  cet  ouvrage,  mais  nous  allons,  pourle  moment, 
porter  notre  attention  sur  d'autres  points  de  la  théorie 
dn  syctème  du  monde,  la  dàenuioatioii  des  inâga-- 
lités  planétaiires  nons  ayant  déjk'  entrain^  bim  aï- 
ddk  des  limÊles  que  nons  noos  stkNn  preacrîtes. 

i*i  ^oirlaxompte  qu«  j'en  ù  veado  dan 
^et  Tout  pour.1837. 
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Mouvement  béliocattriques.  de  Jupiter  et  Saiame. 

1 13.  Ea  réunissant  les  différentes  inég^itéscalculéss 
dans  le» chapitres  Vl  et  VII>  on  a  obtenu  les  expres- 
sions des  longitudes  vraies,  et  des  rayons  yocteare  de 
Jnpîlei:  et  d«  Satarne ,  ks  plus  exactes  qae  l'état  ao 
tmA  de  l'analyse  permette  d'espérer.  Dans  les  tos~ 
nanlefi  atÛTantea,  t  représente  un  nomlwe  quelconr 
que  d'années  joliennes  ou  de  565^  ^,  <onq>tées  ï 
partir  de  minuit  le  i"  janvier  1800. 

Soit,  pour  cette  époque , 

T^H  •+■  •"  =  81*53'  i9",3  H-  t  5o%349o84, 
n*<  -f"  '^  =  1^3.  5.39,4  +  t  ia%33ii48, 
M^t  -+-  •"  3=  175.30.16,4  +  t    4%284890, 

ces  trois  quantités  représentant  les  longitudes  moyen- 
nes  db  Jtipitn*,  Saturne  et  Uraaiis ,  comptées  de  l'é- 
quinoxe  Kxe  dia  1800.  Dans,  ces  expressions ,  nous 
arrons  substitoé  k  ja  pla«x  des  moyrais  raouvemens 
n",  n*  et  n",  rapportées  n*  88,  leurs  valeurs  résol- 
tsBtCB  des  oprrectioas  indiquées  par  les  équations  de 
cooditipa  qm  ont  servi  h  fonner  les  nqurelles. tables 
dB-M.  Bouvard. 
Soil  eueoiu 

•"a=     II*   7' 36"+  t  6",685i23  —  r  0,000335, 
»"  ^    89.  8.30  +  <i9",o55o44  ~f-  ''OfODoiôa, 
*"=   98.a5.45  4-  ne^SSaSSo, 
A*  as  111.56.  7  H-  <5i",52i3i. 

Les  termes  constaos  dans  ces  expressions  sont  les 
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longitudes  des  périhélies,  et  des  nœuds  de  Japîter 
et  Saturne,  comptées  du  même  équinoxe  que  les 
longitudes  moyennes  n'7  +  j" ,  nV  +  «",  et  rela- 
tives à  la  même  époque;  les  termes  proportionnels 
au  temps  t  sont  les  variations  séculaires  de  œs  h>a- 
gitades  déterminées  n**  gi  et   loi. 

Supposons  maintenant  que ,  pour  abréger,  on  le- 
|H«sente  respectivement  par  />  et  //  les  ai^mens 
des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  Saturne; 
en  sorte  qu'on  ait 

p  =5(i»t  — ai»'»(  +  5<»  — »'»+3"4tf6jr— t  TÔ'.aTTo  — (•  a'^i*6M, 
lf  =  Sa^t  —  vfn  +  5e~M"  +3*38^3»'— t  îC.SgS  —f  o'.ooiie*, 

et  soit  ensuite 

A  =     (i  i87",a47 — *o",o4845+(*  o,ooooo336)sia/' 

—  ia!',3i854  âxnpf 
A'= — (a9o6",66i — 2o",ii4ii+<*o,oooooo5a)siD/ 

-|-  a9"»76i56  sîn  sp' 
■+■  5o",894  8in(5n"«— n'/  +  5i"—  t'—Sj^n^y^, 

la  quantité  A  représentant  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter» et  la  quantité  A'  celle  de  Saturne  augmentée 
de  l'inégalité  k  longue  période  dépendante  de  l'ar- 
gument Sn^'f  —  n't ,  et  relative  k  l'action  dUrauns 
sur  Saturne. 

Ces  diverses  inégalités  doivent,  d'après  les  n**  loi 
et  103,  être  ajoutées  aux  moyens  mouvemens  de 
Jupiter  et  Saturne,  en  disant  donc,  pour  abréger, 

9=  n"<+i"+A,  q'=zii't-^t''-\- A',  q"i=n'"t~i-i". 
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On  a  vu,  n°  65,  que  dans  toas  les  ai^nmeus  de 
Jupiter  et  de  Saturne  dans  lesquels  le  coefficient  du 
temps  n'est  pas  5tC  —  an",  ou  qui  u'en  diffèrent  pas 
de  n"  pour  Jupiter  et  de  rT  pour  Saturne,  il  faut 
augmenter  les  longitudes  moyennes  n'V-f-i",  nV-^t' 
de  leurs  grandes  inégalités  dépendantes  de  l'angle 
Sn^t  —  3n"t.  Il  faudra  donc  substituer  dans  toutes 
les  in^lités  de  Jupiter  9  et  9' à  la  place  de  n"t~\-%" 
et  de  n^t  -f- 1^,  excepté  dans  la  grande  inégalité  et 
dans  la  suivante  : 

161",  149  sin  (3n"(  —  SnH  +  3»" —  5i'+  58'  1 1'  54"). 

Si  l'on  veut ,  pour  plus  de  régularité ,  employer 
également  9  et  y'  à  la  place  de  n."t  -f-  »"  et  de 
nV  +  ('  dans  cette  dernière  iuégalité ,  on  lui  don- 
Dera  cette  forme  : 

1 6 1  ",  1 49  sin  (  3?  —  59'  —  3 A  4. 5A'  +  58'  1 1  '  34'^ , 

A  et  A'  étant,  par  ce  qui  précède,  les  deux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  £n  développant 
la  quantité  précédente,  on  aura 

x6i",  1^9  sin  (Sç  —  Sq'  —  58"  1 1'  34") 
—  (SA— 5A')i6i",i49co8C39"— 5î''-|-58°n'54"). 

En  n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  A  et  A'  qu'aux 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
on  a  il  très  peu  près 

3A  —  5A'=si8o95',o46sûï  (Sn'j— an"i+  5f'— ai"+3"39'45")  ; 
d'où  l'on  conclura 

Toi»  m.  33 
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— (SA— 5A')  i6i",i49cos(3ç— 59'-|-58»ii'34") 

•    aaJ     sio(3î-5î'+5n'i— an'V-f-ei-Si'ig'Oi 

"~7 '******(— sin(3î-59'—5n'/+an"H-54'5i'49')( 


Oa  peut,  sans  erreur  sensible ,  snbsfitaer  dans  ires 
deux  dernières  iDégalit^^  et  q'  à  la  place  de  n'"/-^»" 
et  de  ri't  +  •'  ;  la  première  se  confond  alors  avec 
}e  premier  terme  de  l'ëquation  du  centre  de  Jupi- 
ter,  la  seconde  devient  égale  k 

7",o686  sin(55  —  log'  +  54°  3o'  55"). 
En  la  réunissant  ii  la  suivante 

—  5",  7808  sin  (5?  —  10^  4-  54°  3o'  55") , 
on  aura  cdle-ci 

3",  2870  sin  (59  —  107'  -h  54'  3o'  35"). 

On  pourra  ainsi  substituer  q  et  q'  au  lien  de  n'V  -^  t" 
et  de  R*<-^t*  dans  toutes  le>  inégalités  de  Jopiter, 
Abstraction  £aite  de  la  grande  in^alîté. 

U  faut  de  même,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  0*65» 
changer  n"t  +  e"  en  q  et  n'<  +  *'  en  jf'  dans 
toutes  les  inégalités  de  Saturne,  excepté  dans  la 
grande  inégalité  et  dans  la  suivante  : 

—  644",955  sin  (an'V — 4nV  +  59'  54'  4"). 

On  peut  donner  k  cette  in^alité  cette  foime  : 

—  644",955ein  (39— 4î'  —  aA-f-  4A'-J- 59-34'  4"). 

En  développant  cette  fonction  ,  on  a 
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—  644%955  sin  (ag  —  4j'  +  Sg"  54' 4") 
+  (aA  —  4A')  644'',953  cos  (29  —  49'  -f-  5g*  34'  4"). 
Ea  substîtaant  pour  A  et  A'  les  parties  de    lenrs 
valeurs  relatives  à  l'argument  5n*i  —  3/i"<,  on  trou- 
vera ,  à  très  peu  près , 

(2A  —  4A')  644",y55  cos  (39  —  4ç'  +  Sg"  34'  4") , 

/     sinfaç — 4î'+5nV — 2n"/+5i'— 2i"\ 

=  31"  800)  +63"ia'36'0  f 

V  H-55*55'33'0.' 

Oa  peut,  dans  ces  denx  dernières  inégalités,  subs- 
tituer qtlq'k  la  place  de  «"(  +  î"  et  de  Ti't  -)-  »•  ;  la 
première  se  confond  alors  avec  l'équation  du  centre 
de  Saturne^  et  la  seconde  devient 

—  2i",89o  sin  (4î  —  9?'  -f-  55°  55'  5a"). 

En  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante ,  trouvée 
n'  102 , 

8",766  sin  (4?  —  gj'  +  55'  55'  5a") , 

on  anra  celle-ci 

—  1 3",  1 24  sin  (4ç  —  gq'-h  55°  55'  33"). 

On  pourra  donc  maintenant  substituer  q  et  q'  a  la 
place  de  n'''t  -|- 1  ■'  et  de  h't  -(- 1'  dans  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  en  longitade  et  en  latitude  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  à  l'exception  des  grandes  iné- 
galités de  ces  deux  planètes. 

Si  l'on  suppose  la  précession  annuelle  des  équinoxes 
33.. 
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de  5o",aa35o,  la  loogitude  irrale  v"  de  Juinter  dans 
son  orbite,  compta  de  l'équinoie  moyen  et  rapportée 
au  miouit  qui  sépare  le  5 1  décembre  1 799  dn  i  •'  jait- 
TÏer  1800,  sera  donoée  par  la  formule  snWante  : 

+  (5iff,55  +  t  o-,o38oî)  un  3(ï  —  •")/ 
+  W,9a  +  «  o',o<nio)  "»  3(1  —  -">[■ 
+  O'.ifl  +  '  o'.oooiS)  lin  4(?  —  ■")l 

/—  8C,63  «n  C  9  —  ^  — t'ff)  ^ 
V+  ao9*,io  MO  (»fl  —  9/  —  I»  10^  1 
U    .6'.3a  .in  3(,  -  ,■)  f 

1+      i'.69  dQ  (57  —  V+  !»•  i'*)  t 

■  f-t-      oMi  ">•  %  -  ïO  \ 

\+      o',t6  lin  î{î  —  fl-)  ; 

f     (■3i'39  +  to',o67>inCT— »/-ia'«ff+lir,3)v 

+{+    i?"."»  «In  (»?  —  -fV*  +  S?»  "O  f 

1+     r,a9  «n  (5?  — i<V  +  54'  V)  > 

-K.6i',i5+<o'.ooi4>iD(l9-5v'+56-n'-N4r.îi) 

—  i5',a8  ùo  (îfl  —  ^q*  —  6i«460 
+  i»*,>7  »ÎB  (37  —  »fl'  —  9*  35") 
+    9*^  lin  {V—    î   +  V^yi 

+  ii',o5.iii{î'+43»5(0-5'^M^^+43'«5r) 
+   ii'.n  lin  (4fl  _  V  +  Sg"»*) 

—  ^,i3  dn  (aq  —  ^  —  17"  !?) 
+     l*,ai  lin  (4^  —  3f'  —    3"  aff) 

—  o'^iin  (5t  — eï*  — lîS'rt 
+     o-,74  «B  (/   +    ,    +  67.4') 

i-,i4  «B    (fl  -  î')  1 


{—  i-,i4  «n  rt  —  1)  1 
+  .o-^  .ÎQ  a(ï  -  7T  l 
+     «•.oSiinîCT  — O-J 


On  a  réum  sons  une  même  parenthèse  les  iné- 
galités qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même 
table.  La  r^uction  à  l'écUptique  se  fera  par  les  mé- 
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lliodes  ordinaires;  elle  est  égale  à 

—  a7",i5sia(2i'"  —  aet").    ,    - 

Lerayon  Tectear  r'*  de  Japiter  sera  détennîné  par 
la  formule  suivante  : 

r"  =:  5,M>8^  +  t  0,0000384 

!-  (o,>5o358  +  t  0,000-964)  00.  («  -  •■') 
—  (o,«o6o»  ■+.  t  0,0000384)  ««  »(*  —  •") 
—  (o,oooai8  +  t  o,ooooo>i)  co«  3(4  —  ■■•) 
—  [o,oooog3  +  1  0,000000}    coi  4(9  — '  '") 


{o,oortS47  coo  (.1  —q')  -, 
—  o,oo*ni  eoo  aC*  —  flO  > 
-  o,ooo>89  «0.  3(T  -  ïO    J 


—  o,OM>ij3  co*  (  9  —  a/  —  35*4gf) 

—  o,ooogi9  coi  (9fl  —  3/  —  67»  550 

—  o,oo9oio  COI  (3.7  —  59*  +  58"  tO 
+  0,000338  co(  [3^  —  4/  —  61*  '*") 

—  OfOooiag  cot  (37  —  vf  ^  '"'4') 

—  o,oooa65  cot  (/  -H  39*  lï)  +  0,000074  coi  (aq*  +  11* i*)- 

—  0,000399  cot  (Sç'—  »7  ^  i5*  330 
+  0,000091  <»•  CV—  4v  +  i4»a30. 

Enfin ,  ponr  déterminer  la  latitude  de  Jupiter  au-- 
dessos  de  Védiptique  vraie ,  on  aura 

/j"  =  (!•  19'  a'',7  —  / o",3aôo6)  sia(t^' —  «") 
+  o",655i  sin  {  î  —  aç*  —  55' 540 
+    i",07ii  sin  (35  —  3^'  —  55*54'). 
4-  ii",5986  sin  (S9  —  55*  +  5o*  aô*) 
■  ^."o",9978  sin  (?'  +  53' 54')- 

En  rassemblant  de  même  les  différentes  inégalités 
déterminées  cbapitre  YIII,  on  anra  pour  la  longitude 
heliocentrique  de  Saturne  la  formule  saivinte  : 
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•  =  fl*  +  t  5i>*,m35i> 

(i3i54',4o  —  (  i",a783)  md    (,'  —  .tj 
K     ^ii'.glî  —  t  n',ogai)  tin  a^  —  ••) 
1-       (39',48  —  (  t.'^66)  lia  3(^  —  -0 
K        (a'.'S  ~  '  «'.oooS)  un  4(ç'  —  ■') 
,        aoMo  lin    CT  — Z  +  TT^S') 
i-    3i-,89  «D  a[9  -  ïO 
J-      6',65  «a  H<i  -  g') 
+  <—      '',99  "o  4(?  —  V*) 
J—      9'.V  rtn  5(t  —  9*) 
T—      «-.lî  *i  «{T  —  **) 

—  -ï*."  *>  7(f  -  ?0 

—  (4ï4'.83  +to-,oaa7)  iLu  (^  _  »/  _  iS'S/  +  'i^-as) 

—  (65»-^  —  t  o,o38i7)  lia  (»^  -^  V  +.  ByS^'  —  t  Go' ,76) 

—  (48*,89  —  t  c..ooo366>iB  (V-    »  +  T»»*'  —  ï  Î4*^) 

—  »4-,37.m(a,- V  +  »o*450    " 

—  lî'la,  MO  Hq  -gif  +  SS'Sy) 
+  4*flfi6.ln(3q-  -  4?*  -  filM^J 
+  3',o«  lin  t»T  —  <f  +  3o'  45') 
+  i"^  »in  (3^  —  59'  +  %•  «') 
+  i',44  wû  (4t  -s,'  -  6i»  V) 

"+  o'^ïiii.  (5î  —  «7*  —  6i«530 

i-  to-.07  un   W  -  ?^ 

+  .5-,73  lin  9t,'  -  ,•) 

+  o-,34  un  4Ç,;' _  ïT 

+  io%7i  «o    (y  —  »?•  + 73-11') 

, ,  +  PO'fi^  «i»  (V  —  3,-  +  a4«  ^-y 

+  i'^5  un  [3^  —  ^'  —  B^V) 

.+  i-,4a«in  ^ff^-.4a-3ffj. 

La  ràlnction  à  l'âcliplique  est  égale  à 

Le  rayon  Tectear  de  Saturne  sera  donné  par  la  for- 
mule suivante  : 
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-9)  \ 

-1)  ' 


- 1^  =  9,557777  —  t  O.OOOOlOj 

!—  («,534988  +  t  o.DocKngfiS)  ».    (^  - 
—  (o,cn5oo5  +  f  0,00000167)  o 
-  (0,000634  +  t  0,00000011)  «M  3(V  - 
—     0,000039    CO*  4!/  - 
—  o,o«]33q  «m    y  —  io»  aïO 
f       0,00763    co«    («'  -  ï  -  <•  157  ) 
+  î+    o.oo.jo    co.>(^- 

1+    0,0<M>34      CM  3(f'   - 

+  o,oo54a    ca  (7  —  9/  —  n'io') 

-♦- (fl.oi479^  »  0,000000734)  «M  (a,  -  4,'+ 59»  «B*- KB-,,!)- 

—  o.Doiig  eus  (V  ~    ?  —  90°  'Ô 

—  0, 00155  co.  (39'  —  17  +  SSoSy) 

—  O.OOOÏI    COI   (S7    —  4fl('—  SiOiJO 

+  0,00095  COI  (5f '  —  a^  +  3»'>3>') 
+  0,00016  CO(  (/  —  f) 

—  0,00043  eo«  jfq'  —  t/") 

—  o,oooG6  co.  (»/  —  39*  +  !.3o  440- 

Enfîa,^  la  latitude  de  Satarue  aa-dessus  de  l'é- 
,  cliptiqae  vraie,  sera  donoée  par  la  formule  suivante  ;. 

*•  =B  (a'ag'So",?  —  «  o",i55i57)sin(i''— a») 
.    f      5",i8  sin  (y  —    9  +  55»54')1 
l4-  9"»5i  sin  (49*  _  aj  —  60-  a4')} 
-4-  o",55  àa  (ag  —  3/  —  53"  54') 
-4-  i",8i  sin  (  9  +  55' 54') 
—  <V,67  «D  [aq  —  5î"  —  54-8'). 

Lea  expressions  précédentes  difiêrent  peu  des  for- 
mules employées  par  M.  Bouvard  dans  la  coaatructicMi 
de  ses  tables  de  Jupiter  et  de  Satame,  formules  qui 
représentent  avec  beaucoup  de  précision  les  obser- 
vations de  Bradley  et  Maskeline,  qui  ont  servi  à 
corriger  les  élémens  du  mouvement  elliptique.  La 
plus  grande  errettr  ne  s'élève  qu'à  ta"  pour  Jupiter, 
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et  les  écarts  entre  les  résultats  do  Calcul  et  de  Tob- 
serratïon  sont  beaucoup  mmodres  reUtÏTemeot  à  Sa- 
tonie,  tandis  qu'il  y  a  5o  ans  les  erreurs  des  meil- 
leares  tables  de  cette  dernière  planète  s'élevaient 
quelquefois  à  aa'.  Laplace  s'est  assuré  aussi  que  ces 
formules,  qui  représentent,  avec  toute  l'exactitude 
qu'on  peut  désirer ,  les  observations  moderaes , 
représentent  également  bien  les  obserrations  de 
Flamsteed  ,  celles  des  Arabes  et  les  observalioas  an- 
ciennes rai^rtées  par  Ptolémée.  Nous  ne  pouvions 
donc  pas  espérer  de  trouver  dans  la  théorie  de  Jupiter  et 
Saturne  aucone  inégalité  considérablequin'etit point 
encore  été  calcnlée.  Le  nouvel  examen  fjue  je  viens  de 
fyire  des  perturbations  de  ces  deux  {danètes,  ne  m'a  in- 
diqué de  rectification  importante  à  &ire  aux  valeurs 
calculées  par  Laplace ,  que  dans  la  partie  du  coeffi- 
cient de  la  grande  inégalité  qui  dépend  du  carré* 
des  forces  perturbatrices.  11  serait  à  désirer  cepoi- 
dant  qu'on  comparât  de  nouveau  les  formules  aïnd 
rectifiées  aux  io4  oppositions  de  Jupiter  et  Satorue 
qui  servent  de  base  aux  nouvelles  tables  de  M.  Bou- 
vard ;  les  corrections  qui  en  résulteraient  pour  les 
élémens  des  orbites  elliptiques,  seraient  sans  doute 
insensibles  :  mais  cette  comparaison  pourrait  indiquer, 
comme  on  l'a  dit  n*87,  pour  la  masse  de  Jupiter 
employée  par  Laplace,  et  qui  est  à  peu  près  celle 
qu'avait  donnée  Newton ,  une  correction  qui  rappr<K 
cherait  sa  valeur  de  celle  qui  résulte  du  calcul  des 
inégalités  des  petites  planètes  et  des  clongatious  des 
satellites  observées  par  M.  Airy. 
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CHAPITRE  XXII. 


Formation  des  Tables  astronomiques  par  ia  compta- 
raison  des  observations  et  de  la  théorie.  Détermina- 
tion du  plan  invariable.  Conclusion  de  la  théorie 
des  inégalités  planétaires. 

ii4-  Noos  allons  oons  occuper  ici  de  laconstmc- 
tion  des  tables  planétaires,  et  montrer  comment,  par 
le  concours  des  observations  et  des  formules  de  la 
théorie,  on  peut  s'élever,  de  siècle  en  siècle,  à  la  con- 
naissance  plus  exacte  de  tous  les  mouvemeos  célestes. 
Nous  entrerons,  à  cet  égard,  dans  quelques  détails 
qui  paraîtront  peut-être  superflus  aux  astronomes 
qui  s'occupent  spécialement  de  cet  objet ,  maïs  qui 
nous  semblent  nécessaires  pour  montrer  aux  jeones 
géomètres  qui  étudient  la  théorie  du  système  du 
monde ,  et  auxquels  cet  ouvrage  est  surtout  destiné , 
combien  Ij^.  détermination  ihéoriqne  des  inégalités 
séculaires  et  périodiques  des  mouvemens  planétaires, 
a  d'influence  sur  les  valeurs  des  élémeas  d'où  dépen- 
dent les  tables  astronomiques ,  et  combien  il  importe 
par  conséquent  de  la  perfectionner  de  plus  en  plus, 
pour  donner  à  ces  tables  toute  la  précision  que  les 
observations  comportent. 

Dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie,  on   doit  re- 
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garder  les  masses  des  planètes  et  les  élémens  de 
leurs  orbites  connue  à  peu  près  connus  ,  et  ils 
n'oot  besoin  que  de  légères  corrections  qu'on  déter- 
minera à  mesure  que  les  bonnes  observations  se  mul- 
tiplieront. Les  inégalités  séculaires  sont  propres  sur- 
tout à  &ire  connaître  les  valeurs  exactes  des  niasses, 
et  les  coeiEciens  indéterminés  que  nous  avons  laissés 
subsister  dans  nos  formules ,  et  qui  représentent  les 
corrections  dout  les  masses  que  nous  avoos  adop- 
tées sont  encore  susceptibles,  seraient  aisément  dé- 
terminées, si  l'on  avait  les  valeurs  précises  de  ces 
inégalités  pour  des  époques  fixées.  Malbeureu- 
sement  les  observations  anciennes  sont  trop  incor- 
rectes, et  les  modernes  trop  rapprochées,  pour 
qu'on  puisse  déterminer  de  cette  manière  les  masses 
planétaires;  et  en  attendant  que  les  variations  sécu- 
laires se  soient  par  la  suite  des  temps  sufEsamment 
développées,  on  est  obligé  d'emploj^er,  à  leur  de- 
vint, les  inégalités  périodiques  résultant  d'un  grand 
nombre  d'observations,  et  de  déterminer  les  correc- 
tions des  masses  comme  celles  des  antres  éZemens 
dn  mouvement  elliptique. 

Pour  cela,  on  réunira  un  grand  nombre  d'ob- 
servations ^tes  avec  de  bons  instnimens ,  par  des 
observateurs  habiles,  et  embrassant  le  plus  grand 
intervalle  qu'il  se  pourra.  Chaque  observation  don- 
nera la  longitude  et  la  latitude  géoceotrîques  de  la 
planète  pour  une  époque  connue.  On  convertira 
d'abord  cette  longitude  et  cette  latitude,  corrigées  de 
l'aberration  et  de  la  nutation,  en  longitude  et  en 
latitude  héliocentrique,  c'est-à-dire  vues  du  centre 
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da  Soleil,  par  les  formules  connues,  et  l'on  effec- 
tuera les  mêmes  opérations  sur  toutes  les  observa- 
tions dont  on  veut  faire  usage.  Ensuite,  au  moyen 
des  tablée  provisoires  qui  résultent  des  formales  pré- 
cédentes, disposées  comme  on  l'a  vu  n"  107,  on  calco- 
lera  les  longitudes  et  les  latitudes  correspondantes 
aux  mêmes  époques.  Si  ces  tables  étaient  exactes  et 
lâs  (^>8ërvatioDs  d'une  rigoureuse  précision ,  les  va- 
leurs résultantes  de  l'observation  et  du  calcul  de- 
vraient être  identiquement  les  mêmes  j  les  différences 
seront  donc  l'erreur  des  tables,  puisque  l'on  suppose 
qne  Ton  peut  compter  sur  les  observations.  En  fai- 
sant, par  conséquent,  varier  d'une  très  petite  quantité 
chactin  des  élémens  de  l'orbite  elliptique ,  ainsi  que 
les  valemi  des  masses  perturbatrices,  dans  l'expres- 
ûon  de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  planète  »  et 
en  égalant  les  variations  qui  en  résulteront  aux  diffé- 
rences entre  les  longitudes  et  les  latitudes  observées 
et  calculées  par  les  formules  de  la  théorie ,  on  aura 
autant  d'équations  de  condition  eutre  les  corrections 
qu'on  a  &it  subir  aux  élémf  us  elliptiques  de  la  pla- 
nète et  ànx  masses  perturbatrices.  Comme  ces  équa- 
tions seront  toujours  en  beaucoup  pins  grand  nombre 
que  les  incoonnas  qu'elles  renferment,  on  les  com- 
binera entre  elles  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
de  manière  à  réduire  leur  nombre  à  celui  des  incon- 
nues ,  et  en  les  résolvant  par  les  méthodes  ordinaires 
d'éUtnination ,  ou  en  déduira  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités, (^-anra  ainsi  le  mojCD  le  plt»  exact  que  l'on' 
puisse  employer,  dans  l'état  de  perfectionnement 
qu'a  atteint  l'Astronomie  théorique  et  pratique,  pour 
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arrÏTer,  par  des  corrections  SDCcessives,  à  la  détermî- 
natîoa  exacte  des  masses  et  des  élémeas  des  orbes 
des  planètes. 

Soit  donc  V  la  longitude  hëliocentrique  de  m  dé- 
duite de  l'obserration ,  et  V  cette  même  longitude 
calculée  par  le  moyen  des  formules  précédentes^  on 
des  tables  provisoires  qu'on  en  aura  déduites  ^  et  soit 
(TV  la  variation  de  V  résultant  des  corrections  de 
chacun  des  elémens  qui  entrent  dans  son  expression  , 
la  comparaison  des  longitudes  observées  et  cakolées 
donnera  V  ^  V  +  /V  ,  et  par  conséquent 

JV  =  V  —  V. 

Si  Ton  désigne  par  F^  P",  etc. ,  les  pertarbatioes 
qu'éprouve  la  planète  m  par  l'action  des  planètes  wi, 
m't  etc.  t  en  vertu  des  formules  du  mouvement  trou- 
blé, on  aura 

V=nï-H+2esin(/i*4.«— w)-i-mT'+m'T"-|-etc., 

■en  n'ayant  égard,  pour  plus  de  sim[^citéj  qu'an 
premier  terme  de  l'éqiytîoa  du  centre ,  parce  que 
les  corrections  qui  résulteraient  de  la  conûdération 
des  antres  termes,  seraient  absolument  in&en8iUes.De 
méme,)on  ne  conservera  dans  P',  F',  etc.,  que  les  iné- 
galités affectées  des  coefficîens  les  plus  considérables. 
Si  l'on  différentie  par  rapport  à  la  caractéristique  S" 
cette  expression  ,  en  faisant  varier  les  constantes  du 
mouvement  elliptique  et  les  masses  perturbatrices  m', 
m'',  etc.,  qae  pour  abréger  on  fasse  /)=n£-f-  c  —  tf> 
OU' aura 

/V=(i/»+A)(i+.iieeo«pH.*fefinp— aeJ»«<«p+P'/'i«'+P"*»i"+B*t^ 
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et  par  conséquent ,  entre  les  variations  t^,  ^t,  etc., 
on  aura  l'équation  de  condition  suivante  : 

(  i  /n-f-A)  (  i+î"  co»p)+aA  «ia  p— m/b  <xtp+Vtm'+P'/m'-i-  cte .  =Y'— V . 

Chaque  observation  donnera  une  équation  sem- 
blable, et  la  résolution  de  toutes  ces  équations 
combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés ,  fera 
connaître  les  valeurs  des  corrections  indéterminées  ^, 
J^  tte,  S'a  f  et  celles  des  masses  perturbatrices  m', 
m",  etc. 

Les  observations  de  la  latitude  fonmiront  des 
équations  semblables,  qui  serviront  à  corriger  les 
deux  autres  élémens  de  IWbe  elliptique,  c'est-à- 
dire  ceux  d'où  dépend  sa  position  dans  l'espace.  En 
effet,  si  l'on  nomme  ^  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m 
à  l'-écliptique  fixe,  a,  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant, et  S  le  sÎDUs  de  la  latitade,  on  aura 
S  =  sin^sin(V  —  a);  en  différentiant  par  coosé- 
qaent  par  rapport  à  f  et  à  a,  on  aura 

(rS  =  Ér^c0SÇsin(V — a) — <P«sin^C08(V — a). 

Si  donc  on  nomme  S' le  sinus  de  la  latitade  obser- 
vée ,  et  S  le  sinus  de  la  latitude  calculée  par  les 
formules  dn  mouvement  elliptique,  on  aura 

«rçcTOÇsinCV— «) — «r«sin^cos(V  —  *)=S' — S, 

et  chaque  observation  de  la  latitude  fournira  mie 
équation  semblable.  En  appliquant  à  ces  équations 
la  méthode  des  moindres  carrés,  il  sera  Ëidle  d'en 
tirer  les  valeurs  des  corrections  /^  et  cTct,  de  ma- 


yc„i,zedi!v  Google 


S»6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

nière  à  satis^re  le  plue  exactement  possible  à  Ten- 

semble  des  observations. 

Avec  les  élémens  elliptiques  et  les  masses  pertar- 
batrices  aînsî  corrigées ,  on  construira  de  nouvelles 
tables  du  mouvement  de  la  planète  qui  auront  toute 
la  précision  que  comportent  les  observations  que 
l'on  a  employées.  Chacune  de  celles  qu'on  fera  dans 
la  suite  ^  comparée  aux  résultats  de  ces  tables ,  four- 
nira de  nouvelles  équations  de  condition  que  l'on 
ajoutera  aux  premières;  et  lorsque  le  temps  aura 
permis  d'en  rassembler  un  assez  grand  nombre  ,  en 
ccmibioaat  entre  elles  les  équations  de  condittoo , 
tant  anciennes  que  modernes  ,  on  détenninera  une 
seconde  fqis  les  corrections  des  masses  et  des  élé- 
mens elliptiques  avec  lesquels  oa  construira  de  nou- 
velles tables  plus  exactes  que  les  premières.  En  con- 
tinuant de  la  même  manière ,  et  en  répétant  cette 
opératioa  à  des  intervalles  de  dix  ou  vingt  ans,  on 
parviendra,  par  des  approximations  successives,  à 
donner  aux  tables  astronomiques  et  aux  élémens 
qui  servent  à  les  établir  le  plus  haut  degré  de  pré- 
fnsîon. 

C'est  de  cette  manière  qu'ont  déjà  été  construites 
deux  fois  depuis  trente  ans ,  les  tables  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus ,  que  Ton  peut  regarder,  pour 
l'ordre  et  la  clarté,  comme  un  modèle  en  œ  genre. 
Ces  tables,  celles  des  deux  premières  planètes  da 
moins,  représentent  avec  on  grand  degré  d'exac^ 
titnde  tontes  les  observations  modernes.  Cependant  il 
est  pr(J>able  que  l'on  pourrait  ajouter  encore  à  leur 
précision ,  en  rectifiant  qnelqoes  parties  de  la  grande 
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inégalité  de  Japiter  et  de  Saturne,  omises  par  Laplace, 
ou  qui  ont  été  prises  avec  ua  signe  contraire.  11  se- 
rait surlout  à  désirer,  cCHnme  je  l'ai  dit ,  qu'on  reprtt 
sons  ce  point  de  vue  la  discusdon  des  équations  de 
condition  qu'a  fontuîes  la  comparaison  de  la  théorie 
et  des  observations ,  pour  s'assurer  si  les  corrections 
nouvelles  qui  en  résulteront,  ne  donneraient  pas  à  la 
masse  de  Jupiter  une  valeur  plus  concordante  avec 
celle  qu'on  a  conclue  des  élongations  de  ses  satel- 
lites, d'après  les  observations  les  plus  récentes,  et 
celle  qui  résulte  des  perturbations  que  cause  cette 
planète  dans  les  mouvemens  de  Cérès,  Jnnoa  et 
Vcsta. 

Les  tables  dllranus  qui  avaient,  lors  de  leur  for- 
mation ,  tonte  la  précision  de  celles  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  ne  représentent  déjà  plus,  dit-on  ,  que  très 
imparfaitement  les  observations  actuelles,  si  rappro< 
chéescependantde  cette  époque.  Il  iàntratlribner  sans 
doute  à  ce  que  les  observations  faites  avant  que  cet  astre 
ne  Mt  rangé  parmi  les  planètes,  n'ont  pu  être  employées 
dans  la  construction  des  tables ,  à  cause  de  leur  peu  de 
précision,  et  que  celtes  qui  ont  été  faites  depuis  1781 
n'étaient  pas  encore  alors  assez  nombreuses.  Ou  a 
on  aussi  qu'il  serait  possible  que  cette  planète ,  qui 
s'éloigne  à  de  ai  grandes  distances  du  Soleil ,  dans 
les  espaces  où  nos  meilleures  lunettes  ne  peuvent  1& 
suivre,  rencontrât  quelque  planète  inconnue  qui 
causerait  dans  sa  marche  des  perturbations  sensi- 
bles. Mais  ce  sont  là  des  suppositions  qu'il  ne  sera 
permis  de  discuter  qu'après  un  intervalle  de  temps 
assez  considérable  pour  qu'on  ait  pa  réunir  un  grand 
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nombre  d'observatiotis  et  former  de  noaTelles  table* 
de  la  planète.  On  s'assurera  alors  si  ces  tables,  plus 
exactes  <]ue  les  premières,  sont  encore  insuffisantes 
pour  représenter  ses  mouvemens. 

ii5.  Noos  avons  donné,  dans  le  n' 79,  livre  H, 
les  formules  qui  détennînent  la  position  du  plan  ia- 
variable  du  système  du  monde ,  c'est-à-dire  du  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  et  nous  avons  indiqué 
l'usage  qu'en  pourraient  iaire  les  astronomes,  pour 
reconnaître  dans  tous  les  siècles  les  déplacemens  des 
orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouvemens 
propres  des  étoiles  qui  nous  sont  généralement  incon- 
nns.  Si  l'on  nomme  y  l'inclinaison  du  plan  inva- 
riable à  l'écliptiqne  fixe  de  1800,  et  n  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan ,  on  a ,  par  le 
nnméro  cité, 


tang>sinn  =  ^V'oi'-^Ui^P^j^] 


tangycosn  : 


%my^a{i  — e*)»inyco3* 
ZmV^afi  — e')ciuf      *•' 

le  signe  Z  représentant  la  somme  de  tous  les  termes 
semblables  relatîfe  aux  planètes  m',  m',  etc.  &i  subs- 
tituant pour  chacune  d'elles,  dans  ces  formules,  k  la 
place  d&m,a,  e,<petet,  leurs  valeurs  données  n*  ttS, 
on  a  trouvé 

n,«=  io3»  8' 45", 
y  =    I'  34'  ler. 

£n  remplaçant  ensuite  e,ç  et  «  par  leurs  valeurs 
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relatives  k  l'écliptiqne  fixe,  calculées  ponr  Tépoque 
de  3000  d'après  les  formules  du  n°  91 ,  on  a 
trouTé 

n  =  loS"   8*50", 
y  =      1*34'  i5". 

Ces  valeurs  s'écattent  peu  des  précédentes  ;  les  pe- 
tites différences  TÎeooent  sans  doute  des  corrections 
dont  peuvent  encore  avoir  besoin  les  variations  sécu- 
laires des  «xceatricités  et  des  nœuds  des  orbes  pla- 
nétaires. Il  faut  observer  ce^odant  que  la  difiereoce 
entre  les  deux  résultats  est  cinq  fois  plus  graude 
sur  la  longitude  du  nœud  que  snr  l'inclinaison  ^  ce 
qui  tient  à  ce  qne  l'inclinaison  y  du  plan  invariable 
snr  l'écliptique  étant  peu  considérable ,  les  numéra- 
teurs des  équations  (i)  sont  tons  deux  de  très  pe- 
tites quantités;  en  sorte  qne  la  valeur  de  taugll 
étant  donnée  par  la  formule 

il  en  résulte  nécessairement  que  de  très  petites  diffé- 
retKes  dans  les  quantités  2m  \/a{i  —e')  sin  ^sins  e 
2ni\/a(i  — e*  Jsin^cosŒ,  peuvent  en  produire  de 
considérables  dans  la  valeur  de  tang  II  ^  et  par  suite 
dans  celle  de  l'angle  n.  La  même  remarque  s'ap- 
plique dans  la  tbéorie  des  pOTturbations  des  pla- 
nètes et  des  comètes ,  aux  formules  qui  donnent  la 
position  de  l'orbite  troublée  par  rapport  à  l'orbite - 
primitive. 

On  doit  donc  regarder  comme  parfaitement  éta- 

ToHK  m.  54 


Eiiiizedbv  Google 


53o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

blie  la  fixité  du  plan  invartable.  Cependant,  d«)U 
un  chapitre  consacré  spécialemeot  à  montrer  1^  se^ 
conrs  que  la  théorie  peut  fournir  à   l'Astronaniie 
pratique,  noos  devons  restreindre  les  idées  pent-élre 
exagérées  que  l'on  pourrait  se  former  de  Tutilité  de 
ce  plan  de  direction  constante ,  p<}nr  la  détermina- 
tion des  mouTemens  célestes.  Ea  effet ,  poar  qne  la 
considération  du  plan  invariable  eût  des  avantages 
réels,  il  faudrait  qu'on  put  déduire ,  pour  une  épo* 
que  quelconque,  des  dontiées  fournies  par  l'observa- 
tion, la  position  de  l'orbite  de  chaque  planète  rela- 
tivement à  ce  plan.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lien; 
ainsi,  par  exemple,   au  mo/en   des  équations  (i), 
on  détermine  bien  la  position  du  plan  invariable  sur 
l'écliptiqne ,  à  un  instant  donné  ;  mais  pour  en  con' 
dure  réciproquement  la  position  de  l'écliptique  rap- 
portée au  même  plan ,  et  pouvoir  fa  comparer  à  celle 
qu'avait  cette  même  écliptique  à  une  autre   époque 
quelconque,  il  &udrait  qu'il  existât  sur  le  plan  in- 
variable une  droite  fixe  d'où  les  longilodes  fbsseaf 
comptées.  En  considérant  alors  Iç  triangle  spfaériqne 
compris  entre  la  droite  fixe ,  la  ligne  des  é^nozes 
et  l'intersection  de  l'écliptiqne  et  du  plan  iAmiaMe, 
triangle  datis  lequel  on  connaltrak  l'angle  y  formé 
par  les  deux  plans,   le  c6té  n  compris  enirs  W 
ligne  des  équinoxes  et  leur  intersection  couububc  , 
fit  le  cAté  compris  entre  cdtte  même  ligne  et  la  Anûl* 
fixe ,  on  détennifierBit  k  chaque  époque  l'indinaÎBeB 
de  FécBptiqae.sur  le  plan  invAriaÛe  et  la  loogitiida 
de  ses  ncends  par  rapport  à  une  origine  fixe;  sa  po* 
«ition  serait,  par.  conséquent,  eqtiiremenfi  détenni- 
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•aie,  Nous  arons  va,  n*  33  ,  Urre  I,  qn'en  fai- 
sant abstractoin  de  tonte  atlnclioa  ëlrangère ,  et 
en  n'ayant  égard  qn'à  l'actioa  mutoelle  des  corps 
mû  le  composent,  le  centre  de  gravité  du  système 
solaire  était  emporté  dans  l'espace  d'un  mouve- 
ment recliligne  et  «niforme.  H.  Poisson  a  proposé 
d'adopter  b  projection  sur  le  plan  invariable  de  la 
droite  qne  décrit  ce  centre ,  poar  la  ligne  fixe  d'où 
les  longitudes  sont  comptées.  Et  en  effet,  cette  ligne 
et  ce  plan  sout  peut-être  les  deux  sentes  choses 
invariables  que  noas  connaissions  dans  la  natare. 
Mais  pour  réaliser  cette  idée ,  il  fandratt  que  la 
direction  dn  centre  de  gravité  du  système  solaire  fût 
dès  h  présent  bien  déterminée  par  l'observation  ou 
par  les  données  qui  en  résultent ,  et  fecile  à  retrou- 
ver à  chacune  des  époques  futures  oà  l'on  voudra 
&ire  usage  dn  plan  invariable;  c'est  ce  qui  n'a  pas 
lien  et  ce  qu'on  pourrait  toat  an  plus  espérer  des 
progrès  dé  la  science,  dans  uu  avenir  très  éloigné. 

Le  plan  invariable  aujourd'hui  peut  doBC  faire 
connaître  simplementles  variations  d'inclinaisons  des 
orbes  planétaires  sur  ce  plan }  mais  qnand  bien  même 
on  arriverait  à  trouver  une  droite  fixe  qtû  pût  servir  à 
déterminer  exactement  les  variations  de  leurs  nœuds, 
tontes  les  difficultés  ne  seraient  pas  levées.  En  effet, 
ce  qui  surtout  importe  aux  astronomes,  c'est  d'avoir 
les  variations  de  l'écliptique  vraie  par  rapport  à  un 
plan  immuable,  puisque  c'est  à  l'écliptique  qu'ils 
rapportent  tous  les  mouvemens  célestes  ;  or,  comme 
riocKdaison  dn  plan  invariable  sur  l'écliptique  fixe  est 
très  petite^  il  en  résnltc,  comme  on  l'a  vu,  que  la  Ion- 
34.. 


Eiiiizedbv  Google 


53»  THÉORIE  ANALYTIQUE 

gitude  de  lear  intersection  comiDane,  et  par  suite ,  h 
longitude  du  nœud  de  Tëcliptique  fixe  on  mobile  sor 
le  i^laii  invaiiable  qui  s*en  déduit,  ne  peuvent  jamais 
être  déterminées  avec  une  précision  rigoureuse.  Ain- 
si ,  de  légères  erreurs  dans  les  obsenratïoas  ^  ou 
même  celles  qui  résultent  des  quantités  n^Iîgées 
dans  les  approximations  d'où  se  déduisent  les  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique ,  en  prbduiront  de 
considérables  dans  le  rapport  de  deux  quantités 
X.m\/a{i — e'^sin^sina  et  'S,m\/a{i — e'Jsinfcostf, 
et  par  suite,  le  nœud  de  l'écliptique  sur  le  plan  Bxe 
paraîtra  avoir  beaucoup  varié,  sans  que  ce  noeud 
ait  subi  des  déplacemens  considérables. 

Heureusement ,  dans  l'état  actuel  de  l'Âstronoinie, 
la  considération  du  plan  invariable  est  peu  nécessaire; 
son  utilité  pourrait  se  faire  sentir,  si ,  après  l'une  de  ces 
grandes  catastrophes  qui  bouleversent  quelquefois  lei 
sociétés  humaines,  la  culture  des  sciences  venant  à  être 
interrompue  pendant  plusieurs  siècles,  k.  l'époqae  où 
la  civilisation  se  ranimerait ,  on  voulait  connallre  Jes 
véritables  déplacemens  qu'ont  subis  dans  l'intervalle 
les  orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouve- 
meas  propres  qu'ont  pu  avoir  les  étoiles.  Mais  lors- 
que des  observations  faites  avec  la  précision  qu'elles 
on  t  aujourd'hui,  formeront  une  longue  série  de  phéno- 
mènes dont  la  suite  n'est  jamais  interrompue,  les  mou- 
veraeos  de  l'écliptique  et  des  équinoxes  pourront  se 
déduire  directement  de  la  théorie  et  de  l'observation, 
avec  tonte  la  précision  nécessaire  pour  que  le  secours 
du  plan  invariable  devienne  tout-àr&it  superflu.  On 
ne  voit  pas,  en  effet,  que  jusqu'ici  les  astronomes 
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en  aient  fût  ancno  usa^.  Cepeadaat,  la  découTcrte 
du  plan  inivirùii^f  par  Laplace,  n'en  doit  pas  moins 
être  regardée  comme  un  beau  théorème  d'analyse, 
déduit  des  lois  primordiales  dn  mouvement,  et  les 
formules  qui  le  déterminent  forment  entre  les  varia- 
tioDS  séculaires  des  élémens  ellipticpies  des  orbes  pla- 
nétaires ,  de  nouvelles  équatious  de  condition  qui 
servent  à  vérifier  leurs  valeurs. 

II 6.  Les  variations  sécolaires  des  élémens  ellipti- 
ques» en  se  développant  par  la  suite  des  temps,  fourni- 
ront le  moyen  le  plus  exact  pour  de'terminer  les  cor- 
rections que  doiventsubirlesmasses  des  ^nètes.  Les 
valeurs  que  nous  leur  avons  supposées ,  dédnites  de 
la  comparaison  d'un  grand  nombre  d'observations 
aux  formules  de  la  théorie,  peuvent  être  déjà  regar- 
dées comme  très  approchées,  et  sont  ce  que  l'on 
peut  attendre  de  plus  exact  dans  l'état  actuel  de  la 
science,  ha  masse  de.  Mercure ,  déterminée  d'nne 
muiière  empirique,  laisse  seule  beaucoup  d'incer- 
titude; mais  cette  masse  est  si  peu  considiérable,  et 
les  effets  qu'elle  produit  sur  les  mouvemens  des  autres 
pkuètes  sont  si  peu  sensibles,  qu'il  ne  peut  résulter 
de  sou  incorrection  que  de  très  légères  différences 
dans  la  théorie  des  inégalités  du  système  planétaire. 

l^  observations  de  la  plus  grande  élongation  du 
quatrième  satellite  de  Jupiter  faites  par  M.  Aiiy  dans 
ces  derniers  temps ,  ont  considérablement  angmenté 
la  masse  de  cette  planète,  déduite  des  élongations  du 
même  satellite  corvées  par  Poand ,  contemporain 
de  Newton ,  et  les  seules  qu'on  eût  employées  jus- 
qu'ici pour  déterminer  la  valeur  do  cette  masse.  11 
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était  à  délirer  que  ces  obsecTatioiu  fiu9Bnt  vérifiée» 
avec  le  plus  grand  soin  ;  nous  avons  appris  «jne 
M<  Arago  s'en  occape  en  ce  moment ,  et  les  résul- 
tats satisfaisans  qu'on  a  droit  d'attendre  d'un  obser' 
Tâteur  si  habile ,  seront  d'un  heureux  augure  pour  la 
nouvelle  directioa  qu'il  vient  d'imprimer  à  YObserra  - 
loîre  royal  de  Paris. 

Espérons  que  M.  Arago  étendra  ses  rechncfaes  aux 
élongations  des  satellites  de  Saturne  et  dIJraons  ; 
nous  savons  que  leur  observation  est  beaucoup  pins 
difficile  que  celle  des  élongations  des  satelUtes  de 
Jupiter  ;  mais  c'est  là  un  point  délicat  sur  lequel  les 
géomètres  ont  appelé  depuis  long-temps  l'attentïoa 
des  astronomes ,  et  qui  ne  peql  rester  plus  long-temps 
indécis. 

L'observation  des  petites  planètes  mérite  aussi  de 
fixer  l'attention  de  nos  astronomes.  Nous  avons  é{é 
devancés,  sur  cet  objet,  par  les  savans  de  l'autre 
c6té  du  Rhin ,  et  ils  ont  déjà  recueilli  un  assea  grssd 
nombre  d'observations  exactes,  pour  pouvoir  ks 
comparer  aux  inégalités  déduites  de  la  théoire.  Le 
premier  avantage  qa'ils  en  ont  retiré,  est  une  oonrefe- 
tion  importante  dans  la  masse  de  JufHter,  qae  Von 
avait  adoptée  depuis  Newton. 

Mais  en  même  temps  que  l'AstroncHnie  pratique 
va  remonter  parmi  nous  au  rang  qu'elle  a  jadis 
occupé,  et  que  des  obstacles  dépendans  des  localité 
avaient  pu  seuls  lui  faire  perdre  un  moment,  notis 
ne  devons  pas  oublier  de  rappeler  qu'il  est  un  héri- 
tage que  les  fondateurs  du  Bureau  des  Longitudes 
ont  l^né  à  leurs  successeurs ,  et  qui  ne  doit  pas 
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péricUf  er  en  leurs  mains  ;  c'est  le  dépôt  de  nos  tables 
astronomiques.  Nous  avons  de  très  bonnei  tables  des 
raouTemens  de  Jupiter  etSatnrae;  les  taUes  d*Ura- 
nos,  de  Vnius ,  de  Mars,  de  Mercure  laissent  à  d^ 
slrer.  Mais  avant  tout ,  et  comme  base  des  autres  tra- 
vaux ,  les  tables  du  Soleil ,  calculées  par  Delambre  t 
doivent  être  reprises;  nous  devons  à  notre  honneur  de 
aepas  ttouslaissergagnerde  vitesse  sur  ce  point.  Pour 
eilk:tnep  cette  entreprise,  le  Bufean  des  Longitudes  de 
Francene  manque  ni  àé  calculateurs  habiles,  ni  de  sa- 
Tans  gédmètres  ponrlesdirîger;  les  tables  anciennes 
senriront  à  en  construire  de  nouvelles  plus  exactes  que 
les  premières.  «Ainsi  les  travaux  des  astronomes,  en 
s'ajoutant  sans  cesse  à  cens  des  astronomes  précédens , 
donneront  enfin  le  plos  hant  degré  de  précision  aux 
tables  astronomiques  et  aux  valeurs  dont  elles  dé- 
pendent (*).  » 

Qtiatit  à  ooos,  nous  terminerons  ici  ce  que  nous 
avions  11  dire  sur  la  partie  de  la  théorie  du  s^^slème  du 
monde  qui  traite  des  inégalités  planétaires.  Ce  sujet 
nons  B  déjà  fait  dépasser  les  limites  que  nods  nons 
étions  prescrites,  mais  sa  haute  importance  exigeait  ce 
sacrifice.  Nous  avonsexpose,  dans  la  théorie  des  per- 
tarbatiooâ  des  planètes,  les  méthodes  les  plos  io^ 
nieuses  que  les  géomètres  aient  inventées  pour  les 
d^rm!ner;  nous  avons  donné  ensuite  les  expreesioot 
numériques  de  tontes  les  inégalités  sensibles  qui 
peuvent  en  résulter  dans  les  mouvamens  célestes  ^ 
en  employant  les  élémeos  elliptiques,  et  les  valears 
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des  masses  les  plnsconcordaotes  avec  les  obseiratioiis. 
L'exactitade  avec  laqneUe  ces  focales  représenlent 
les  plus  anciennes  observatioDS  qui  nous  soient  par- 
venues ,  montre  que  les  mouvemens  planétaires  ne 
sont  soumia  à  l'influence  tl'aucnn  corps  étranger  aa 
système  solaire,  et  que  U  stabilité  de  ce  système  est 
sous  ce  rapport  parfaitement  assurée.  La  grande  loi 
de  l'attraction  universelle  suffit  à  tout  ;  il  n'y  a  pas 
nne  inégalité  des  meuvemens  célestes  qui  n'en  dé-, 
rive  avec  une  admirable  précision;  et  lorsque,  dans 
ces  mouvemens  ,  quelques  anomalies  étranges ,  qai 
semblaient  échapper  à  toute  explication,  ont  ù^ 
douter  quelquefois  de  son  exactitude  ou  de  sa  géné- 
ralité ,  on  a  bientôt  reconnu  que  le  défaut  des  mé- 
tbodes  on  l'insuffisance  des  approximations  avaient 
seuls  emp^hé  d'en  reconnaître  d'abord  les  causea 
simples  et  naturelles.  Il  n'y  a  pas  long-temps  encore^ 
quelques  géomètres,  pour  expliquer  ta  différence  des 
valeurs  de  la  masse  de  Jupiter,  déduites  du  talcul 
des  in^alités  des  petites  planètes  et  des  équations  fon- 
damentales des  tables  de  M.  Bouvard,  avaient  supposé 
que  l'attractioa  mutuelle  des  planètes  ne  dépend  pas. 
seulement  de  leurs  masses  et  de  Leun  distances,,  mats 
encore  de  k  substance  du  corpA  sur  lequel  elle 
s'exerce,  et.  qu'ainsi  il  était  nécessaire  d'employer 
pour  Jupiter  une  masse  différente  dans  le  calcul  des 
inégalités  de  Saturne  et  dans  celui  des  inégalités  de 
Pallas,  Jnnon,  Cérès  et  Vesta.  Mais  les  observa-* 
lions  de  M.  Airy,  en  montrant  que  Tattractioa  de 
Jupiter  sur  ses  satellites  est  la  même  que  celle  qu'il 
exerce  sur  les  petites  plaaètes,  a  déjà  en  partie  ifé- 
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futé  cette  assertion  f  et  le  ooaTeaa  travail  dont  s'oc-^ 
cnpe  M.  Bouvard,  ne  laissera  bientôt  certainemeut 
aucun  doute  à  cet  égard.  Nous  ne  serons  donc  pas- 
obligés  de  renoncer  à  cette  admirable  simplicité  qui 
est  l'un  des  caractères  distincllfs  de  la  grande  loi  dé- 
couverte par  Nevrioa.  L'action  de  la  gravité,  en  rai- 
son directe  des  masses  et  inverse  du  carré  des  dis- 
tances, est  la  même  sur  tous  les  corps  ^  qaelle  que 
soit  leur  nature;  elle  rend  compte  de  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  des  planète» et  des  satellites; 
elle  s'applique  avec  la  même  précision  k  la  déter- 
mination des  perturbations  des  comètes ,  quoiqu'elles, 
semblent  composées  de  substances  particulières;  en- 
fin ,  si  l'on  en  croit  les  idées  ingénieuses  de  LapUce 
sur  l'origine  du  système  planétaire,  cette  loi  eat^ 
l'unique  agent  qu'ait  employé  U  snprdme  intclli^ 
gence  dans  la  création  du  monde  phynqne.  Ainsi-, 
seule  elle  a  présidé  îi  sa  formation ,  comme  seule 
elle  suffit  aujourd'hui  à  ses  mouremens  et  à  stk 
conservation. 


FIN  DU  TROISIÈME  VOLUME^ 
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NOTES 

RELATIVES  AD  LIVRE  VI. 

NOTE  PREMIÈRE. 

Sur  Fexpression  de  la  Jonction  perturbatrice. 
(yojez  diap.  I".) 

Pour  rimpliSer  d&na  lé  n"  i  dn  livre  YI ,  naos  arons  cboûî 
pour  plAa  de  projecdon  on  plan  paiiant  par  !■  cotnmaiK 
inurMCtion  d»  orititM  du  plânitn  m  et  m'  ;  tomu  il  ett  ùiif 
ctV'VV'M'*'  l'expwwioD  da  Ja  fonctioo  H  qui  en  résalte,  a 
oepifqda^f  tou^  la  génèraliU  dont  eHe  ett  snscepUblv  i  <»  fû 
tieat  A  fe  qae  cette  fonction  ne  dtfpepd  r  comme  (mi  l'a  to, 
que  des  distances  mntuellea  de  m  et  m',  et  de  leur  distance  à 
l'origine  des  coordonnées ,  et  doit  itre  par  conséquent  ab»o- 
lament  indépendante  des  axes  ataqnels  elles  sont  rapport 
tées. 

En  effet,  soient  comme  danalen*  i,  chapitre  t*,  x,  7-,  z^ 
les  coordonnées  rectaiigiilaiRs  de  m  lelatiTes  k  des  uea  qoel- 
conqoes ,  soient  x'  ,y ,  x'  les  coordonnées  de  m',  âùsons 

M  désignons  p«r  w  et  v^  les  longitndes  des  deux  planitea  m- 
et  m'  comptées  respectÎTement  dans  lears  orbites ,  à  partir  de 
tenr  intersection  arec  le  plan  fiie  qae  nous  supposerons  Ctie 
«elm  des  coordonnées  x  etj. 

En  nonunaat  t' llnclinaitoa  de  l'orbite  de  m  sur  le  plu. 
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fiie,  çt  fi  la  lo|iigitiid«  de  son  naud  mrmuVnt ,  on  aura  . 
X  =  r  aaBmav  ^  r  nn f  coi ïsin  v, 
^  :=  rÙD  IcMv -}-rc093cos^  npv» 
s  =='fiùa.ivii.v. 

En  iiomBuin't  r  et  t"  c«  qw  deviennent  t  et  i  pu  rapport 
i  m',  où  MttB'Kle'niMM  '  - 

a?*  s=?jr'c<wi'«)««' —  r'sin*'  co^if  Bin«', 

■  ■  -j^  -.aa  ^.tÊÈii  ÙK^. 
Si  l'on  lututitue  cei  Tslenn  dut*  l'expresùon  de  ^,  on 


([■sf^+Z'— àn'co5(#'— -fl)co8vco»t»' — 3rr'Gosi'sîn(*'-l)nnvco>y 
^-ar/cosf  bÏd(3'  — l)cosi>8Ïn  v' 
—  ary[coatcosi''coB(fi'^6]4'^ii*  siDi^ainvsinv'. 

O9  Tràt-^lkpar,ce|lfeefpu«9n,  qui  iwj^iHXientqiieVIarc 
6* — 6  compris  entre  lesnceudsdes  deox.orlMtes^  qoefetpar 
conséquent  U  fonction  R,'  tont  iç'd^pèndantei  de  la  droite, 
d'où  lei  longitudes  sont  comptées  sur  Iq  pUn  Çie. 

Pour  introduire  dails  la  /opction'précéd^Eiite  fes' conslant^b 
qui  fixent  la  position  de  la  commune  iàterkection  des  deux 
orbites,  j'observe  que  les  àn^es  V  et  V  étsQt  compta  des  niéads 
des  •faites'  de  mcL.de  »i  su  le  pluL.fixf ,  fi  l'on  ncfr^L^f  ,0 
la  longitifde.jle,k|{r,,i:f^t^fi)DiC  intersection  comptée  sur  le 
plan  de  la  première ,  et  n'  cette  même  longitude  compta 
sur  l'orbite  de  tn",  qu'on  déaignb  par  v  et'  /  lés  ton^ltfdetf  dt* 
dçux.p^nètfi«  iwuip^Bs.d?,fietl£^ê|9re>4n^^-&BFil^f4w% 
de  leurs  orbites  respectives,  on  aura 

»  7ÏS:V..^f  flj-^  V    :"'  T??/"  +  P'  T-r,6'.    ■  ,1 

Si  l'on  snbstiS'liefài^vetii''  k'Éft  wlenà dâostlIupMssiOM 
d«if*i  teiaum    '  ■  '■     .-;,—■;  -.u- ,.    '  :  ■   _■:..  -' 
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,«mr-Jfy«— »rKCco<r-«)to^-^>-co^.hi(*'-»>iii[ir-»')i«ii(M-HI-<)cei.^ 
-Hrr'[cM(r-4}M(ir-r>4<0(ri>n(S'-l)«<n'-r]]ccM(i»f<D-<><Dv' 
-a«'{[c«.-<«.-'«-(r-()  +  «Diiinrnrâi(rr-r) 

+  CM  { lin  (r — •]  CM  (rr  -  r})  «îD  (f -f-n — ^  oMt/ 

~irr'{cMicMi'cOi(r— D-f-ÙDiMB  flcoiCir— r) 

—  DOii  mi  (C-()  .in  [IT  -  r)  }  iiii  (.^  +n  -  ê)  dn  ^. 

Coniidéroiu  le  triangle  «phérique  c«Mpru  eatra  In  pluiB 
du  orbites  de  m  et  m' ,  et  te  pUn  fise  ;  nommona  I  l'm— 
cUnauon  mutneHe  dei  deax  piremien  pliiu  t  tl  -^  B ,  if  —  f, 
et  A'  —  S,  teiont  l«a  troûcAl^de  ce  triiiigle,et  180* — 1% 
jet  I  les  angles  reipsc^Temeot  opposés  i»chkciui  d'eux.  Par 
les  formales  de  la  Trigonométrie  ^btfriqtie ,  00  anra 

co»  (n  —  6)  =eos(f'— l)cw{n'— O— co»'Hn(^— ')»i>(n'— V).» 

C08lrin(n  -fl)=coi(9'— «JwnCn'— l'j+co^MnC-  8)cos(n'— <^ , 
cosùin(a— S)s»in(6'— f]cos(ll'— 0+cosrcos(f'— â)siD(n'— tO , 
•inMiD(n — 6)^mifKn{ïf — f), 

cosi  ssscoticoat  +iiaisini'cùa(lf  ^  S), 
«os(n'-*#)=aW(*''^)«»s(n— fl)-f-a»MÎn(fl'— ()sio(n— J>. 

Enrertude  ces  relaUoiu,,le  coefficient  de 

^3//coB(i'  +  n  —  fl)cosi'',  dans  l'expression  de  f* ,  se  réduit 
J)  cof(n. —  i^^le  co^cient  da  terme  ■+-%r/cot(y+n — 0>iac', 

le  lédoU  à  cosIain(n  —  S),   le  coefficient  da  terme 

-i-arr'wiifi'-j-n  — 8)cos/peots'éç^  aipsi 

tôt  î^incr  <-e)««(rr — o + «si'toscô'—  9)Ao(n  ~tfy\ 

^,  «n  yert»  des  relations  précé^eotei  derient 
•tfs4sin(n — S)  +ria*>'BÎn(n  — l)t  *>°  simplenent  aïn^ — ê}-. 
Enfin ,  le  coeffiôent  da  dernier  terme  de  la  même  fonction^ 
moltipUé  parcos  C-^S)  ^  peot  prendre  cette  formé 

Ecos  icoaif  4- «>  t'aiii/i»a<*'>~«))coa  ([fr- 1^ 

— cosûin(C— 4)[cos(9'— l)(b(ir— *')+cou''>in(9'.4)c«B(n'-^^]  ^ 
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«u  bien 

coaT[cM(n'  — f)  — co»ina(V — 6)nn  (n— I)]. 

En  substituant  pour  co8(n'  —  d')  sa  râleur ,  et  diviuiit  par 
COI  (S^  —  0)  le  résultat ,  on  voit  qoe  le  coefficient  cberchtf  se 
réduit  i  G<»  I  coi(n  —  6). 

On  aora  donc  ainsi 

^■  =  1*+/"— arr'cos(n— l)cos(f+n— fl)co«»' 
4-3r/cosIsîn(n — â)cos(i'4-n — t)àa/ 
—  2rr^  sinCn — t)Ma(y  +  n  —  B>:osi'' 
•~  arr^  co*  I  cos  (n — 6)  nn(t^n  —  9)  sin  / . 
Ou  en  réduisaitt 

j*  ^  r*  +  /'■  —  ar/cos  K  cos  w'  —  arr'  cos  I  sin  f  sin  /. 

On  voit  qoe  celte  vàlear  ne  dépend  |laB  que  de  l'incli- 
naison mntuelle  des  deux  orbites,  et  de  la  position  respective 
de  m  et  de  m*  relatiTement  à  leur  commune  intersecUon. 
Cette  expression  est  identique  arec  celle  que  noua  avOns 
trouvée  n"  I.  K  au  lien  de  compter  le*  longitodes  de  U 
commune  intersection  des  deux  orbites,  ou  roulait  lenr  doa« 
ner  nne  origine  quelconque ,  il  suffirait  de  retrancber  de  v 
et  v'  les  angles  n  et  n'  qui  expriment  la  longitude  de  cette 
intersection,  coDiptée  respectirement  sur  les  pUns  de  cbacuno 
des  orbites.  , 
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NOTEIL 

Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  <& 
tiiwUnaison  et  des  ncguds.  {f^ojrei  page  24-) 

On  pent  «rriT«rd'aM«itienuiiiii»«iizfbniuik«âan*4» 
livre  VI. 
Ed  effet,  biwu 

«iKrcosCf — «),  yssrùa^v — •)co8f,  x=riÏD(i> — <i)Ni>^, 

Ici  angles  •  et  i  déngnant  les  longitudes  de  l'intenectûm 
«)iamiuie  de*  deux  orbites  comptées  respecIÏTeBMDt  l'une 
cnr  le  plan  de  l'orbite  de  m ,  l'autre  sur  le  plui  de  t'orixte 
de  m'. 

K  l'ortnte  de  m  «t  sn^msée  très  peu  iuclinéîe  &q  plan  fixe 
desx  et  des^,  et  ^'on  néglige  le  carré  de  rinclioaûoD  ^  de 
ces  deux  plans,  lei  coordonnées  x  et  j*  seront  ind^tendantct 
de^  et  si  l'on  fait 

p  ss  ârif  ùnti,      q  ^  «ifcos«; 
d'où  l'oD  conclut 

-   =  gAav  —  pcosv; 
«n  aura  nmplement 


&i  difi)<rentiant  la  valeur  de  R,  et  en  faisant  dana  la 
différentielle  s^s,  ce  qui  est  permis  lorsqu'on  prend, 
comme  nous  le  ferons ,  pour  plan  de  projection  celui  de  l'or- 
bite primitive  de  m ,  et  qu'on  néglige    le   carré  des  force* 
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^toibatticM*  on  ft 
ifll 


dK  ,  ,/i  1  \ 


Si  l'on  nomme  y  l'inclinaiBOn  matuelle  des  deux  orbitea  à 
l'initant  que  l'on  choisit  pour  époque ,  et  n  la  longitude 
de  leun  D«nds,  en  prenant  le  plan  de  l'orbîtc  de  m  ponr 
le  plan  fixe  auqod  on  raj^rte  les  moaTemeni  des  deux  pla* 
nèttf,on«aMy=^et>i=£«'  :sn.  Par  conséquent 

s*  =  KdnCi-'  — n)siny. 
Si  fon  sobstîtiie  cette  valeur  dans  ^ ,  et  qu'ensuite  oa 
remplace  -r-  parts  valeur  dans  les  équations  (i),  on  «ara 

^»-î.m'(4— pN^rinvttut/— n)co«#, 
^=       m'(-L_JJJ^^r'«^y8in(l^  — n)sinc. 
Hainteoant,  par  la  snbslitatioB  de  la  valeur  de  T,  on  a, 

f'^tr'+Z* — 3rT'coa(v' — cjcot'sy — arr'co>(i/-{-i'— mjnn'îy. 
On  a  d'ailleurs 

d'où  l'on  tire 

„  „  ..,        JR      dit  <f •      </R      ^dà     dR      dR  df 

On  a  d ailleurs -j- «* -j-  t->    j-^j^i  »  3T"^"T  j?rï 
dv       éf  dv'  dy      df  a^f'  dH       df  dn' 
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Haiatenant,  si  l'on  multiplie  la  premifere  de  cei  nlenn  par 

>  cosn    ,         ...  .    _ 

tuui4yccMn,  u  leconae  par  -; ,  la  trouièmepar  nnll. 

— o»'  I  I      any'  *  ' 

et  qn'on  la  ajoute  ;  qu'on  multiplie  entoite  U  pFemïice 
par  tang  ;  y  nn  n  »  la  seconde  par  ~. —  ,  la  troinbne  par 
~«  coB  n  ,  et  c[n'on  les  ajoute',  on  troarera 

-^+C-svS-«-n'f>^"<r.-7i)"'-»^-'-'*« 

on  annt  par  conié<{aent 

-=_^«nn-(^^ +t«Hïir5;^)cosn. 

_^__co.n+^^+tanBij.^)«nir. 
Par  les  formules  du  n"  44  >  Uv  H  t  <">  * 

On  anni  doue  enfin 

tmdt    rdR  /  I    rfR  ,  ,    (fflV.  -"1 

.  onde    r-dK  .   „  .  /  I    rfR  .         ,   ^V.  „n 
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On  fera  coïncider  ces  formules  avec  celles  du  n°  4  t  o  o^ 
serrant  que  les  longitudes  sont ,  d&oa  ce  numéro  ,  snppo- 
sëes  comptées  de  l'intersection  d«  deox  orbites,  ce  qui  donne 
n=t)  ;  qu'à  U  variable  y  on  a  substitua  la  variable  A  dé- 
termina par  l'équation    ■— cosy  =  jV,   ce    qui    donne 

-^  ^  cos  ^  7- ,  et  on  on  a  d  ailleurs  -r-  =  -=-  +  -r-, 
dy  '' A  '       ^  dv        d,^dm 


To«E  IlL 
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NOTE  ni. 

Sur  les  fonctions  eltipiiques.  {Projet  page  87.  ) 

SVoQ  tiitx  :=«n9,^=ssîn^',  la  difftfrentielle de  l'équa- 
tion (C)  d^ienara 

dx ^  fwfr 

Soit  x=i'^l-l=£:  ,  «  qui  donne 

/.y  —  C^*  +  «^■^ir*  +  JC-  =  o.  (a) 

Eu  différenliani  cette  ^quadou  on  trouve 
jdj-       _  dx 

ou  liien  en  substituant  pour  x  sa  valeur 

dy fdx 

Si  l'on  multiplie  par  /<  les  deux  membres  de  cette  équaiioD, 
en  vLTtu  de  l'équation  (i)  on  aura 

dx fi*dx 

Mais  de  l'équation  (2)  on  tire 


Par  conséquent 

dx  dx 


■\  compare  les  dénoininateors  dans  les  deux  membres, 


c'4  =  c*,»*, 
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d'où  l'on  tire 

i/c  l  +  C 

On  anrs  donc  ainsi  pour  ft  et  </  dta  valeurs  réelles ,  et 
l'équation  (i)  pftarra  toujours  être  satisfaite.  Si  pour  x  etj^ 
on  substitue  leurs  valeurs  dans  l'expression  de  x ,  on  aura 

__    f.gin»'co8^'  al/c  c' 


valeurs  qui  satisferont  i  l'équation  (T] ,  n'  as ,  ainsi  que 
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NOTE  IV. 

Sur  la  sttxhilité  du  système  planétaire,  Q^oy.  p.  iivj.) 

On  a  entre  les  excentricités  et  les  tangentes  dei  indtiditoiu 
des  orbes  planétaires  les  équations  de  condition  siÛTantes  : 

eln/â  +  «'WV/7  +  e-mVâ'  +  etc.  l_  „, 


,tc.=C.}" 


taVf  m  V'a+tang'ïi'ni'  i/a'-|-  tang'^m'  v/a*+ei 

Lagrange  ,  dans  le  n"  1 02  de  la  tectioa  VII  de  la  Mécanique 
analytique,  dit  :  »  Il  suit  de  là  que  si  les  eicentricités  des  or- 
bites (el  par  conséquent  les  tangentes  des  iDcliuaisons) 
qui  appartiennent  â  des  niasses  très  grandes  sont  une  fois 
trÈs  petites,  elles  le  seront  toujours,  ce  qui  est  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Satome  ;  mais  celles  qui  appartiennent  â  des 
masses  très  petites  pourront  croître  jusqu'à  l'unité  et  au-delà, 
et  l'on  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  que  par 
l'intégration  des  équations  différentielles  qui  les  déterminent.  ■ 

Cette  remarque,  que- j'ai  développée  avec  détail  n*  56, 
paraît  avoir  été  malsaiûepar  Laplace,  qa'ilest  ni  rare  de  trou- 
ver en  dëfaat.  En  effet,  après  l'avoir  reproduite  dans  le  a*  a, 
livre  XV  de  la  Mécanique  céleste,  il  ajoute  :  ■  Lagrange  en 
conclut  que  l'on  ne  peut  être  alors  assuré  que  les  excentricités 
Gonf erverout  toujours  une  petite  valeur  qu'en  rétoloant  téqua- 
iion  algébrique  qui  détermine  les  cceJjUcieru  du  temps  dans  les 
sinus  et  cosinus  des  expressions  de  esin  m,  ecosm,  e'  sinm  ^Oi^, 
et  en  s'assurant  que  les  racines  de  cette  équation  sont  toutes 
réelles.  Hais  si  ce  grand  géomètre  eût  considéré  ce  que  j'ai  dit 
dans  le  n°  S-j  du  livre  II  de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  vu 
que  sins  rccourii-  j  cette  résolution  je  démontrais  que  les  ra- 
dne*  sont  toutes  réelles  et  inégales.  •> 

Or,  d'après  ta  manière  dont  Laplace  traduit  l'observation  de 
Lâgrange ,  il  est  évident  qu'il  n'en  a  pas  apprécié  toute  la  por- 
tée. ^■i^ff'£t|I''>e"'i>KC  ne  dit  pas  qu'il  suffise,  pour  quelesex- 
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centriciles  et  les  incIinaisoDs  soieni  toajoara  très  petites,  que 
l'équation  dont  il  est  questioa  ait  toutes  ses  racines  réelles  ; 
mais  bien  qu'il  faillat  que  les  valeurs  des  excentricités  et  des  in- 
eltnaisODS,  données  par  l'intégration  des  formules  différen- 
tielles qui  lea  dëleriDinent,  demeurent  toujours  très  petites ,  ce 
qui  exige  que  la  seconde  condilion  énoncée  d<*  56,  livre  VI, 
soit  aussi  satisfaite ,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  nu- 
méro cité.  La  réfutation  de  Laplace  tombe  donc  à  faux ,  puis-' 
qu'elle  ne  s'applique  pas  i  l'observation  de  Lagrange  prise 
dans  son  véritable  sens. 

Quant  an  passage  de  la  Mécanique  céUtie  dté  par  Laplace , 
nous  en  avons  reproduit  l'esprit -dans  le  n'GS  du  livre  II; 
mais  puisque  l'occasion  s'en  présenta ,  nous  fierons  sur  ce  sujet 
une  observation.  Si  l'on  relit  avec  attention  le  passage  cité  de 
la  Mécanique  cileite ,  et  qu'on  se  demande  ensuite  quelles 
sont  les  vraies  conséquences  qu'on  en  doit  tirer,  on  conclura  » 
il  me  semble ,  que  pour  satisfùre  aux  équations  de  condi- 
tion (a) ,  l'équation  que  nous  avons  désignée  par  X  :^  o  dans 
le  n°  56,  livre  VI ,  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales,  ou,  ce  qiiî  revient  au  même,  qne'pour  que  les  ex- 
centricités et  les  inclinaisons  ne  puissent,  pâli  croître  indéfini- 
ment ,  il  faut  que  cette  oonditîon  soit  nécessairement  satis- 
foite  ;  or ,  n'eatrce  pas  ce  que  l'on  sait  d'avance  par  la  forme 
même  des  valenn  des  excentricités,  et  des  inclinaisons,  et  n'est- 
ce  pas  une  espèce  de  cercle  vicieux  dans  lequel  on  tourne  sans 
rien  prouver?  C'est  seulement ,  selon  moi ,  de  l'équation  algé- 
brique  X  =:  o  que  l'on  peut  déduire  la  preuve'que  la  première 
des  conditions  nécessaires  à  la  stabilité  du  système  planétaire 
est  satisfaite  ;  et ,  ce  qui  serait  è  désirer,  c'est  que  par  la  seule 
inspection  de  la  formation  analytique  de  cette  équation,  on 
pût  démontrer  la  réalité  et  l'inégalité  de  ses  racines  ;  mais  cela 
parait  très  difficile  lorsqu'on  considère  à  la  fois  le  système  des 
sept  planètes  principales ,  et  jusqu'à  ce  qu'on  y  soit  parvenu , 
la  résolution  numérique  de  cette  équation  est  le  seul  moyen  de 
s'assurer  de  la  réalité  de  ses  racines ,  comme  je  l'ai  fait  n"  gs 
du  livre  VI , 


Eiiiizedbv  Google 


556  TStoRIE  ANALYTIQUE 

NOTE  V.  (Voir  page  548.) 

Jfqyvnr  numvtmenM  tidiraux  det  pïanhia  pour  une  amtév 
julienne  Je  365'^,  oumiieurt  de  a^a'^  etc. 

Hercore a   ss  S38toi6'^3 

VëBtu jf  a=  aio664i  .4s 

La  Terre n*  ^  12959^7,37 

Han li-s    689061.08 

Jnpiter n"^     109256,59 

Sttame n*  «a      4^99^**'* 

UruBi......  n^'wm       i54aS,49 

d'où  l'on  a  conclu  : 

DUUoue»  nufjreanes  det  planktet  au  SoleS  ou  detni-gnmd* 
axe*  de  kart  orbites. 


Vtftnu oT  a  o,7a3333a8 

La  Terre.. ...  a*  =3  1,00000000 

Mais. «Tss  t, 53369110 

}a|»ter a"^  5,soii5594 

Saturne a*  ^  9,53797330 

Urantu a*'a=i9,i8a5i74o 

Telles  Btmt  les  raleuTs  des  moyens  moaTemens  et  des  àx^• 
tances  moyenaes  qui  résultent  des  tables  astroaomùpus  le* 
plus  récentes  ;  ce  soat  celles  qu'on  aurait,  dû  employer  dans 
le  calcul  des  perturbations  planéiaiies  :  mais  en  les  cout- 
parant  aux  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n*  68,  on  voit 
qu'il  n'en  pent  provenir  dans  les  résultais  aueune  diflerence 
sensible.  Les  valeurs  des  autres  élémens  des  orbites  elliptiques , 
relatib  à  l'année  1800 ,  que  nous  avons  prise  pour  époque, 
n'ont  besoin  d'aucun  changement. 
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NOTES  DIVERSES. 

Sur  la  comète  de  1 7^. 

L'époque  qui  B*approcbe  du  retour  de  celle  comète  à  aon 
périhélie  doime  ud  intérêt  pour  ainsi  dire  de  circonstance  à  Ba 
théorie.  Quelques  ge'omètres  se  sont  tftonnés  que  les  élémens 
de  l'orbite  pour  i835,  que  j'ai  donnés  a'  47  du  livre  III ,  ne 
coïncidassent  pas  avec  ceux  que  j'ai  préseDtç'sdanslaCtMnaïf' 
nonce  des  Tenu  pour  i833  ;  mais  ils  ont  sans  doute  oublie'  que 
les  résultaU  rapportés  dans  le  livre  III  sont  ceux  qu'a  obte- 
nus M.  Damoiseau ,  comme  je  l'ai  annoncé  n"  4  <  •  ^'^re  cité , 
tandis  que  dans  la  Connaiisance  des  Tems  j'ai  présenté  ceux 
de  mes  propres  calculs.  Ce  qui  m'a  engagé  à  reoouiîr  «u  Uavail 
de  M.  Damoiseau  pour  les  exemples  numériques  que  je  voulais 
donner,  c'est  qvte  cet  astronome  ^.Tsit  adop(é  la  div^ioii  sexa- 
gésimale du  cercle,  que  j'ai  suivie  dans  tout  le  cours  decet  Ot^ 
«rage,  tandis  que  dans  mon  mémoire  sur  ce  sujet  j'ai  préféré, 
pourlacommodite  du  calcul,  la  division  décimale.  Ce  mémoire 
va  enfin  paraître  dans  la  collection  de  l'Académie  des  Sciences, 
tome  VI  {Savons  étrangers)  -,  j'en  ai  extrùt  les  résultats  sut- 
vans,  convertis  eo  secondes  sexagésimales,  et  qui  provienaenc 
des  dernières  corrections  que  i'ai  fait  subir  aux  masses  pertur- 
batrices, et  des  altérations  relatives  à  l'actiou  de  la  Terre,  que 
je  n'avùs  considérée  qu'à  partir  du  périhélie  de  1759,  et  dont 
l'inâttence  sur  ]a  comète  pendant  les  trois  mois  qui  ont  pré- 
cédé ce  passage  ,  quoique  moins  forte  que  celle  qu'elle  a  exer-  , 
tëe  pendant  les  trois  mois  qui  l'ont  suivi,  sera  pourtant  asseï 
sensible,  sur  la  durée  de  la  période  actuelle,  pour  qu'on  en 
tienne  compte.  11 'faut  rectifier,  sur  ce  point,  ce  que  j'ai  dit 
dans  la  note  V  du  tome  II  de  cet  ouvrage. 

En  partant  des  élémens  résultant  de  la  discussion  des  ob- 
servations de   1662  et  de  1759,  faite  avec  grand  soin  pac 
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Burckhatdt  (*),  et  en  emplojaDt  pour  les  maues  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uraniu  les  Taleure  que  noua  avons  adoptées  n"  8^  , 
Ime  VI ,  j'ai  trouvé  par  le  calcul  des  perturbatioas  que  la  co- 
mète a  subies  dans  rintervalle  des  passages  de  1682  et  1759  : 

AltëritioDi  de  l'inomalia  AllAâtioni  da  mojcn 

mojouic.  mouTUncni  diome. 

Ï/J.  Xfti. 

TP +  17010' ,48  +  OV36854, 

ft +      393,76  +  o,oa8336 

ft +       33g, xo  +0,013963 

§ "  —  o,oo65oa 

+  17743,44  +  0,373651 

Le  moyen  mouvement  au  péribëlie  de  i68a  «ara  pour  ex- 

.       36o-  — 1/{  ^    . 

pression  = nommant   donc  n,   on  aura 

*"  37937 

R=4^*)7^49^t  et  eniiommant  R's=n-|-S/R  le  moyen  men- 
vement  diurne  au  périhélie  de  1759,  on  aura  n'^  46*,  12761. 
Le  calcul  des  perturbations  pendant  la  période  de  1 769  jus- 
qu'au prochain  retour  m'a  donné  ensuite  : 

AltàklÎQUi  de  l'anonMlie  All^ralioiii  dn  mojcn 

moyenne.  monTomeat  dinrne. 

I/{.  X/n. 

TP +  '356',94  +o*^844t 

1> +  »979.=»7  —  0,0889308 

Ô +    1^9,33  +0,0091954 

% +     72t>47  +  o,0258m7 

+  4*86,91  +  0,3439294 

En  nommant  T' l'intervalle  entre  le  passage  au  pAibélie  do 
1759  et  le  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbile,  on 
aura 


(*J  Connaiuanea  dti  Ttm*  pour  1819. 
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ceqnî,  à  compter  du  12,6  mars  1759,  origine  <ie  la  période, 
répond  au  ia,6  novembre  i835,  ou  bien  au  i3,i  novembre,  le 
jour  étant  compte  de  minuit. 

H.  Damoiseau  a  fiié  ce  passage  au  4,82  novembre  i835.  Je 
me  suis  assuré  qu'en  introduisant  dans  ses  calculs  les  correc- 
tions nécessaires  pour  ramener  les  valeurs  des  masses  qu'il  a 
employées  i  celles  qui  sont  anjourd'bui  généralement  adop- 
tées, il  n'en  résulterait  aucune  altération  notable  dans  les  ré- 
sultats. La  différence  de  8  jours  qui  existe  entre  nous  tient 
donc  uniquement  à  celle  des  élémens  elliptiques  dont  nous 
sommes  partis ,  et  à  la  marche  des  calculs. 

Le  moyen  mouvement  diurne  à  l'instant  du  passage  sera  de 
46*,ia76i  -f-  o', 343929=:  46',47i53g,  et  le  demi-grand  axe 
correspondant  i^'igg^SS. 

Pour  déterminer  les  autres  élémens  de  l'orbite  elliptique  à 
la  même  époque ,  le  calcul  des  perturbations  pendant  l'inter- 
valle de  1  ^59  jusqu'au  prochain  retour  m'a  donné  : 

Altérations  de  V excentricité,  du  périhélie  ei  des  variai/les  gui 
déterminent  t inclinaison  et  la  longitude  du  nœud- 

1h  Xim  lin  f  ûa  t  ùafcot» 

ip.-.—  0,00035796  —  BSo'iS  —  o,ooo73^^7  —  0,00343496 

(}...-(•  o,ooo343o4  —    8|,55  —  o.oooiojio  —  i>,ooo3o8:4 

4i...— D,oooin65d  —    a3,ii  —0,00000766  -f- o.ooooaSgJ  - 

—  o,oooo4i5o  —  967,84  —  o,ooo84fti3  —  0,00370777 

L'excentricité  de  l'orbite,  d'après  les  élémens  que  nous 
avons  adoptés,  en  i^Sg,  était  0,96^5571  ;  on  aura  donc  pour 
l'excentricité  en  i835,   0,9675571—0,0000415=0,9675156. 

Les  valeurs  de   sin^  sinf   et  sinp'cosf   supposent  que 

l'on  a  pris  pour  plan  fixe  celui   de  l'brbite  de  la  comète 

en  1759.  On  en  tire,  pour  l'inclinai  son  et  pour  la  longitude  du 

noeud  ascendant  de  l'orbite  mobile  sur  ce  plan, 

f  =  12' 64',      S  =  167"  8' 36°. 
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La  petitesse  des  valeurs  de  sin  p  sin  S  et  «'m  f  cos  S  fait  que  la 
valeur  de  l'aDgle  S  peut  laisser  beaucoup  d'incertitude.  (  l^ofr 
ce  que  nous  avons  dit  à  cet  égard  n°  ■  i5 ,  livre  VI.  ) 

ailleurs  pour  le  mouvement  direct  du  périhélie  par 


rapport  aux  Gx< 


S^,  =  -  957',84  ; 


d'où,  en  considérant  le  triangle  intercepte'  sur  laiphèie  cetesle, 
entre  l'orbite  de  la  comète  en  1 769 ,  son  orbite  troublée  et  Vé- 
cliptique  vraie,  on  conclura  pour  i835  : 

Inclinaison  de  l'orbite  de  la  comète  à  réclipticpie.   i^'44'34' 

Mouvement  direct  du  nœud  ascendant 35.44 

Distance  du  nœud  a.scendant  au péribélie.  ..,...a49-   1-4^ 

En  ajoutant  k  l'altération  du  nœud  i'  ^'5'  pourlapre'cession 
des  équinoxes  dans  l'intervalle  de  76  ans,  on  aura  sa  vanation 
par  rapport  à  l'équinoie  mobile.  La  longitude  du  nœud  en  ■  -^Sg 
était  53° 5o'  1 1*  ;  elle  sera  donc  au  prochain  passage  55'  3o';  et 
en  réanissant  les  résultats  précédens,  on  formera  le  tableau 
suivant  des  élémens  de  l'orbite  de  U  oomJste  à  aon  retour  an 
périhélie  de  1835. 

Êiémeru  de  la  cojntle  en  tS35. 

Instant  du  passage  au  périhélie ,  iS  novembre  i835. 

Demi-^rand  axe '7)997^^ 

Excentricité 0>g^Sl9^ 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite 3o4*3i'4^' 

Longitude  du  nœud  ascendant 55. 3o' 

Inclinaison  de  l'orbite  à  l'écliptique 17.44-^ 

Sens  du  mouvement,  rétrograde. 

Ceat  d'après  ces  élémens  que  M.  Boarafd  a  poostntit 
l'éphéméride  qui  se  trouve  dans  la  C^nnaùsance  des  Ten» 
pour  1837. 
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Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 


Nous  ne  comptions  pas  revenir  sur  cet  objet ,  mais  uoe  note 
insérée  par  M.  Poinsot  daus  la  6*  édition  de  ses  Élément  de 
Statique,  prouve  qu'il  ne  fait  aucun  compte  des  observa- 
tions qu'ont  provoqoées  les  objections  élevées  par  lui  contre 
la  théorie  du  plan  invariaùle  selon  Laplace  ;  il  est  donc  néces- 
saire de  rappeler  encore  une  fois  toutes  les  raisons  qui  nous 
forcent  à  persister  dans  notre  opinion  (_*). 

Sans  nous  arrêter  aux  argumens  de  nos  adversaires,  que 
noas  pourrions  appeler  purement  spéculalifi,  attachons* 
nous  à  ceux  qui  peuvent  se  traduire  en  nombrex,  car  ce  sont 
les  seuls  qui  soient  sans  réplique  dans  de  pareilles  discussions  : 
mettons  d'abord  de  notre  câté  l'autorité  des  chiffres;  la 
question  sera  bienti^t  tranchée. 

u  Je  vais  ,  dit  M.  Poinsot  en  parlant  du  plan  invariable  de 
Laplace,  montrer  que  ce  plan  invariable  varie,  que  sa  varia- 
tion n'est  pas  extrêmement  petite ,  comme  on  pourrait  croire, 
mais  qu'elle  est  du  même  ordre  que  la  prdcession  des  équi- 
noies ,  mouvement  sensible  dans  le  del ,  etc. 

»  Pour  faire  voir  sans  calcul ,  de  la  manîËre  la  plus  évidente, 
ce  défaut  des  formules  de  H.  Laplace,  il  n'y  a  qu'à  l'appliquer 
au  cas  le  plus  simple  de  tout,  celui  où  le  système  ne  Miait 
composé  que  de  deux  corps. 

»  Ne  considérons  donc  que  la  Terre  et  le  Soleil,  et  soppo- 


(*)  11  doit  Aire  bincQteada  qn^ln'titiciqneiùOD  qocdclaib^riada  pbn 
înTamble,  ttccla  ne  cita n|;e  rien  l  ceqiM  nomsTOTU  ((itn°  H  S,  liTre  VI,  Telt- 
lÎTnnciiL  \  vin  ntiliu!  pcatii^ai;.  Npni  n'examineroni  pa*  non  pli»  la  qnettiou 
ton>  1b  rapport  ia  difficnttë*  aattonorniqnei  qne  préienlerait  la  déiennina- 
tion  da  plan  que  l'on  ■  proposé  de  labalinui  an  plan  iavariable  de  Laplace. 
C«1ni-«i  r>t  lonJDDr*  Tacile  k  ntroDTcr;  la  ponlion  dn  plan  maximum  Jet 
aîrei  dépend  an  coblniîre  d«  qnanlîtvi  qui  non*  WTOnt  lonjoari  ic 
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■ODS  même,  afin  de  rendre  la  cLote  plus  inanifeste,  que  le 
Sok'il  aoit  parfaitement  sphérîque,  qu'il  ne  tourne  pas  sur  son 
axe  ,  et  que  son  centre  'agisse  exactement  comme  un  point  où 
toute  la  masse  serait  concentrée. 

»  Par  les  formules  de  M.  Laplace,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  l'orbite  de  la  Terre ,  ou  ce 
qu'on  appelle  le  plan  de  Vécliptique ,  de  sorte  que  ce  plan  se- 
rait immobile  ou  toujours  paredliU  à  tuî-méme  dam  ^tspace. 
Or,  je  dis  que  dans  ce  cas  les  noeuds  de  l'écliptiquc  sur  un  plan 
fixe  varieraient  d'une  manière  très  sensible.  » 

J'ai  dté  l'objection  tout  entière  pour  qu'on  ne  puisse  pas 
m'accuser  d'en  avoir  afliaibU  la  valeur.  Je  pourrais,  pour 
toute  réponse ,  renvoyer  au  n'  86  du  livre  VI .  où  cette  ob- 
jection avait  été  comme  devinée,  mais  puisqu'on  insiste,  in- 
sistons. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n"  cite  et  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'action  du  Soleil  sur  la  Terre ,  rej;ardée  comme 
un  ellipsoïde  homogène,  en  nommant  ^  et  ;'  les  inclinaisoDS 
respectives  de  l'écliplique  et  de  l'cqualeur  sur  un  plan  fixe 
quelconque,  f  et  l' les  longitudes  de  leurs  nœuds  sur  le  même 
plan,  les  équations  (3),  n"  86,  donneront 


mj/oCi — c*)  cosf  +  Cmcos^'^ 
iRt/a(i  —  e*)  sinf  COS0  —  C» 
in\/a{^ — *•)  sio^sin 


vsin^'coaS'sa:/',  \  ( 
■  sinf'sind'^i*.  ) 


Supposons  que  le  plan  fixe  passe  par  l'intersection  com- 
mune de  l'équateur  et  de  l'écliplique  ou  par  la  ligne  des  équi- 
noxes,  et  qu'il  partage  l'angle  9-^-9' que  forment  entre  eux 
ces  deux  plans,  de  manière  qu'on  ait 


m\/a{i  — «')  siuf  —  Cirsinfi'^o.       (a) 

Lesdeux  dernières  équations  (i)  donneront  8  =  9',  et  par  suite 
l^  o,  l'  =:  o,  c'est-à-dire  que  le  plan  dont  il  s'agit  sera 
le  plan  maximum  des  aires  ou  le  plan  rigoureusement  in— 
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variable  dana  le  aystème  que  nous  considérons;  et  si  l'on 
nomme  y  =  9  +  9' l'obliquité  de  IVcliptique,  en  élevant  au 
carré  l'équation  (a)  et  la  première  des  équations  (t),  et  en  les 
ajoutant  on  eu  tirera 


cos  y  ^  " 


■ny'a(i  —  ff*)*::* 


Si  l'on  néglige  le  carré  de  l'excentricilë  e  de  l'otbe  terres- 
tre ,  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  une  cons- 
tante ;  l'obliquité  de  l'écUptique  ne  variera  donc  paa  ;  et 
comme  les  équations  (i)  et  (3)  donnent  encore 


/ 

•+m'a(i 

-'•)- 

■<?•• 

/' 

•  +  CV- 

-1-) 

2m<i(i  —e')l 

les  angles  ç  et  9'  seront  également  constans.  Ainsi  donc,  dans 
ce  cas,  l'inclinaison  de  l'équateor  et  de  l'écliptlque  sur  le  plan 
fixe  et  leur  inclinaison  matoelle  seront  constantes ,  et  ces  trois 
plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Cette  in- 
tersection ne  sera  pas  fixe,  mais  dans  son  mouvement  elle  ne 
quittera  pas  le  plan  maximum  des  aires  et  ce  mouvement  sera 
uniforme.  Il  est  facile  de  se  représenter  le  mouvement  d'an 
pareil  système  en  imaginant  que  les  pâles  de  l'équateur  et  de 
l'écliptique  tournent  autour  du  pâle  du  plan  principal  de 
projection,  de  manière  à  ce  que  la  ligne  des  équinoxEs  demeure 
toujours  SUT  ce  plan;  cependant  le  plan  de  l'écliptique  res- 
tera toujours  très  peu  incliné  au  plan  fixe  ,  et  par  conséquent 
1  très  peu  près  parallèle  à  lai-même.  En  effet ,  en  négligeant 
le  carré  de  e,  et  en  observant  qu'on  a  ^a  r=.  a'n,  n  étant  le 
inojcR  monrement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  l'éqoation  (3) 
donne 

ma'n  siu  ^  =  C*  sia  p'. 
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Eii  nonmurat  D  l«  nyoa  de  l'éqnaleor,  onu  C  =  |n9]>", 
et  par  le  n*  S6 ,  livre  VI ,  «o  & 

^ ss  o,ooooooa53QQ. 

En  supposant  donc  f '=:  a3°  37'  5o',  on  troare  qne  l'angle  ^ 
est  moindre  qne  o'iOao^i  on  peut  donc  supposer  que  le  plan 
de  l'éclîptique  se  coofood  avec  le  plan  principal  de  projec- 
tion, et  comme  rincUnaison  mutuelle  de  ces  deox  plans  est 
constante,  leur  identité  se  maintiendra  toujours. 

Maintenant,  si  l'on  considère  le  cas  général,  l'équation  (2), 
en  la  différentiant,  donnera  à  très  peu  près 

me^n^ i—e*9^  ■=.  Cocos 9'^'. 

En  substituant  pour  C  sa  valeur,  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment ,  f'  =  z3*  37'  5o',  cette  équation  donne 

/f)  ^  o,ooooooa339<rf'. 

Il  s'en  faut  donc  beaucoup  que,  comme  l'aasure  H.  Poinsot, 
les  variations  du  plan  invariable  soient  alors  du  même  ordre 
que  les  variations  de  l'équateur.  Nous  avons  trouvé  ,  n*  98, 
16'  16*  pour  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptiqne  depuis 
te  temps  d'Hippaïque  jusqu'au  commencement  de  ce  «iëde; 
en  supposant  donc  ^'  =  976',  on  aura 

3f  =  0°, 00023739. 

Ainsi  en  1938  ans  ,  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  n'aurait  pas  varié  de  a  dix -millièmes  de  seconde;  on 
peut  donc  la  regarder  comme  insensible ,  et  considérer,  dans 
ce  cas ,  le  plan  de  l'écliptique  comme  invariaàle,  conformé- 
ment à  la  théorie  de  Laplace. 
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Quant  aux  observations  de  M.  Foinsot  raUtiveaient  au 
mouvement  des  nœuds,  comme  on  a,  d'après  les  équa- 
tions (i),  6^0',  il  est  clair  que  le  noeud  de  l'écliptique  anra 
aur  le  plan  fixe  le  même  mouvement  que  l'équateur,  en  sorte 
que  leur  intersection  commune  demeorera  toujours  sur  ce 
plan  ;  mais  cela  n'implique  pas  contradiction  ,  puisqu'une  va- 
riation très  légère  dans  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  plans, 
supposée  tris  petite,  peut  en  produire  de  considérables  dans  la 
position  de  leur  commune  intersection. 

Le  second  exemple  choisi  par  M.  Poinsot  pour  mettre  en 
défaut  la  théorie  de  Laplace,  consiste  k  supposer  que  le  tys- 
tfetne  est  formé  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  considérés 
comme  des  points  massifs.  Dans  ce  cas,le  plan  invariable,  se- 
lon les  idées  de  ce  grand  géomètre ,  est  celui  qtie  décrit  le 
centre  commun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  ce  qui 
diffère  peu  dit  plan  de  l'écliptiqne.  Montrons  qu'en  effet  ce 
plan  coïncide  toujours ,  &  très  peu  près,  avec  le  plan  maximum 
des  aires  décrites  par  les  centres  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Luue.  II  est  clair  que  ce  système  revient  à  celui  de  deux  pla- 
nètes m  et  m'  vés^issant  l'une  sur  l'autre,  que  nous  avons 
considéré  n"  55,livre  II,  et  le  plan  invariable  sera  déterminé 
parleséqnatituiB(i),datis  lesquelles  il  snffira-de  changer  C#  en 
m'V^a'{i— Oi  m' étant  la  masse  de  la  Lune,  a' et  e*  le  demi- 
grand  axe  et  l'excentricité  de  sou  orbite  autour  de  la  Terre. 
Si  l'on  nomme  donc  f  et  f  '  les  inclinaisons  respectives  de  l'é— 
cliptîquë  et  de  l'Orbite  lunaire  sur  le  plan  maximum  des  aires. 


m^a{i — e')  sin  ç  =  m'\/a'  {x  — e'-)  sin  ç' .        (3 
Or  0(1  a ,  à  très  peu  près , 

^  =  74*946,       \f^  =  20. 
En  négligeant  donc  les  carrés  des  excentricités  e  et  e',  et  < 
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supposant  ^'  =  5' 8"  38',  qui  est  l'incUnaison  de  Torbite 

naire  A  IVcliptique ,  on  trouvera  que  l'angle  p  ne  s'élève 

i  la'.  En  différentiant  IVquaiion  (3),  on  aura,  à  très  i 

près, 

d'où  l'on  conclut ,  d'aprèa  les  râleurs  précédentes  , 
t<f  =  0,00066446^'; 

et  comme  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  but  Vécli 
tique  vraie  est  constante ,  malgré  le  mouvement  sécalaire 
l'écliptique,  si  l'on  suppose  ^'=9^6%  valeur  supérieur! 
celle  qu'on  peut  supposer  à  la  variation  de  l'orbe  lunaire  s 
un  plan  fixe ,  depuis  le  temps  d'Hipparque  jusqu'à  nos  joui 
un  trouve  J\p  =  o'',64  pour  la  variation  de  l'orbe  terrestre  1 
1928  ans  :  ce  plan  peut  donc  être  considéré  comme  invariab 
dans  te  système  que  nous  considérons. 

Quant  aux  nœuds  de  l'écliptique  sur  le  plan  maximum  di 
aires,  onaô  =  S',  et  d'après  les  équations  ([),  lenœudascei 
dant  de  l'orbe  lunaire  coïncide  avec  lenœgddescendantde  l'é 
clipiique,  et  réciproquement;  par  conséquent,  comme  li 
inouvement  du  nœud  de  l'orbe  lunaire  surl'écUptiqaeËieesl 
d'environ  içf  par  an ,  il  est  clair  que  l'intersection  de»  pla»! 
des  orbites  de  la  Terre  et  de  la  Lune  aura  sur  le  plan  maxi 
mum  des  aires  un  mouvement  très  rapide,  ce  qui  n'empêche  ri 
pas  le  plan  de  l'écliptique  de  rester  toujours  à  très  peu  prc: 
parallèle  à  lui-même,  et  de  remplir,  par  conséquent ,  la  seul. 
condition  qui  caractérièe  le  plan  invariable  (*). 


(')  On  n«  doit  pai  oublier  qa'iliiai'tgit  ici  que  d'un  cupartimltnquiEi 
tan*  «ppliolion  dans  le  •jitème  Aa  monde.  LapJace  en  caleulani ,  n*  ig 
livn  Vil,  la  iniiealkdi  lunaire*  dnet  »  U  noniphénciKJ  rie  UTïrre,  tion^e  qn, 
■an  inftnence  lur  1er  d^pbi:emïn*  de  l'orbiie  de  U  Lune  letait  d'iugmentci 
lie  o,uouooaiS384'U  le  moaT«iiwnir<!Ut)gru]edein«aiidi,nrctutlcni<ij-en 
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Oq  coD(oit,  ea  effet,  que  dans  tes  àtax  syst^nes  que  nons 
venons  de  conùderer,  coiame  on  a  y  =39  +  p',  et  par  suite 
^  =x  ^  -f- 1^,  si  ip  est  une  Mseï  petite  qoentile  pour  qu'on 
puisse  U  négliger  par  rapport  à  /p',  on  aura  simplement 
)*f=2fp,  c'est-à-dire  que  les  variadons  de  l'équateur  dans  le 
premier  cas,  et  celle  de  l'orbe  luuaire  dans  le  second ,  par 
rapport  au  plan  invariable  tel  qu'il  résulte  de.  la  théorie  de 
Laplace ,  seront  les  mêmes  que  celles  de  cea  deux  plans  par 
rapport  à  un  troisième  plan  qui  serait  rigoureusement  fixe  ;  les 
différences  seront  abaoïumeot  insensibles.  Or,  ce  grand  géo- 
mètre n'a  jamais  prétendu  autre  chose  ;  l'invariabilité  du  plan 
invariabU  tel  qu'il  le  définit  n*  62  dn  livre.  II  de  U  Mé- 
canique cétetle,  comme  les  inégalités  de  tous  les  mouveniens 
planétaires,  n'est  qu'approchée  et  exacte  qu'autant  qu'on 
néglige  dans  le  mouvement  de  translation  les  perturbations  ré- 
snltantes  de  la  forme  et  des  dimensions  des  corps  célestes. 
Dans  le  n*  21  dn  livre  I",  Laplace  a  donné  la  théorie  géné- 
rale du  plan  invariable  pour  un  système  de  corps  quelconques 
réagissant  les  uns  sur  les  autres  ;  il  en  a  fait  l'appbcation  au 
système  du  monde  dans  le  livre  II ,  en  profitant  de  tous  les 
avantages  qu'offrait  sa  constitution  pour  faciliter  le  calcul  des 
moaTemeus  planétaires ,  question  assez  difficile  pour  qu'on  ne 
clierche  pas  sans  nécessité  i  la  compliquer. 

Les  équations  (1)  nous  montrent  encore  que  quand  bien 
même  les  seconds  termes  des  premiers  membres  seraient, com- 
parables et  mêmes  supérieurs  aux  premiers,  ce  qui  aurait  lieu, 
par  exemple ,  si  les  aires  que  ces  termes  représentent  prove- 
naient de  la  rotation  du  Soleil,  on  pourrait  encore  prendre 
l'écliptique  pour  le  plan  invariable  du  système ,  bien  que  par 
sa  position  il  différât  sensiblement ,  dans  ce  cas ,  du  plan 
maximum  des  aires. 


Il  de  h  Lnne  diiu  ion  orbite.  Cçue  qiuDtii^  cat.  nbMlDOMDt 
inaeniible ,  et  à  plai  forte  raitoD  par  eoméqnent  U  uon  iphtricild  de  l* 
Terre  ne  pnit  atoir  lar  la  poaition  do  plan  ioTariablo  anciuie  actioti  ■p' 
préciaUe.  Le  mtae  r^ioltai  ■  lieu  par  rapport  h  l'elfipiicité  do  Soleil , 
comme  nom  raTona  m  a*  3g  ,  lUra  VI. 

ToMit  m.  36 
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Cette  obÉervitiOD,  d'apte  ee  qui  a  été  dit  n*  86,  livre  VI , 
n'a  pas  btsoin  de  dételoppement.  HaU,  dnent  dos  adversaires, 
il  ezUle  daoc  MlotrTOiupliMiearaplans  ioranables  daos  le 
systèDie  planétaire  ?  Pourquoi  non ,  cela  dépend  entièrement 
de  «a  conatitntion.  Supposons,  en  eSêt,  que  Jupiter,  £atDme 
Bt  pranos  forment  uo  système  k  part,  sur  lequel  les  autres 
^iMiètes  n'aient  aucune  influence,  comme  cela  a  déji  lieo, 
k  très  peu  près ,  dans  le  sjstème  solaire.  Eh  bien  !  n'y  Mirait4I 
pa*  trois  plans  invariables  dans  un  pareil  système ,  celui  qù  & 
lieu  dans  le  système  particulier  des  trois  plaaèta  considérrfea 
iaoléoMiit ,  celui  qui  a  lieu  pour  l'ememble  du  syalènie ,  et  le 
plan  max^um  des  aires. 

Il  est  dobc  évident  que  les  objections  présentées  contre  la 
théorie  du  plan  invariable  de  Laplace  tiennent  à  des  consid^ 
rations  tout-è-fait  fautives  et  à  la  confnnon  que  l'on  a  fiùte 
des  Tdriations  des  inclinaison»  et  des  nœuds.  Sans  doute, 
géométriquement  pariant ,  l'Intersection  de  deux  plans  inva- 
riables est  elle-même  invariable  ;  maïs  on  peut  toujours  sup- 
poser, et  c'est  le  cas  de  la  nature ,  que  la  poaitlon  de  l'nn 
d*  ces  plans  subisse  des  variations  asset  petites  pour  qn^t 
reste  toujours  sensiblement  parallèle  à  Ini-mème,  tan£*  que 
scsnœudssnrleplan  qnîestrigoarausemeotfixe,  prouvent  des 
déplacemens  considénbles. 

Hais  Ift  véritable  début  de  l'ai^umentation  de  nos  târa~ 
saires,  et  nous  l'avons  déji  remarqué  ailTenrv,  vieof  de  ce 
qu'ils  veulent  traiter  par  des  méthodes  rigonreuses  Ja  diéorîe 
du  système  da  monde,  qui  n'est  au  fsit  qu'un  grand  problème 
d'approaimation  ;  c'est  pour  cela  que  ce  problème  se  reAue 
aux  méthodes  synthétiques,  et  qu'il  rentre  dans  le  domtine 
da  l'analyse;  et  si  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain  n'est, 
comme  on  l'a  osé  dire,  qu'un  instrument,  on  conviendra  do 
moins  que  c'en  est  un  bien  prédeux  que  celui  qui  nous  a  livré 
la  clé  du  mécanisme  des  ciera ,  et  qui  nous  échîre  sur  tant 
d'erreurs  où  les  simples  notions  de  la  Géométrie  nous  «nraiest 
jnfeilliblement  conduits.. 


Il:,  Google 


DD  SYSTÈME  DU  MONDE.  563 

Concluons  dooc  de  cette  discuMion ,  k  Urqnelle  doiu  ktoiu 
donné  qaelqnedéTeloppementpoDrD'étregu  forcé  d'y  revenir, 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  d'apporter  aucune  modification  dans  1& 
théorie  dn  plan  invariable  présentée  par  Laplace;  c'eti  avec 
raison  et  turiout  avec  connaitiance  de  coûte  qu'il  a  fait  abittac- 
tion  des  quantités  qu'il  a  négligées  dans  »  détenninatioo  ;  ces 
quantités  sont  du  même  ordre  que  celles  qu'on  néglige  onfr- 
nairement  dans  laitéorie  des  inégalités  planétaires,  etqoete 
calcnl ,  comme  l'observatiou ,  autorise  i  regarder  comme  dw 
solnment  insensibles. 


FIN  DES  NOTES. 
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